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PREFACIO 


Durante los años recientes, los cursos de dinámica de sistemas que tratan del 
modelado (elaboración de modelos matemáticos) y el análisis de la respues¬ 
ta en dichos sistemas dinámicos se han convertido en requisitos de la 
mayoría de los programas en ingeniería. Este libro está destinado a tales 
cursos; presenta un tratamiento comprensible de la dinámica de los sistemas 
físicos en diversos medios y está escrito para el estudiante de ingeniería. 

El esquema general del libro es el siguiente: el Capitulo 1 presenta una 
introducción general a los sistemas. El modelado y el análisis de los sistemas 
mecánicos se describen en el Capitulo 2. Los sistemas eléctricos se explican 
en el Capitulo 3; los Capítulos 4 y 5 tratan de los sistemas hidráulicos y neu¬ 
máticos, respectivamente, e incluyen consideraciones acerca del proceso de 
linealización en el modelado de sistemas no lineales. El método de la trans¬ 
formada de Laplace para el análisis de sistemas lineales se da en el Capitulo 
6 y el análisis de los sistemas lineales está descrito en el Capitulo 7. Final¬ 
mente, el Capítulo 8 presenta el análisis de los sistemas de control. 

A lo largo de todo el libro, en puntos estratégicos, se presentan 
ejemplos escogidos cuidadosamente para que el lector tenga una mejor 
comprensión del tema en consideración. Además, excepto en el Capitulo 1, 
al final de cada capitulo se proporcionan problemas resueltos. Esos proble¬ 
mas, muchos de los cuales describen situaciones reales encontradas en la 
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práctica de la ingeniería, representan una parte integral del texto. Por lo 
tanto, se sugiere que el lector estudie cada uno de ellos con todo cuidado. 
Además, se incluyen muchos problemas no resueltos de diferentes grados de 
dificultad, para probar la capacidad del lector en la aplicación de la teoría 
expuesta. 

Las cantidades físicas se introducen en unidades del SI (sistema métrico 
modernizado en unidades). Sin embargo, en algunos ejemplos y problemas, 
las cantidades físicas se introducen en unidades del SI y otro sistemas de 
unidades, de modo que el lector adquiera la capacidad de convertir con faci¬ 
lidad de un sistema a otro. 

La mayor parte del material que aquí se presenta estuvo a prueba du¬ 
rante varios años en cursos de nivel superior de dinámica de los sistemas en 
el departamento de Ingeniería Mecánica de la Universidad de Minnesota. 

Para que el instructor que utilice este libro en su clase pueda darle un 
uso adecuado, las secciones con mayor grado de dificultad (y los problemas 
resueltos y no resueltos correspondientes) están marcados con un asterisco, 
con el objeto de que los pueda incluir u omitir según los objetivos del curso. 

Si este libro se emplea en cursos trimestrales, se puede cubrir la mayor 
parte del material de los capítulos 1 al 7 (con la posible excepción de las reac¬ 
ciones marcadas con asterisco). Después de estudiar esos siete capítulos, el 
lector debe ser capaz de formular modelos matemáticos de los sistemas físi¬ 
cos con una simplicidad razonable y podrá también determinar las respues¬ 
tas transitoria y de frecuencia de tales sistemas. En cursos semestrales, se 
puede cubrir el libro entero. 

En conclusión, quiero expresar mi reconocimiento a mis exalumnos 
quienes resolvieron muchos de los problemas incluidos en este libro, a los 
revisores anónimos que hicieron comentarios constructivos y a todos 
aquellos quienes, de una u otra manera, ayudaron a su terminación. 


K. Ogata 
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1-1 SISTEMAS 

Sistemas. Un sistema es una combinación de componentes que actúan 
conjuntamente para alcanzar un objetivo especifico. Una componente es 
una unidad particular en su función en un sistema. De ninguna manera limi¬ 
tado a los sistemas físicos, el concepto de sistema se puede ampliar a fenó¬ 
menos dinámicos abstractos, tales como los que se encuentran en la econo¬ 
mía, el transporte, el crecimiento de la población y la biología. 

Un sistema se llama dinámico si su salida en el presente depende de una 
entrada en el pasado; si su salida en curso depende solamente de la entrada 
en curso, el sistema se conoce como estático. La salida de un sistema estáti¬ 
co permanece constante si la entrada no cambia y cambia sólo cuando la 
entrada cambia. En un sistema dinámico la salida cafcnbia con el tiempo 
cuando no está en su estado de equilibrio. En este libro sólo nos ocupare¬ 
mos de sistemas dinámicos. 

Modelos matemáticos. Cualquier tentativa de diseño de un sistema debe 
empezar a partir de una predicción de su funcionamiento antes de que el sis¬ 
tema pueda diseñarse en detalle o construirse físicamente. Tal predicción se 
basa en una descripción matemática de las características dinámicas del sis¬ 
tema. A esta descripción matemática se le llama modelo matemático. Para 
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los sistemas físicos, la mayoría de los modelos matemáticos que resultan úti¬ 
les se describen en términos de ecuaciones diferenciales. 

La dinámica de sistemas trata del modelado matemático y el análisis de 
la respuesta de los sistemas dinámicos. Hoy en dia, el diseño de ingeniería re¬ 
quiere de un concienzudo estudio de esa materia. 

Ecuaciones diferenciales lineales y no lineales. Las ecuaciones diferen¬ 
ciales lineales pueden clasificarse en ecuaciones diferenciales lineales, inva¬ 
riantes en el tiempo y ecuaciones lineales variantes en el tiempo. 

Una ecuación diferencial lineal invariante en el tiempo es aquella en la 
cual una variable dependiente y sus derivadas aparecen como combina¬ 
ciones lineales. El siguiente es un ejemplo de esta clase de ecuación. 

%* + 5% + 10x = 0 

dt 1 dt 

Puesto que los coeficientes de todos los términos son constantes, una ecua¬ 
ción diferencial lineal invariante en el tiempo también se denomina ecuación 
diferencial lineal de coeficientes constantes. 

En el caso de una ecuación diferencial lineal variante en el tiempo , la 
variable dependiente y sus derivadas aparecen como combinaciones linea¬ 
les, pero algunos de los coeficientes de los términos pueden involucrar a la 
variable independiente. El siguiente es un ejemplo de este tipo de ecuación 
diferencial. 

+ (1 - eos 2t)x = 0 

Es importante recordar que con objeto de que sea lineal, la ecuación no 
debe contener potencias, productos u otras funciones de las variables de¬ 
pendientes y sus derivadas. 

Una ecuación diferencial se denomina no lineal cuando no es lineal. 
Entre los ejemplos de ecuaciones diferenciales no lineales se incluyen 


^ + ( X *_,)£ + X = 0 
af + f+ * + *’=•«« 

Sistemas lineales y sistemas no lineales. Para sistemas lineales, las 
ecuaciones que constituyen el modelo son lineales. En este libro trataremos 
con sistemas lineales que puedan representarse por ecuaciones diferenciales 
ordinarias, lineales e invariantes en el tiempo. 

La propiedad más importante de los sistemas lineales consiste en que se les 
puede aplicar el principio de superposición. Este principio establece que la 
respuesta producida por la aplicación simultánea de dos funciones de exci- 
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tación diferentes o entradas, es la suma de dos respuestas individuales. En 
consecuencia, en los sistemas lineales la respuesta a varias entradas puede 
calcularse tratando una entrada cada vez y después sumando los resultados. 
Como resultado del principio de superposición, las complicadas soluciones 
de las ecuaciones diferenciales lineales se pueden obtener de la suma de solu¬ 
ciones simples. 

En una investigación experimental de un sistema dinámico, si la causa y 
el efecto son proporcionales, eso implica que el principio de superposición 
se mantiene y se concluye que el sistema se puede considerar lineal. 

Los sistemas no lineales, por supuesto, son aquellos que se representan 
mediante ecuaciones no lineales. 

Aunque las relaciones físicas con frecuencia se representan mediante 
ecuaciones lineales, en muchos casos las relaciones reales puede que no sean 
del todo lineales. De hecho, un estudio cuidadoso de los sistemas físicos re¬ 
vela que los llamados sistemas lineales son realmente lineales dentro del ran¬ 
go de operación limitado. Por ejemplo, muchos de los sistemas hidráulicos 
y neumáticos involucran relaciones no lineales entre sus variables. 

En los sistemas no lineales, la característica más importante es que el 
principio de superposición no es aplicable. En general, los procedimientos 
para encontrar la solución de problemas que involucran tales sistemas son 
extremadamente complicados. A causa de la dificultad matemática que 
representan los sistemas no lineales, con frecuencia es necesario linealizarlos 
alrededor de una condición de operación. Una vez que un sistema no lineal 
se aproxima mediante un modelo matemático lineal, se deben usar términos 
lineales para propósitos de análisis y diseño. 


1-2 ELABORACIÓN DE MODELOS (MODELADO) 

Elaboración de modelos matemáticos (modelado matemático). Al 
aplicar las leyes físicas a un sistema especifico, es posible desarrollar un mo¬ 
delo matemático que describa al sistema. Tal sistema puede incluir pará¬ 
metros desconocidos, los cuales deben evaluarse mediante pruebas reales. 
Sin embargo, algunas veces las leyes físicas que gobiernan el comportamiento 
de un sistema no están completamente definidas, y la formulación de un 
modelo matemático puede resultar imposible. De ser así, se puede utilizar 
un procedimiento de modelado experimental. En este procedimiento, se so¬ 
mete al sistema a un conjunto de entradas conocidas y se miden sus salidas. 
A partir de las relaciones de entrada y salida se deriva entonces el modelo 
matemático. 

Simplicidad contra exactitud. Cuando se intenta construir un modelo, 
debe establecerse un equilibrio entre la simplicidad del modelo y la exactitud de 
los resultados del análisis. Es importante notar que los resultados obtenidos 
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en el análisis son válidos en la medida en que el modelo se aproxime al siste¬ 
ma físico dado. 

La rapidez con la cual una computadora digital puede realizar opera¬ 
ciones aritméticas nos permite incluir cientos de ecuaciones para describir 
un sistema y para construir un modelo exacto, pero muy complicado. Si no 
se requiere de una exactitud extrema, es preferible desarrollar un modelo ra¬ 
zonablemente simplificado. 

Para determinar un modelo razonablemente simplificado, se necesita 
decidir cuáles de las variables y relaciones físicas pueden despreciarse y 
cuáles son cruciales en la exactitud del modelo. Con objeto de obtener un 
modelo en la forma de ecuaciones diferenciales lineales, se deben despreciar 
cualesquiera parámetros distribuidos y las no linealidades que pueden estar 
presentes en el sistema físico. Si los efectos que estas propiedades ignoradas 
tienen en la respuesta son pequeños, entonces los resultados del análisis del 
modelo matemático y los resultados del estudio experimental del sistema 
físico serán satisfactorios. £1 que cualquiera de las características particula¬ 
res sea importante puede no ser obvio en algunos casos, y en otros, puede 
requerir de penetración física e intuición. En relación con lo mencionado, la 
experiencia es un factor importante. 

Cuando se resuelve un problema nuevo, usualmente conviene construir 
primero un modelo simplificado para obtener una idea general en torno a la 
solución. Posteriormente puede construirse un modelo matemático más de¬ 
tallado y usarlo para un análisis más completo. 

Observaciones sobre la elaboración de modelos matemáticos (modela¬ 
do matemático). Ningún modelo matemático puede representar cualquier 
componente o sistema físicos con precisión. Siempre se involucran aproxi¬ 
maciones y suposiciones. Tales aproximaciones y suposiciones restringen el 
nivel de validez del modelo matemático. (El grado de aproximación puede 
determinarse solamente mediante experimentos). Así pues, al hacer una pre¬ 
dicción acerca del funcionamiento del sistema, debe tenerse presente cual¬ 
quier aproximación o suposición involucrada en el modelo. 

Procedimiento para la elaboración de modelos matemáticos (modelado 
matemático). El procedimiento para obtener un modelo matemático de un 
sistema puede resumirse como sigue. 

1 . Dibujar un diagrama esquemático del sistema y definir las va¬ 
riables. 

2. Utilizando leyes físicas, escribir ecuaciones para cada componente, 
combinándolos de acuerdo con el diagrama del sistema y obtener un 
modelo matemático. 

3. Para verificar la validez del modelo, la predicción acerca del fun¬ 
cionamiento obtenida al resolver las ecuaciones del modelo, se com- 



Sec. 1-3 


Análisis y Diseño de Sstemas Dinámicos 


5 


para con resultados experimentales. (La pregunta sobre la validez de 
cualquier modelo matemático puede contestarse solamente mediante 
experimento.) Si los resultados experimentales se alejan de la pre¬ 
dicción en forma considerable, debe modificarse el modelo. Enton¬ 
ces se obtiene un nuevo modelo y las nuevas predicciones se compa¬ 
ran con los resultados experimentales. El proceso se repite hasta que 
se obtiene una concordancia satisfactoria entre la predicción y los 
resultados experimentales. 


1-3 ANÁLISIS Y DISEÑO DE SISTEMAS DINÁMICOS 

Esta sección explica brevemente lo referente al análisis y diseño de los 
sistemas dinámicos. 

Análisis. El análisis de sistemas constituye, en condiciones especifica¬ 
das, la investigación del funcionamiento de un sistema cuyo modelo mate¬ 
mático se conoce. 

El primer paso al analizar un sistema dinámico consiste en obtener su 
modelo matemático. Puesto que cualquier sistema está formado por com¬ 
ponentes, el análisis debe iniciarse obteniendo un modelo matemático de cada 
componente y combinando esos modelos con el objeto de construir un mo¬ 
delo del sistema completo. Una vez obtenido el modelo final, se puede formu¬ 
lar el análisis de tal manera que los parámetros del sistema en el modelo se 
hacen variar para producir varias soluciones. Entonces, el ingeniero compa¬ 
ra estas soluciones e interpreta y aplica los resultados de su análisis a su ta¬ 
rea básica. 

Siempre debe tenerse presente que la obtención de un modelo razo¬ 
nable del sistema completo constituye la parte básica de todo el análisis. 
Una vez que se dispone de tal modelo, pueden usarse para el análisis dife¬ 
rentes técnicas analíticas y por computadora. La manera en que el análisis 
se lleva a cabo es independiente del tipo de sistema físico que se trate: mecá¬ 
nico, eléctrico, hidráulico, etcétera. 

Diseño. El diseño de sistemas se refiere al proceso de encontrar un sis¬ 
tema que satisfaga una tarea específica. En general, el procedimiento de di¬ 
seño no es directo y requiere de ensayo y error. 

Síntesis. Por síntesis se entiende el uso de un procedimiento explícito 
para encontrar un sistema que funcione de manera especificada. Aquí, las 
características deseadas del sistema se postulan al principio y después se 
usan diferentes técnicas matemáticas para sintetizar un sistema que tenga 
esas características. En general, tal procedimiento es completamente mate¬ 
mático desde el principio hasta el fin del proceso de diseño. 
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Enfoque básico del diseño de sistemas. El enfoque básico en el diseño 
de cualquier sistema dinámico necesariamente incluye procedimientos por 
tanteo. Teóricamente es posible la síntesis de sistemas lineales y el ingeniero 
puede determinar sistemáticamente las componentes necesarias para alcan¬ 
zar el objetivo dado. En la práctica, sin embargo, el sistema puede estar su¬ 
jeto a muchas restricciones o puede ser no lineal; en tales casos, no se dispo¬ 
ne en el presente de métodos de síntesis. Más aún, las características de las 
componentes pueden no ser conocidas con precisión. Casi siempre se necesi¬ 
ta de las técnicas de tanteo. 

Procedimientos de diseño. Con frecuencia, el diseño de un sistema 
ocurre como sigue. El ingeniero comienza el procedimiento de diseño a partir 
de las especificaciones que deben satisfacerce y la dinámica de las compo¬ 
nentes, las cuales incluyen los parámetros de diseño. Puede ser que las espe¬ 
cificaciones estén dadas en términos de valores numéricos precisos acompa¬ 
ñados de vagas descripciones cualitativas. (Las especificaciones en ingeniería 
normalmente incluyen declaraciones sobre factores tales como el costo, la 
con fiabilidad, el espacio, el peso y la factibilidad de mantenimiento.) Es im¬ 
portante notar que pueden cambiarse las especificaciones a medida que el 
diseño progresa, porque el análisis detallado puede revelar que es imposible 
satisfacer ciertos requerimientos. A continuación, el ingeniero aplicará las 
técnicas de síntesis cuando estén disponibles, así como otros métodos, para 
construir un modelo matemático del sistema. 

Una vez que el problema de diseño se ha formulado en términos de este 
modeio, el ingeniero lleva a cabo un diseño matemático que produce una so¬ 
lución a la versión matemática del problema de diseño. Con el diseño mate¬ 
mático terminado, el ingeniero simula el modelo en una computadora con el 
objeto de probar el efecto de diferentes entradas y perturbaciones en el com¬ 
portamiento del sistema resultante. Si la configuración inicial del sistema no 
es satisfactoria, el sistema debe rediseñarse y llevarse a cabo el análisis 
correspondiente. Este proceso de diseño y análisis se repite hasta encontrar un 
sistema satisfactorio. Entonces se puede construir un sistema físico prototipo. 

Nótese que este proceso de construcción de un prototipo es el inverso de 
la elaboración de modelos matemáticos. El prototipo es un sistema físico que 
representa al modelo matemático con exactitud razonable. Una vez cons¬ 
truido el prototipo, el ingeniero lo prueba para ver qué tan satisfactorio re¬ 
sulta. Si se satisface, el diseño quedó terminado. Si no, debe modificarse el 
prototipo y debe probarse de nuevo. Este proceso continúa hasta que se ob¬ 
tiene un prototipo satisfactorio. 


1-4 RESUMEN 

Desde el punto de vista del análisis, un ingeniero que ha destacado profe¬ 
sionalmente debe ser capaz de obtener un modelo matemático de un sistema 
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dado y predecir su funcionamiento. (La validez de la predicción depende en 
gran medida de la validez del modelo matemático utilizado para hacer dicha 
predicción.) Y desde el punto de vista del diseño, él debe ser capaz de llevar 
a cabo un cuidadoso análisis del funcionamiento antes de que se construya 
el prototipo. 

El objetivo de este libro es capacitar al lector: a) para obtener modelos 
matemáticos que representen con mucha aproximación los comportamien¬ 
tos de los sistemas físicos y b) para obtener respuestas del sistema a diferentes 
entradas determinísticas de tal manera que pueda analizar y diseñar sistemas 
dinámicos. (Las entradas determinísticas, en contraste con las probabilisti- 
cas, son las que se especifican por completo en función del tiempo. En cambio, 
las entradas probabilísticas dependen de variables aleatorias impredecibles.) 


Esquema del texto. El Capítulo 1 presenta una introducción a la diná¬ 
mica de los sistemas. Los capítulos del 2 al 5 se ocupan principalmente del 
problema de la elaboración de modelos matemáticos (modelado matemáti¬ 
co.) Básicamente, se formula un modelo de sistema mediante la aplicación 
de leyes físicas a las componentes y se toma en cuenta la manera en que es¬ 
tán conectadas. Específicamente, el Capitulo 2 trata de los sistemas mecánicos 
y el Capítulo 3 de los sistemas eléctricos. Los capítulos 4 y 5 están relacionados 
con componentes y sistemas hidráulicos y neumáticos, respectivamente. Es¬ 
tos dos capítulos incluyen técnicas de linealización para sistemas no lineales. 
Al linealizar un sistema no lineal, limitamos las desviaciones de las variables 
a valores pequeños y obtenemos un modelo matemático lineal. Aunque re¬ 
sulta exacto solamente para valores pequeños de las variables, un modelo 
como éste tiene gran valor práctico porque muchos sistemas no lineales se 
diseñan para mantenerse tan cercanos como sea posible a ciertas condi¬ 
ciones de operación o estados de equilibrio. 

El Capítulo 6 describe el método de la transformada de Laplace, el cual 
es útil para analizar sistemas lineales invariantes en el tiempo. Luego, el 
Capítulo 7 explica el análisis de la respuesta en fenómenos transitorios en 
frecuencia; este capítulo cubre el enfoque según la transformada de Laplace 
del análisis de la respuesta transitoria, las funciones de transferencia, el aná¬ 
lisis de respuesta en frecuencia con aplicaciones a la solución de problemas 
de aislamiento de la vibración y computadoras analógicas. Finalmente, el 
Capítulo 8 incluye material introductorio sobre análisis de sistemas de 
control. Se incluyen explicaciones sobre controladores automáticos, técni¬ 
cas estándar para obtener diferentes acciones de control mediante el uso de 
componentes neumáticas, hidráulicas y electrónicas, análisis de la respuesta 
transitoria de sistemas de control y un problema de diseño. 
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2-1 INTRODUCCIÓN 

La elaboración de modelos matemáticos (modelado matemático) y el 
análisis de la respuesta de los sistemas mecánicos constituyen los temas de 
este capitulo. En la Sec. 2-1» donde comenzamos con una breve descripción 
de los sistemas de unidades seguida por una explicación de conceptos como 
la masa» la fuerza y las leyes de Newton, los cuales son parte normal de los 
cursos de física para universitarios. En la Sec. 2-2 se describe la elaboración 
de modelos matemáticos de sistemas mecánicos y vibraciones libres en siste¬ 
mas mecánicos simples. La Sec. 2-3 trata de las vibraciones libres de sistemas 
con dos o más grados de libertad y la Sec. 2-4 describe sistemas mecánicos con 
fricción en seco. El concepto de fricción estática y en deslizamiento se expli¬ 
ca al principio» seguido por un análisis de los movimientos de deslizamiento 
y rodamiento de los sistemas. Finalmente se introduce el principio de 
d’Alembcrt. La Sec. 2-5 contiene conceptos de trabajo» energía y potencia. 
Esta sección concluye con un método de energía para obtener las ecuaciones 
de movimiento de los sistemas. La Sec. 2-6 última del capítulo trata de los 
transformadores de movimiento, energía y potencia y ofrece y analiza trans¬ 
formadores de movimientos, energía y potencia. 

Sistemas de unidades. Es obvia la necesidad de alcanzar un conoci¬ 
miento claro de los diferentes sistemas de unidades para el estudio cuantita¬ 
tivo de la dinámica de los sistemas. En el pasado, la mayoría de los cálculos 



Sfc 2-| 


Introducción 


9 


de ingeniería en Estados Unidos de América se basaban en el Sistema Inglés de 
Medidas de Ingeniería (BES). Sin embargo, de hoy en adelante, los cálculos 
se harán con el Sistema Internacional (abreviado SI) de unidades. 

El Sistema internacional de unidades es un sistema métrico modificado 
y como tal difiere de los sistemas convencionales métrico absoluto o métrico 
gravitacional. La Tabla 2-1 enlista el Sistema Internacional, los sistemas 
métricos convencionales y los sistemas ingleses de unidades. (Esta tabla pre¬ 
senta solamente aquellas unidades necesarias para describir el comporta¬ 
miento de los sistemas mecánicos. (En el Apéndice A se encuentran detalles 
adicionales de los sistemas de unidades.) 


Tabla 2-1. Sistemas dc unidades 


\ Sistemas 
\ de un¡- 

Sistemas absolutos 

— ■ - - 

Sistemas graviiacionales 

\ dades 

Métrico 

Ingles 

Métrico de 

Inglés dc 

CamidadX 

SI 

mks 

cgs 

ingeniería 

ingeniería 

Longitud 

m 

m 

cm 

ft 

m 

ft 

Masa 

kg 

kg 

g 

Ib 

kg/-s 2 

m 

Éü 

Tiempo 

$ 

$ 

$ 

s 

s 

$ 

Fuerra 

N 

kg-m 

N 

_ kg-m 
ir- 

dyn 

g-cm 

s 2 

poundat 

Ib-ft 

si 

kg f 

Ib/ 

Energía 

- N-m 

j 

= N-m 

erg 

= dyn-cm 

ft-poundal 

kg/-m 

ft-lb/ 
or Btu 

Potencia 

n 

H 

dyn-cm 

s 

ft-poundal 

* s 

kg/-m 

$ 

ft-lb f 
s 

or hp 


La diferencia principal entre los sistemas “absolutos” de unidades y 
los sistemas “gravitacionales” de unidades consiste en optar por la masa o 
la fuerza como dimensión primaria. En los sistemas absolutos (SI, y el 
métrico y el inglés absolutos) se escoge a la masa como dimensión primaria 
y la fuerza es una cantidad derivada. Inversamente, en los sistemas gravita- 
cionales (métrico de ingeniería e inglés de ingeniería) de unidades la fuerza 
es una dimensión primaria y la masa es una cantidad derivada. Por otra par¬ 
te, en este último sistema la masa de un cuerpo se define como la relación 
entre la magnitud de la fuerza aplicada al cuerpo y la aceleración de la grave¬ 
dad. (Asi, la dimensión de la masa es fuerza/aceleración.) 
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En este libro se ha hecho un esfuerzo especial p ara f a miliarízar ai lector 
con los diferentes sistemas de medición. En los ejemplos y problemas, como 
muestra, los cálculos están hechos con unidades del si, unidades métricas 
convencionales, y unidades BES con el objeto de ilustrar la forma de con¬ 
vertir de un sistema a otro. La Tabla 2-2 muestra algunos factores de conver¬ 
sión convenientes entre diferentes sistemas de unidades. (En el Apéndice 
B se dan otras tablas de conversión detalladas.) 

Abreviaturas. Las abreviaturas de Jas unidades SJ se escriben con 
letras minúsculas, tales como m para metro y kg para kilogramo. Las abre¬ 
viaturas de unidades nombradas en honor de una persona, usualmente se 
inician con mayúsculas: W para watt, N para newton, por ejemplo. Las uni¬ 
dades comúnmente usadas y sus abreviaturas se listan a continuación: 


ampere 

A 

newton 

N 

candela 

cd 

ohm 

0 

coulomb 

C 

Pascal 

Pa 

farad 

F 

radián 

rad 

henry 

H 

segundo 

s 

hertz 

Hz 

esterradián 

sr 

joule 

J 

tesla 

T 

kelvin 

K 

volt 

V 

kilogramo 

kg 

watt 

W 

metro 

m 

weber 

Wb 

Los múltiplos y submúltiplos en potencias de 10 se indican mediante 
prefijos abreviados como sigue: 

Prefijo 

Prefijo abreviado 

10 ,# 

exa 

E 


10 ,s 

peta 

P 


10 l * 

tera 

T 


10 9 

giga 

G 


10 * 

mega 

M 


10 3 

kilo 

k 


10 * 

hecto 

h 


10 

deca 

da 


10' 1 

deci 

d 


io-* 

centi 

c 


io - 3 

10 * 

mili 

micro 

m 

a 


10 ® 

nano 

n 


I0« 

pico 

p 


10 » 

femto 

m 

f 


10' 19 

atto 

a 




Tabla 2-2. Tabla de < onvlrsión 



1 

1 m - lOOcm 

Longitud 

2 

1 ft *- 12 in. 

1 in. -- 2 54 cm 


3 

1 m --- 3.281 ft 

1 ft -» 0 3048 m 


4 

1 kg = 2.2046 Ib 

1 Ib = 0 4536 kg 


5 

1 kg - 0.10497 kg/-s 2 /m 

1 kg/-s 2 /m -- 9.807 kg 

Masa 

6 

1 slug = 14.594 kg 

1 kg =- 0.06852 slug 


7 

1 slug = 32.1741b 

1 Ib = 0.03108 slug 


8 

1 slug = ^1.488 kg/-s 2 /m 

1 kg/-$ 2 /m = 0.6720 slug 

Momento 

de 

inercia 

9 

1 slug-ft 2 = 1.356 kg-m 2 

I kg-m 2 = 0.7376 slug-ft 2 

10 

1 slug-ft 2 = 0 1383 kg/-s 2 -m 

1 kg/-s 2 -m — 7.233 slug-ft 2 

11 

1 slug-ft 2 - 32.174 Ib-ft 2 

I Ib-ft 2 = 0.03108 slug-ft 2 


12 

l N - 10* dyn 


13 

I N =0.10197 kg/ 

1 kg/ = 9.807 N 

Fuer/a 

14 

1 N = 7.233 poundals 

1 poundal = 0 1383 N 

15 

1 N = 0.2248 Ib/ 

1 Jb/ = 4 4482 N 


16 

1 kg/ = 2.2046 Ib/ 

1 Ib/ - 0.4536 kg/ 


17 

1 Ib/ = 32.174 poundals 

1 poundal — 0.03108 Ib/ 


18 

1 N-m = 1 J = 1 W-s 

1 J = 0.10197 kg/-m 


19 

1 dyn-cm *- 1 erg = 10“ 7 J 

1 kg/-m = 9.807 N-m 

Energía 

20 

1 N-m = 0.7376 ft-lb/ 

1 ft-lb/ = 1.3557 N-m 


21 

1 J = 2.389 x 10' 4 kcal 

1 kcal = 4186 J 


22 

1 Btu - 778 ft-lb/ 

1 ft-lb/ = 1.285 x 10“ 3 Btu 


23 

1 W = 1 J/s 

Potencia 

24 

1 hp = 550 ft-lb//s 

1 ft-lb//s = 1.818 x 10* 3 hp 


25 

1 hp = 745.7 W 

1 W = 1.341 x 10- 3 hp 
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Masa. La masa de un cuerpo es la cantidad de materia que contiene, la 
cual se supone constante. Físicamente, la masa es la propiedad de un cuerpo 
que da su inercia; esto es, la resistencia a arrancar y parar. Un cuerpo es 
atraído por la Tierra y la magnitud de la fuerza que la Tierra ejerce sobre él 
se llama peso. 

En situaciones prácticas, conocemos el peso J de un cuerpo, pero no la 
masa m. Calculamos la masa m mediante: 



donde g es la constante de aceleración gravitacional. El valor de g varía lige¬ 
ramente de punto a punto sobre la superficie de la Tierra. Como resultado, 
el peso de un cuerpo varía ligeramente en diferentes puntos sobre la superficie 
de la Tierra, pero su masa permanece constante. Para propósitos de ingenie¬ 
ría, se toma g como 

g = 9.81 m/s 2 = 981 cm/s 2 = 32.2 ft/s 2 = 386 in/s 2 

En el espacio exterior un cuerpo se considera desprovisto de peso. Su masa 
aún permanece y, por lo tanto, el cuerpo posee inercia. 

Las unidades de masa son kg, g. Ib, kgy-s 2 /m y slug, como se muestra 
en la Tabla 2-1. Si la masa se expresa en unidades de kg (o de libra), pode¬ 
mos llamarlo kilogramo masa (o libra masa) para distinguirlo de la unidad 
de fuerza, la cual se denomina kilogramo fuerza (o libra fuerza). En este 
libro se usa kg para denominar un kilogramo masa y kg 7 un kilogramo fuer¬ 
za. Similarmente, Ib denota una libra masa y lb 7 una libra fuerza. 

Un slug es una unidad de masa tal que, al aplicarle una fuerza de 1-libra, 
una masa de 1-slug se acelera 1 ft/s 2 (slug = !by-s 2 /ft). En otras palabras, si 
a una masa de 1 slug se le aplica una fuerza de 32.2 libras fuerza, se acelera a 
32.2 ft/s 2 (* g). Así pues, la masa de un cuerpo que pesa 32.2 Iby en la su¬ 
perficie de la Tierra es de 1 slug o 


_ w _ 32.2 Ib/ 
g " 32.2 ft/s 2 


= 1 slug 


Fuerza. La fuerza puede definirse como la causa que tiende a producir 
un cambio en el movimiento de un cuerpo sobre el que actúa. Con objeto de 
mover un cuerpo debe aplicársele una fuerza. Hay dos tipos de fuerza capa¬ 
ces de actuar sobre un cuerpo: fuerzas de contacto y fuerzas de campo. Las 
fuerzas de contacto son aquellas que se establecen en contacto directo con el 
cuerpo, en tanto que las fuerzas de campo, tales como la fuerza gravita¬ 
cional y la fuerza magnética, actúan sobre el cuerpo, pero no se ponen en 
contacto con él. 

Las unidades de fuerza son el newton (N), la dina (dyn), el poundal, el 
kg 7 y la Ib/. En unidades del SI y el sistema mks (un sistema absoluto métri- 
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co) de unidades la unidad de fuerza es el newion. El newton es la fuerza que 
dara a 1 -kilogramo masa una aceleración de 1 m/s 2 o 

1 N - I kg-m/s 2 

Esto significa que 9.81 newtons darán a un kilogramo masa una aceleración 
de 9.81 m/s 2 . Puesto que la aceleración gravitacional es g = 9.81 m/s 2 (como 
se estableció anteriormente, para cálculos de ingeniería, el valor de g puede 
tomarse como 9.81 m/s 2 o 32.2 ft/s 2 ), una masa de I kilogramo producirá 
una fuerza sobre su apoyo de 9.81 newtons. 

La unidad de fuerza en el sistema cgs (un sistema absoluto métrico) es 
la dina, la cual da a un gramo masa una aceleración de 1 cm/s 2 o 

1 dyn = 1 g-cm/s 2 

En el sistema absoluto inglés de unidades la libra es la unidad de masa y 
el poundal es la unidad de fuerza, ün poundal es la fuerza que dará una 
libra masa una aceleración de 1 ft/s 2 o 

1 poundal = 1 lb-ft/s 2 

Así pues, una fuerza de 32.2 poundals dará a una masa de una libra una ace¬ 
leración de 32.2 ft/s 2 . En consecuencia, una masa de una libra producirá 
una fuerza sobre su apoyo de 32.2 poundals. 

La unidad de fuerza en el sistema métrico de ingeniería (gravitacional) 
es el kg r , el cual es una dimensión primaria del sistema. Simílarmente, en el 
sistema inglés de ingeniería la unidad de fuerza es la Ib/, que también es una 
dimensión primaria en este sistema de unidades. 

Comentario. Las unidades del SI de fuerza, masa y longitud son el new¬ 
ton (N), el kilogramo masa (kg) y el metro (m). Las unidades mks de fuerza, 
masa y longitud son las mismas unidades del SI. Similarmente, las unidades 
cgs de fuerza, masa y longitud son la dina (dyn), el gramo (g) y el centímetro 
(cm) y las correspondientes unidades BES son la libra fuerza (Ib,), el slug y 
el pie (ft). Cada uno de los sistemas de unidades es consistente con el hecho 
de que la unidad de fuerza acelera a la unidad de masa I unidad de longitud 
por segundo por segundo. 

Par o momento de fuerza. El par o momento de fuerza, se define como 
cualquier causa que tienda a producir un cambio en el movimiento rota¬ 
cional de un cuerpo sobre el cual actúa. El par es el producto de una fuerza 
y la distancia perpendicular desde un punto de rotación a la línea de acción 
de la fuerza. Las unidades del par son unidades de fuerza por longitud, tales 
como N-m, dyn-cm y ttyft. 

Cuerpo rígido. Cuando se acelera un cuerpo real, se tienen presente 
siempre deflexiones elásticas internas. Si estas deflexiones internas son 
despreciables por su relativa pequeñez respecto al movimiento total del 
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cuerpo entero, el cuerpo se denomina cuerpo rígido. Asi pues, un cuerpo 
rígido no se deforma. En otras palabras, en un movimiento traslacional 
puro, cada punto del cuerpo rígido tiene idéntico movimiento. 

Momento de inercia. El momento de inercia J de un cuerpo rígido alre¬ 
dedor de un eje se define como: 

J — j r 2 dm 

donde dm es un elemento de masa, r la distancia del eje a dm y la integra¬ 
ción se efectúa sobre el cuerpo. Al considerar momentos de inercia, suponemos 
que el cuerpo en rotación es perfectamente rígido. Físicamente, el momento 
de inercia de un cuerpo es una medida de su resistencia a la aceleración an¬ 
gular. 

Considérese un sistema coordenado rectangular (xyz) en un cuerpo. El 
momento de inercia de un cuerpo respecto al eje x es: 

J x = J (y 1 + z 2 ) dm 

De igual forma, los correspondientes alrededor de los ejes y y z son 

J y — J (z 2 -j- x 2 ) dm 

J t = | (x 2 H- y 2 ) dm 

Si el espesor (en la dirección de z) de un cuerpo plano tal como un disco, es 
despreciable comparada con las dimensiones x o y, entonces 

J x = JV dm 

J, = J x 2 dm 

J , = J (* 2 -f- y 2 ) dm = J x + J y 

La tabla 2-3 da los momentos de inercia de formas comunes. 


Ejemplo 2-1. La figura 2-1 muestra un cilindro homogéneo de radio R y longitud L. 
El momento de inercia de este cilindro alrededor del eje A A ' puede obtenerse como 
sigue 



\* — 



A' 


Fig. 2-1. Cilindro homogéneo. 
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Tabla 2-3. Momentos di inercia 



t« R 


M masa 


~ J y ~ ^4" » 4 = + J y = 


t « /? 


i/ ( “ ” Af- 


/V/ = masa 


’ 2 + r 2 


, Ji = Af J 


*2 -4- ,2 


= maso 


j - . 4 


p 2 


M = masa 


/?* + r 2 + yí. 2 d2 + _2 

J t ^ J y = M ---— , J t = Arf - 2 


Af * masa 


yD = densidad 


4, * A*|-/? 2 (Af * \nR*p) 


M — maso 


< 4 * * ^ 7 ^ » 


*4* ^ 12 


Considérese un elemento de masa en forma de anillo de espesor infinitesimal dr y ra¬ 
dio r. La masa de este elemento anular es 2rrLp donde p es la densidad de este ci 
Hndro. Asi pues, 

dm = hirLp dr 

En consecuencia, 

J = f * r*2xrLpdr = 2xLp f*r* dr = 

Jo Jo 
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Puesto que la masa entera m del cuerpo del cilindro es m = rR*Lp, se obtiene 

J = $ntR 2 


Radio de giro. El radio de giro de un cuerpo rígido con respecto a un 
eje es una longitud la cual, cuando se eleva al cuadrado se multiplica por 
la masa m dd mismo es igual al momento de inercia J del cuerpo con respec¬ 
to al mismo eje de inercia, o bien 

mk l = J 

Por lo tanto, _ 

*=V- 

v m 

Físicamente, si fuera posible concentrar toda la masa del cuerpo rígido en 
un punto a una distancia k del eje en cuestión, de modo que mk 2 sea igual al 
momento de inercia J del cuerpo con respecto a ese eje, entonces la distancia 
k sería el radio de giro. 


Ejemplo 2-2. Supóngase que un cuerpo rígido con 161 Ib/ de peso tiene un momento 
de inercia con respecto a un eje particular de 125 slug-ft 2 . ¿Cuál es el radio de giro 
con respecto a dicho eje? 

La masa del cuerpo rígido es 

h> 161 . . 

m = 7 = J22 =5slugs 

El radio de giro k es 



En este ejemplo usamos unidades del sistema inglés de ingeniería. Como ejer¬ 
cicio, interpretemos este problema en términos de otros sistemas de unidades. 


/. Unidades SI o unidades mksjconsulte las tablas 2-1 y 2-2). 
Un cuerpo rígido pesa 


w> = 161 Ib/ = 161 x 4.448 N = 716 N = 716 kg-m/s 2 
Para obtener la masa m dividimos este valor de w entre g = 9.81 m/s 2 


m 


- w - 716 kg-m/s 2 -. 
g 9.81 m/s* '• , ' ü Kg 


El momento de inercia J resulta 

J = 125 slug-ft 2 = 125 x 1.356 kg-m 2 = 169.5 kg-m 2 
Por lo tanto, el radio de giro k es 


k - y[~ m - aJ 73 o - 152 m 
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2. Unidades métricas de ingeniería (gravitacional) (consulte las tablas 2-1 y 2-2). 
Un cuerpo rígido pesa 

w = 161 Ib/ = 161 X 0.4536 kg, = 73.0 kg. 

La masa m se obtiene como 

m _ w _ 73.0 kg/ 7 44 kg/-s 2 /m 

m ~ ~g ~~ 9.81 m/s 2 g/ /m 

Y también el momento de inercia J es 

J = 125 slug-ft 2 = 125 x 0.1382 kg/-s 2 -m — 17.28 kg/-s 2 -m 

En consecuencia, 

* = VibVri = '- 52m 


Momento de inercia alrededor de un eje diferente del eje geométrico. 
Algunas veces es necesario calcular el momento de inercia de un cuerpo 
rígido homogéneo alrededor de un eje diferente de su eje geométrico. Si los 
ejes son paralelos, este proceso se puede efectuar fácilmente. El momento 
de inercia alrededor de un eje que está a una distancia x del eje geométrico, 
que pasa a través del centro de gravedad, es la suma del momento de inercia 
alrededor del eje geométrico y el momento de inercia considerado con¬ 
centrado en el centro de gravedad alrededor del nuevo eje. 


Ejemplo 2-3. Considérese el sistema mostrado en la Fig. 2-2, donde el cilindro ho¬ 
mogéneo de masa m y radio R rueda sobre una superficie plana. Encuentre el mo¬ 
mento de inercia J x del cilindro alrededor de la linea de contacto (eje xx ‘) con la su¬ 
perficie. 


Fig. 2-2. Cilindro homogéneo 
do sobre una superficie plana. 

El momento de inercia 



J c = {mR 2 


El momento de inercia del cilindro alrededor del eje xx' cuando se considera a la masa 
m concentrada en el centro de gravedad es mR 2 . Así pues el momento de inercia J x 
del cilindro alrededor del eje xx' es 


Jx = Jc 4- mR 2 = {mR 2 4 - mR 2 = \mR 2 
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Desplazamiento, velocidad y aceleración. El desplazamiento x es un 
cambio en la posición desde un punto a otro en un marco de referencia. La 
velocidad v es la derivada con respecto al tiempo del desplazamiento o 

v =■ x 

La aceleración a es la derivada con respecto al tiempo de la velocidad o 

a = v = x 

Es importante distinguir entre rapidez y velocidad. La rapidez es la ra¬ 
zón con la cual se mueve un cuerpo a lo largo de su trayectoria. Asi pues, la 
rapidez se refiere meramente a la celeridad del movimiento y es una canti¬ 
dad escalar. Velocidad es la razón de cambio con respecto al tiempo. Por lo 
tanto, la velocidad representa rapidez, dirección y sentido, y es una canti¬ 
dad vectorial. 

Desplazamiento, velocidad y aceleración angulares. Para propósitos 
de ingeniería, el desplazamiento angular 0 se mide en radianes y se define 
como positivo cuando se mide en dirección contraria a la de las manecillas 
del reloj. Velocidad angular w es la derivada con respecto al tiempo de 
desplazamiento angular o 

co = ó 

y aceleración a es la derivada con respecto al tiempo de la velocidad angular o 

a — tí) = Ú 

Nótese que la rapidez angular se refiere a la celeridad del movimiento an¬ 
gular y es una cantidad escalar. La velocidad angular es la razón de cambio 
con respecto al tiempo de la posición angular y por lo tanto, representa rapi¬ 
dez de movimiento angular, dirección y sentido. Es una cantidad vectorial. 

Más aún, nótese que si la velocidad o la velocidad angular se miden con 
respecto a una referencia fija, entonces se denominan velocidad absoluta o 
velocidad angular absoluta. De otra forma se denominan velocidad relativa 
o velocidad angular relativa. Similarmente, si la aceleración o la aceleración 
angular se miden con respecto a una referencia no acelerada, se les llama 
aceleración absoluta o aceleración angular absoluta; de otra forma se usa el 
término aceleración relativa o aceleración angular relativa. 

Leyes de Newton. Hay tres leyes muy conocidas llamadas las leyes de 
Newton. La primera ley de Newton, que trata de la conservación de la canti¬ 
dad de movimiento, establece que la cantidad de movimiento, (momentum) 
total de un sistema mecánico es constante en ausencia de fuerzas externas. 
La cantidad de movimiento es el producto de la masa m y la velocidad v t o 
mv , para el movimiento traslacional o lineal. En el movimiento rotacional, 
la cantidad de movimiento es el producto del momento de inercia J y la ve¬ 
locidad angular o /<*>, y se denomina cantidad de movimiento angular. 
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Segunda ley de Newton (del movimiento traslación al). Para un movi¬ 
miento traslacional, la segunda ley de Newton dice que la aceleración de 
cualquier cuerpo rígido es directamente proporcional a la fuerza que actúe 
sobre él e inversamente proporcional a la masa del cuerpo. Esto es 

Fuerza = (ma$a)(aceleración) 

Supóngase que unas fuerzas actúan sobre una masa m. Si £ f es la suma 
de todas las fuerzas que actúan en una dirección dada, entonces 

£ F — ma (2-1) 

donde a es la aceleración resultante en esa dirección. La línea de acción de la 
fuerza que actúa sobre una masa debe pasar a través del centro de la masa. De 
otra manera también se vería envuelto un movimiento rotacional. El movi¬ 
miento rotacional no está definido por la Ec. (2-1) pero se da en la Ec. (2-2) 
a continuación. 

La segunda ley de Newton da la relación fuerza-aceleración de un cuer¬ 
po rígido o la relación de aceleración angular-par de un cuerpo rígido en ro¬ 
tación. La tercera ley se refiere a la acción y reacción, y en efecto, establece 
que a toda acción se opone una reacción de igual magnitud. 

Segunda ley de Newton (del movimiento rotacional). Para un cuerpo 
rígido en rotación pura alrededor de un eje fijo, la segunda ley de Newton 
establece que 

£ Pares = (momento de inercia)(aceleración angular) 

o bien 

ET = Ja (2-2) 

donde £ T es la suma de todos los pares que actúan alrededor de un eje dado, 
/es el momento de inercia del cuerpo alrededor de ese eje y a es la aceleración 
angular. 


Ejemplo 2-4. Una bola de masa m se lanza verticalmente hacia arriba con una velo¬ 
cidad inicial de 10 m/s. El desplazamiento vertical x se mide hacia arriba desde el 
punto inicial. ¿Cuál es la máxima altura que alcanzará la bola? Suponga que la fric¬ 
ción del aire es despreciable. 

La única fuerza que actúa sobre la bola es la fuerza gravitacional -mg. Apli¬ 
cando la segunda ley de Newton, tenemos 

mx = ~mg 

Observando que *<0) = 10 m/s y xIO) = 0 , obtenemos 

x(t) = ~gt -1- x(0) = -gt + 10 
x{t) = —%gt z *1- 10/ 

En el instante en que la bola alcanza el punto más alto, la velocidad es cero. Detlna- 
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mos esc Ínstame como /,. Entonces, 

i(/ p ) = + 10-0 


o bien 


10 10 m/s 

g ~ 9.81 m/s 2 


1.02 s 


La altura máxima obtenida es, por lo tanto, *</,) o 
x{t P ) ~ -{gtl + 10/, 

- x 9.81 x 1.02 2 + 10 x 1.02 = 5.10 
Así es que la altura máxima que la bola alcanza es 5.10 m. 


2-2 ELABORACIÓN DE MODELOS MATEMÁTICOS 
(MODELADO MATEMÁTICO) 

Para cualquier sistema mecánico se puede desarrollar un modelo matemático, 
aplicando al sistema de leyes de Newton. En esta sección trataremos primero el 
problema de obtener los modelos matemáticos de sistemas mecánicos, y des¬ 
pués explicaremos el análisis de la respuesta de sistemas mecánicos simples. 

En el modelado matemático de sistemas mecánicos pueden necesitarse 
tres tipos de elementos básicos: elementos de inercia, de resorte y elementos 
amortiguadores. Comenzaremos esta sección con una breve explicación de 
cada uno de esos tres tipos. 

Elementos de inercia. Por elementos de inercia entendemos las masas y 
los momentos de inercia. Puesto que las masas y los momentos de inercia se 
presentaron en detalle en la Sec. 2-1, aquí bastará una breve explicación. 

La inercia puede definirse como el cambio en fuerza (par) requerido 
para producir un cambio unitario en la aceleración (aceleración angular). 
Esto es. 


Inercia (masa) = 


cambio de la fuerza N 
cambio en la aceleración m/s 2 


o kg 


Inercia (momento de inercia) 


_ cambio en el par _ 

cambio en la aceleración angular 


N —m 
rad/s 2 


o kg-m 2 


Elementos de un resorte. Un resorte lineal es un elemento mecánico 
que puede ser deformado por una fuerza externa tal que la deformación sea 
directamente proporcional a la fuerza o par que se le aplique. 

La Fig. 2-3 es un diagrama esquemático de un resorte. Aquí considera¬ 
mos solamente ei movimiento traslacional. El resorte ha sido deflectado de 
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I. 

su posición original por una fuerza aplicada en cada extremo. Las posi¬ 
ciones x t y de los extremos del resorte se han medido en relación con el 
mismo marco de referencia. Las fuerzas en ambos extremos del resorte es¬ 
tán en la misma linea y son de igual magnitud. Por lo tanto* la fuerza F y el 
desplazamiento neto x de los extremos del resorte están relacionados por 

F — kx ~ k(x^ — x z ) (2-3) 

donde k es una constante de proporcionalidad llamada constante del resor¬ 
te. La dimensión de la constante del resorte k es fuerza/desplazamiento. 


F 


- -VWWVWV 


*z 


■ó 


Fig.2. ■3. Resorte. 


En el movimiento rotacional* el par aplicado a los extremos de un re¬ 
sorte de torsión o rotacional y el cambio neto en el desplazamiento angular 
de los extremos están relacionados por 

T=kO = k(9 x - $ 2 ) (2-4) 

donde 

T = par aplicado a los extremos del resorte de torsión 
d\ = desplazamiento angular de un extremo 
$2 - desplazamiento angular en el otro extremo 
9 = $ t — $ 2 = desplazamiento angular neto de los extremos 
k = constante del resorte de torsión 

La dimensión de la constante del resorte de torsión k es par/desplazamiento 
angular, donde el desplazamiento angular s? mide en radianes. 



Flg. 2-4. Curvas características de fuer¬ 
za-desplazamiento de resortes lineales 
y no lineales. 


Cuando se estira un resorte lineal* se alcanza un punto en el cual la 
fuerza por desplazamiento unitario empieza a cambiar y el resorte viene a 
ser un resorte no lineal. Si se le estira aún más, se alcanza un punto en que el 
material se rompe o cede. En resortes prácticos* por lo tanto* la suposición 
de linealidad puede estar bien sólo para desplazamientos netos relativamen¬ 
te pequeños. 
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En resortes prácticos, la constante del resorte k (o una constante del re¬ 
sorte equivalente en resortes no lineales) puede definirse como 

Constante del resorte k (para resorte traslacional) 

__ cambio en la fuerza __N 

cambio en el desplazamiento del resorte m 

Constante del resorte k (para resorte de torsión) 

__ cambio en el par _N-m 

cambio en el desplazamiento angular del resorte rad 

Las constantes de resorte indican rigidez; un gran valor de k correspon¬ 
de a un resorte duro y un valor pequeño de A: a un resorte suave. El 
reciproco de la constante del resorte k se denomina compliancia o capaci¬ 
tancia mecánica C. Asi pues C = 1/Ar. La compliancia o capacitancia mecá¬ 
nica indica la suavidad de un resorte. 

Compliancia o capacitancia mecánica C (para resorte traslacional) 

cambio en el desplazamiento del resorte m 
cambio en la fuerza N 

Compliancia o capacitancia mecánica C (para resorte de torsión) 

cambio en el desplazamiento angular del resorte rad 
cambio en el par N—m 

Nótese que en términos de la compliancia o capacitancia mecánica C, las 
Ecs. (2-3) y (2-4) quedan 

x — CF y 6 = CT 

Resorte práctico contra resorte ideal. Todos los resortes prácticos 
tienen inercia y amortiguamiento. En nuestro análisis en este libro, sin em¬ 
bargo, supondremos que el efecto de la masa en un resorte es despreciable, 
esto es, la fuerza de inercia debida a la aceleración del resorte es despre¬ 
ciable por su pequeñez comparada con la fuerza del resorte. También, su¬ 
pondremos que el efecto de amortiguamiento del resorte es de f amaño 
despreciable. 

Un resorte ideal, en comparación con un resorte real, no tendrá masa 
ni amortiguamiento (fricción interna) y obedecerá la ley de fuerza-desplaza¬ 
miento lineal como se da en la Ec. (2-3) o la ley de par-desplazamiento angu¬ 
lar como se da en la Ec. (2-4). 

Elementos amortiguadores. Un amortiguador es un elemento mecáni¬ 
co que disipa energía en forma de calor en lugar de almacenarla. La figura 
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^-5(a) muestra un diagrama esquemático de un amortiguador traslacional. 
Consiste en un pistón y un cilindro lleno de aceite. Cualquier movimiento 
relativo entre el vástago del pistón y el cilindro encuentra resistencia por el 
aceite ya que éste debe fluir alrededor del pistón (o a través de orificios pro¬ 
vistos en el pistón) de un lado a otro. Esencialmente, el amortiguador absor¬ 
be energía y la energia absorbida se disipa como calor que fluye al ambiente. 



(o) 



Fig. 2-5. (a) amortiguador traslacio¬ 
nal; (b) amortiguador torsional (o ro¬ 
tacional). 


En la Fig. 2-5(a) las velocidades X\ y x z se consideran relativas al mismo 
marco de referencia. Las fuerzas en los extremos del amortiguador trasla- 
cional están en la misma linea y son de igual magnitud. En el amortiguador, 
la ftierza F que actúa sobre él es proporcional a la diferencia de velocidad x 
de ambos extremos o 


F = bt = 6(*i - * 2 ) (2-5) 

donde la constante de proporcionalidad b que relaciona la fuerza externa F 
y la diferencia de velocidad x se denomina coeficiente de fricción viscosa o 
constante de fricción viscosa. La dimensión del coeficiente de fricción visco- 
sa es fuerza/velocidad. Nótese que las posiciones iniciales de ambos extre¬ 
mos del amortiguador no aparecen en la ecuación. 

Para el amortiguamiento de torsión o rotacional mostrado en la Fig. 
2^5(b), el par aplicado a los extremos del amortiguador es proporcional a la 
diferencia de velocidad angular de ambos extremos o 

T=bé = b(é x -é % ) (2-6) 

donde 

J - par aplicado a los extremos del amortiguador de torsión 
» velocidad angular de un extremo 
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0 ? = velocidad angular del otro extremo 

$ =s $ t — $ 2 velocidad angular relativa de los extremos 

b - coeficiente de fricción viscosa de torsión (constante de fricción 
viscosa de torsión) 

La dimensión del coeficiente de fricción viscosa de torsión b es par/veloci¬ 
dad angular. 

Nótese que un amortiguador es un elemento que provee resistencia en 
el movimiento mecánico, y como tai, su efecto en el comportamiento diná¬ 
mico de un sistema mecánico es similar al de un resistor eléctrico en el com¬ 
portamiento dinámico de un sistema eléctrico. En consecuencia, a menudo 
se trata de un amortiguador como un elemento de resistencia mecánica y al 
coeficiente de fricción viscosa como a la resistencia mecánica. 

Resistencia mecánica b (para amortiguador traslacional) 

cambio en la fuerza N 
cambio en la velocidad m/s 

Resistencia mecánica b (para amortiguadores de torsión) 

cambio en el par N-m 

cambio en la velocidad angular rad/s 

Amortiguador práctico contra amortiguador ideal. Todos los amorti¬ 
guadores prácticos producen efectos de inercia y de resorte. En este libro, 
sin embargo, suponemos que esos efectos son despreciables. 

Un amortiguador ideal está desprovisto de masa y de resorte, disipa toda 
la energía y obedece a la ley fuerza-velocidad lineal o par-velocidad angular 
lineal como se dan en la Ec. (2-5) o en la Ec. (2-6), respectivamente. 

Fricción no lineal. La fricción que obedece a la ley lineal se llama/r/c- 
ción lineal , en tanto que la fricción que no la obedece se describe como no li¬ 
neal. Los ejemplos de fricción no lineal incluyen la fricción estática, la fric¬ 
ción deslizante y la fricción de ley cuadrática. Los temas relacionados con la 
fricción estática y la fricción deslizante se explicarán en la Sección 2-4. 

La fricción de ley cuadrática ocurre cuando un cuerpo sólido se mueve 
en un medio fluido. Aquí la fuerza de fricción es esencialmente propor¬ 
cional a la velocidad en poca rapidez y llega a ser proporcional al cuadrado 
de la velocidad en gran rapidez. La figura 2-6 muestra una curva caracterís¬ 
tica de la fricción de ley cuadrática. 

Respuesta forzada y respuesta Ubre. El comportamiento determinado 
por una función de excitación se llama respuesta forzada y la que se debe a 
las condiciones iniciales (almacenamientos de energía iniciales) se llama res- 
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Fig. 2-6. Curva característica de la 
fricción de ley cuadrática. 


puesta libre. El periodo entre la iniciación de una respuesta libre y su deter- 
jninación se conoce como periodo transitorio. Después que la respuesta 
libre se hace despreciable, se dice que las condiciones han alcanzado un esta¬ 
do estable. 


Sistemas rotacionales. Se muestra en la Fig. 2-7 un diagrama esquemá¬ 
tico de un rotor montado sobre cojinetes. El momento de inercia del rotor 
alrededor del eje de rotación es J. Supongamos que en t = 0 el rotor está gi¬ 
rando a la velocidad angular de c*>(0) = w 0 . Supongamos también que la fric¬ 
ción en los cojinetes es fricción viscosa y que no se aplica par externo al ro¬ 
tor. Entonces el único par que actúa sobre el rotor es el par de fricción bu) en 
los cojinetes. 



Fig. 2-7. Rotor montado en cojinetes. 


Aplicando la segunda ley de Newton, Ec. (2-2) obtenemos la ecuación 
del movimiento. 

J<b — —bo), o>(0) = ü) 0 

o bien 


J<b + b(o = 0 (2-7) 

La ecuación (2-7) es la ecuación del movimiento, así como un modelo mate¬ 
mático del sistema. A un sistema gobernado por una ecuación diferencial de 
primer orden se le llama sistema de primer orden. 

Al resolver la Ec. (2-7), podemos suponer que 

c o(t) = o> 0 e" 


(2-8) 
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La diferenciación de ambos lados de la Ec. (2-8) con respecto a / da 

tí) = cúoAe** 

A continuación, sustituimos esta y la Ec. (2-7) y obtenemos 

JtooAe* -f bfúoie** = 0 

Puesto que # 0, esta última ecuación da 

JA + b = 0 

A este resultado se le llama la ecuación característica del sistema. La 
ecuación característica determina el valor de A. 



Así pues, de la Ec. (2-8) tenemos 

a n(f) = co Q e~ WJU 

La velocidad angular decrece exponencialmente, como se muestra en la 
Fig. 2-8. 


Ftg. 2-6. Curva de velocidad angular del 
sistema rotor mostrado en la Fig. 2-7. 



Puesto que el factor exponencial e~ {b/J)t tiende a cero cuando t se hace muy 
grande, matemáticamente la respuesta decrece en forma permanente. Cuando se 
trata con tal respuesta de decrecimiento exponencial, es conveniente describir la 
respuesta en términos de una constante de tiempo. Una constante de tiempo es 
aquel valor de tiempo que hace al exponente igual a -1. En este sistema, la cons¬ 
tante de tiempo T es igual a J/b. Cuando t = T t el valor del factor exponencial es 

e~ TJT = <?-* - 0.368 

En otras palabras, cuando el tiempo t en segundos es igual a la constante de 
tiempo, el factor exponencial se reduce aproximadamente a 37% de su valor 
inicial, como se muestra en la Fig. 2-8. 

Sistema masa-resorte. La figura 2-9 describe un sistema que consiste 
en una masa y un resorte. Aquí la masa está suspendida por el resorte. Para 
el movimiento vertical, actúan dos fuerzas sobre la masa: la fuerza del re- 
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6 ~ Deflexión estático 


Antes que la 
masa m se una 
al resorte 


Después que lo 
masa m se une 
al resorte 


Fig. 2-9. Sistema masa-resorte. 


sorte ky y la fuerza gravitacional mg. En el diagrama la dirección positiva 
del desplazamiento y estó definida hacia abajo. Nótese que la fuerza gravi¬ 
tacional jala a la masa hacia abajo. Si se jala a la masa hacia abajo por una 
fuerza externa y luego se la suelta» la fuerza del resorte actúa hacia arriba y 
tiende a jalar a la masa hacia arriba. Así» mediante la aplicación de la segun¬ 
da ley de Newton» obtenemos la ecuación del movimiento 


o bien 


my = 2 fuerzas = —ky + mg 


my + ky = mg 


(2-9) 


La fuerza gravitacional es estáticamente opuesta por la deflexión 6 de equi¬ 
librio del resorte. Si medimos el desplazamiento desde esta posición de 
equilibrio» entonces el término mg puede descartarse de la ecuación de mo¬ 
vimiento. Puesto que kd = mg, sustituyendo y - x -f 6 en la Ec. (2-9) y 
considerando que 5 * constante, tenemos 


mX + kx = 0 (2-10) 

la cual es un modelo matemático del sistema. A tal sistema se le llama siste¬ 
ma de segundo orden ; esto es, está gobernado por una ecuación diferencial 
de segundo orden. 

A menos que se establezca otra situación en este libro, cuando se escríban 
las ecuaciones de movimiento para sistemas que incluyan a la fuerza gravi- 
taaonal, mediremos el desplazamiento de la masa desde la posición de 

equilibrio con el objeto de eliminar el término mg y simplificar el modelo 
matemático. 
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Vibración libre. En el sistema masa-resorte de la Fig. 2-9, supóngase 
que la masa se jala hacia abajo y luego se la suelta en condiciones iniciales 
arbitrarias x{0) y ¿(0). En este caso, la masa oscilará y el movimiento será 
periódico. El movimiento periódico, observado en el sistema cuando es 
desplazado de su posición de equilibrio estático, se denomina vibración 
Ubre. Es una respuesta libre debida a las condiciones iniciales. 

Con el objeto de encontrar la forma matemática del movimiento pe¬ 
riódico, resolvamos la Ec. (20). Para encontrar la solución, un método útil 
consiste en suponer que *(/) tiene una forma exponencial o sinusoidal (se¬ 
noidal). En este capítulo demostraremos ambos enfoques, el exponencial y 
el sinusoidal (senoidal). 

Para obtener una solución del presente problema, suponemos que *(/) 
está en forma exponencial 


x(r) = Ke» (2-11) 

Sí se sustituye esta ecuación en la Ec. (2-10), entonces 

mKXW + kKe* = 0 
Dividiendo ambos lados entre Ké“ resulta 


mX 1 + k — 0 

la cual es la ecuación característica del sistema. De esta ecuación caracterís¬ 
tica obtenemos 



Aquí las raíces X t y X 2 son 



y esos dos valores de X satisfacen la solución propuesta, Ec. (2-11). Puesto 
que la ecuación diferencial de segundo orden debe tener dos constantes ar¬ 
bitrarias en su solución, podemos escribir la solución general x(/) como 


x(t) = tf 1 e' (vTO)f + K 2 e~ Ji ' /J7i>){ 


A continuación, podemos usar las siguientes ecuaciones (fórmula de Euler) 
para expresar funciones exponenciales en términos de funciones seno y co¬ 
seno: » 

] e*** = eos ai + y sen <ot 

j e~ Ja * = cosca/ — j sen <oí 


( 2 - 12 ) 



elaboración de Modelos Matemáticos W 



Entonces la solución general x{t ) se hace 

x(f) = X, (eos / + J sen ^ /) + «.(eos 

= y(AT, — ATj) sen^/— t + (Kt + A 2 ) eos 1 
— Asen^J—t + Bca&sJ^t (2-13) 

donde 

¿ tf 2 ), *=*,+*, 

j) y /* S on ahora constantes arbitrarías que dependen de las condiciones ini¬ 
ciales x(0) y ¿(0). La ecuación (2-13) puede escribirse también 

x(t) = C eos + 4) 

donde 


c = Ja' + b', </> = -Un- 1 ^ 

Para determinar las constantes A y B en términos de las condiciones 
iniciales x(0) y ¿(0) sustituimos / - 0 en la Ec. (2-13). Entonces, 

Después de diferenciar ambos lados de la Ec. (2-13) con respecto a /, tene¬ 
mos 

m = Ví ~s VJ' - * WI '*■ 

Asi pues, 

\*°>=VI . 

Se infíere que A - y/m/h Jt(0) y B * x(0). En términos de las condiciones ini¬ 
ciales la Ec. (2-13) se hace 

*0 = *0)^sen^£/ + x(0)<x».yl/ (2-14) 

El movimiento periódico descrito por esta última ecuación se denomina mo¬ 
vimiento armónico simple. 

Si las condiciones iniciales dadas fueron *(0) « x 9 y ¿(0) = 0, entonces 
Por sustitución de estas condiciones iniciales en la Ec. (2-14), el desplaza- 
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miento *(/) estaría dado por 

x(0 = XoCOS 

El periodo y la frecuencia de un movimiento armónico simple puede 
ahora definirse como sigue. El período Tes el tiempo requerido para que un 
movimiento periódico vuelva a repetirse. En este caso. 

Periodo T = segundos 

*/k¡m 

La frecuencia f de un movimiento periódico es el número de ciclos por se¬ 
gundo y la unidad estándar de frecuencia es el hertz (Hz); esto es, un hertz 
es un ciclo por segundo. En el presente movimiento armónico. 

Frecuencia /= y = hertz 

La frecuencia natural o frecuencia natural no amortiguada es la fre¬ 
cuencia de vibración libre de un sistema sin amortiguamiento. Si la frecuen¬ 
cia natural se mide en hertz (Hz) o ciclos por segundo (cps), se la representa 
por /„. Si se la mide en radianes por segundo (rad/s), se la presenta por <*>„. 
En el presente sistema 


o>„ = 2nf„ = V m rad/s 

Es importante recordar que cuando la Ec. (2-10) se escribe en forma tal 
que el coeficiente del término X es la unidad, 

X+— x=0 
m 

la raíz cuadrada del coeficiente del término x es la frecuencia natural <*>„. Esto 
significa que para el sistema mostrado en la Fig. 2-9, podemos poner un mo¬ 
delo matemático del sistema en la forma 


donde co„ = *f k¡m. 


X + a)*x = 0 


Determinación experimental del momento de inercia. Es posible calcu¬ 
lar momentos de inercia de los cuerpos homogéneos que tengan formas geo¬ 
métricas simples. Sin embargo, tratándose de cuerpos rígidos con formas 
complicadas o que estén hechos de materiales de diferentes densidades, tales 
cálculos pueden ser difíciles o aun imposibles; más aún, los valores calcula¬ 
dos pueden no ser exactos. En esos casos, es preferible la determinación ex¬ 
perimental de los momentos de inercia. El proceso es como sigue. Monte- 
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010 $ un cuerpo rígido sobre cojinetes sin fricción, de modo que pueda girar 
libremente alrededor del eje de rotación con respecto al cual se determinará 
el momento de inercia. En seguida, unimos un resorte de torsión de cons¬ 
tante de resorte k conocida, al cuerpo rigico (véase la Fig. 2-10). 


plg. 2-1#. Un montaje para la deier- 
■ilinación experimental del momento 
de inercia. 



El resorte se tuerce ligeramente, se suelta y se mide la frecuencia del movi¬ 
miento armónico simple resultante. Puesto que la ecuación de movimiento 
del sistema es 


Ji + k$ = 0 

O bien 

0 + = 0 


la frecuencia natural o>„ es 

» » 

“-“Vf 

y el período de vibración es 

j _ 2n _ 2n 

~ <o*~~7kp 

El momento de inercia J queda determinado entonces como 



De manera similar, en el sistema masa-resorte de la Fig. 2-9, si la cons¬ 
tante del resorte k se conoce y se mide el periodo T de la vibración libre, en¬ 
tonces la masa m puede calcularse mediante 


m = 


kT 2 
4n l 


Sistema masa-resorte-amortiguador. La mayor parte de los sistemas 
nsicos constan de algún tipo de amortiguamiento: amortiguamiento viscoso, 
^ortiguamiento seco, amortiguamiento magnético, etcétera. Tal amorti- 
íunnuento no sólo retarda el movimiento, sino que dado el caso, causa que 
se detenga. En la siguiente explicación consideraremos un sistema mecánico 
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simple que incluye amortiguamiento viscoso. Nótese que el amortiguador 
de cilindro es un elemento amortiguador viscoso típico. 



Rg 2-11. Sistema masa-resorte-amor¬ 
tiguador. 


La figura 2-11 es un diagrama esquemático de un sistema masa-resorte- 
amortiguador. Supóngase que la masa se jala hacia abajo y luego se suelta. 
Si el amortiguamiento es ligero, ocurrirá un movimiento vibratorio. (Se dice 
que este sistema está subamortiguado). Si el amortiguamiento es fuerte, no 
ocurrirá movimiento vibratorio. (Se dice que este sistema está sobreamorti¬ 
guado). Un sistema criticamente amortiguado es aquel en el cual el grado de 
amortiguamiento es tal que el movimiento resultante está en la frontera 
entre los casos de subamortiguamiento y sobreamortiguamiento. Indepen¬ 
dientemente de que el sistema sea subamortiguado, sobreamortiguado o 
criticamente amortiguado, a causa de la presencia del amortiguador la 
vibración o movimiento libre disminuirá con el tiempo. Esta vibración libre 
se llama transitoria. 

En el sistema que se muestra en la figura 2-11, en el movimiento verti¬ 
cal están actuando tres fuerzas sobre la masa: la fuerza del resorte, la fuerza 
amortiguadora y la fuerza gravitacional. Como ya se hizo notar, si medimos 
el desplazamiento de la masa desde una posición de equilibrio estático (de 
modo que la fuerza gravitacional esté balanceada por la deflexión de equi¬ 
librio del resorte), la fuerza gravitacional no participará en la ecuación de 
movimiento. Por lo tanto, al medir el desplazamiento x de la posición de equi¬ 
librio estático, obtenemos la ecuación del movimiento. 


o bien 


mX = 2 fuerzas = —kx — bx 


mx + bx + kx = 0 


(2-15) 


La ecuación (2-15), la cual describe el movimiento del sistema, es también 
un modelo matemático del sistema. 

En nuestro análisis presente, sólo se considera el caso del subamorti¬ 
guamiento. (En el Capítulo 7 se hace un análisis más completo del sistema 
para los casos de subamortiguamiento, sobreamortiguamiento y criticamen¬ 
te amortiguado.) 
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* Resolvamos la Ec. (2-15) para un caso particular. Supóngase que 
m _ q | siug, b = 0.4lb r s/ft y k « 4 lb/ft. Entonces la Ec. 2-15 se hace 

\ 

0.1* + 0.4jít + 4x = 0 


o bien 


* -f 4x + 40x = 0 


Supongamos que 


x(t ) - te* 


Cuando se sustituye la Ec. (2-17) en la Ec. (2-16), el resultado es 


KX'e» + 4 KXe u + 40te* = 0 


Dividiendo esta última ecuación entre te*, queda 

X 1 + 4A + 40 = 0 


(2-16) 

(2-17) 


Esta ecuación cuadrática es la ecuación característica del sistema considera¬ 
do. Como tal, tiene dos raíces 

X { = —2 +76, X 2 — —2 — y*6 

Estos dos valores de A satisfacen la solución supuesta, Ec. (2-17). En conse¬ 
cuencia, suponemos que la solución contiene dos términos de la forma 
mostrada en la Ec. (2-17) y escribimos la solución general x(t) como 

x(/) = K x e { ~ l * i6)t + 

= *-*'(*,*'" + K x e->* 0 

= e' ll (A sen 6t 4- B eos 6r) (2-18) 

donde K x y K 2 son constantes arbitrarias y A = j{K x - K x ), B = K x + K 2 . Para 
obtener la Ec. (2-18), utilizamos la fórmula de Euler, dada en la Ec. (2-12). 

Obtengamos el movimiento x(0 cuando se jala a la masa hacia abajo en 
t * 0, tal que x(0) = jq>, y se la suelta con velocidad, x(0) = 0. Entonces las 
constantes arbitrarías A y B pueden determinarse como sigue. Primero, la 
sustitución de / = 0 en la Ec. (2-18) da 

x(0) = B = x 0 

Diferenciando luego la Ec. (2-18) con respecto a / 

M0 = -2 e~*(A sen 6t + B eos 6t\ + e~ 2t (6A eos 6t - 6 B sen^rT 
= -2e~*[{A + 35) sen 6 / + (B - 3 A) eos 6t] 

De aquí 


*(0) = -2(B -3/0 = 0 


y» por lo tanto, 


A = fx 0 , B = x 9 
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La solución *(/) se hace 

x(0 — e _2, (Jsen 6/ 4- eos 6t)x 0 

Además de describir una vibración sinusoidal (senoidal) amortiguada (Fig. 2- 
12), esta ecuación representa la vibración libre del sistema masa-resorte- 
amortiguador con los valores numéricos dados. 



Fig. 2-12. Vibración libre del sistema 
masa-resone-amortiguador descrito 
por i* + 4jr + 40jr = 0 con condicio¬ 
nes iniciales *(0) = x 0 y x(0) * 0. 


Comentarios. Los valores numéricos en el problema precedente se 
dieron en unidades BES. Convirtamos esos valores en unidades de otros sis¬ 
temas. 

1. Unidades del SI o mks (consulte las tablas 2-1 y 2-2). 

m = 0.1 slug = 1.459 kg 

b = 0.4 Iby-s/ft = 0.4 x 4.448/0.3048 N-s/m = 5.837 N-s/m 
k = 4 lb/ft = 4 x 4.448/0.3048 N/m 

La Ec. (2-15) queda 

1.459* -f 5.837* + 58.37* = 0 

o bien 

* + Ai + 40* = 0 
la cual es la misma que la Ec. (2-16). 

2. Unidades métricas de ingeniería (gravitacional) (consulte las tablas 2-1 

y 2-2). 

m = 0.1 slug = 0.1488 kg^st/m 
b = 0.4 lby-s/ft = 0.4 x 0.4536/0.3048 k^s/m = 0.5953 
k$-s/m 

k - 4 lb/ft * 4 x 0.4536/0.3048 kg/m = 5.953 kg/m 
Por lo tanto, la Ec. (2-15) se hace 

0.1488* + 0.5953* + 5.953* = 0 


o bien 


* -f 4* -f 40* =* 0 



Sistemas Mecánicos con Dos o Más Grados de Libertad 35 



.2-3 


cual es la misma que la Ec. (2-16). 

Nótese que en tanto usemos unidades consistentes, la ecuación diferen¬ 
cial (modelo matemático) del sistema permanece igual. 


Resumen del procedimiento general para la obtención de respuestas, 
para determinar el comportamiento libre de los sistemas mecánicos, se 
puede resumir un procedimiento general como sigue. 

1. Obtenga un modelo matemático del sistema. (Escriba la ecuación 
diferencial del sistema, usando la segunda ley de Newton.) 

2. Si el sistema incluye amortiguamiento, es conveniente suponer que 
la solución es de la forma de una función exponencial con constan¬ 
tes indeterminadas. (Si no hay amortiguamiento incluido, podemos 
suponer que la solución es de la forma sinusoidal (senoidal) con 
constantes indeterminadas. Véase Sección 2-3.) 

3. Determine el exponente a partir de la ecuación característica. (En la 
solución sinusoidal (senoidal) determine la frecuencia natural a par¬ 
tir de la ecuación característica.) 

4. Evalúe las constantes indeterminadas, usando las condiciones ini¬ 
ciales. 


2-3 SISTEMAS MECÁNICOS CON DOS O MÁS 

GRADOS DE LIBERTAD 

En situaciones de la vida real, el movimiento de un sistema mecánico 
puede ser simultáneamente traslacional y rotacional en un espacio de tres di¬ 
mensiones y algunas partes del sistema pueden tener trayectorias restringidas 
en las cuales puedan moverse. La descripción geométrica de tales movimien¬ 
tos puede llegar a ser complicada, pero las leyes físicas fundamentales, Ecs. 
(2-1 y 2-2) aún se aplican. 

En el sistema masa-resorte-amortiguador expuesto en la Sección 2-2, se 
■fecesitó sólo una coordenada x para especificar el movimiento del sistema. 
Sin embargo, se necesita más de una coordenada para describir el movi¬ 
miento de sistemas más complicados. El término grado de libertad es el 
Que describe el número mínimo de coordenadas independientes requeridas 
Pam especificar ese movimiento. 

Grados de libertad. El número de grados de libertad que posee un sis¬ 
tema mecánico es el número mínimo de coordenadas independientes re- 
Queridas para especificar las posiciones de todos sus elementos. Por 
ejemplo, si sólo se necesita una coordenada independiente para especificar 
«localización geométrica completa de un sistema en el espacio, se trata de 
Un •ktema de un grado de libertad. Esto es, un cuerpo rígido en rotación 
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sobre un eje tiene un grado de libertad, mientras que un cuerpo rígido en el 
espacio tiene seis grados de libertad: tres traslacionales y tres rotacionales. 

En general, es importante observar que, no es el número de masas ni 
cualquier otra cantidad obvia la que conducirá siempre a una estimación 
correcta del número de grados de libertad. 

En términos del número de ecuaciones de movimiento y del número de 
restricciones, los grados de libertad pueden expresarse así: 

Número de grados de libertad 

= (número de ecuaciones de movimiento) 

—(número de ecuaciones de restricción) 


Ejemplo 2-5. Observando los sistemas mostrados en la Fig. 2-13, encontremos los 
grados de libertad de cada uno de ellos. 



Fig. 2-13. Sistemas mecánicos. 

(a) Comencemos con el sistema mostrado en la Fig. 2-13(a). Si la masa m está 
restringida a moverse verticalmente, sólo se requiere una coordenada x para definir 
la localización de la masa en cualquier momento. Asi, el sistema mostrado en la Fig. 
2-13(a) tiene un grado de libertad. 

Podemos verificar esta declaración contando el número de ecuaciones de movi¬ 
miento y el número de ecuaciones de las restricciones. Este sistema tiene una 
ecuación de movimiento 


mJi + bit 4* kx = 0 

y ninguna ecuación de restricciones. En consecuencia, 

Grado de libertad =1—0=1 


(b) A continuación, consideremos el sistema mostrado en la Fig. 2-13(b). Las 
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ecuaciones de movimiento son 

wjf, + k x {x i — * 2 ) + ¿ 2*1 — 0 

k x (x x - x 2 ) =- b x x 2 

por lo tanto, el número de ecuaciones de movimiento es dos. No hay ecuación de 
restricciones. Así es que 


Grados de libertad = 2-0 = 2 

(c) Finalmente, consideremos el sistema de péndulo mostrado en la Fig. 2-13(c) 
Definamos las coordenadas de la masa del péndulo como (jr, y). Entonces las 
ecuaciones de movimiento son 

mi f = ~~ T sen $ 
my = mg — T eos 6 


Así pues, el número de ecuaciones de movimiento es dos. La ecuación de restricción 
de este sistema es 


x 2 r y 2 — l 2 

El número de ecuaciones de restricción es uno. Y por eso 

Grado de libertad = 2-1 = 1 

Obsérvese que cuando hay restricciones presentes, el sistema de coordenadas 
más conveniente puede ser no rectangular. En el sistema de péndulo de la Fig. 2-13(0 
el péndulo está restringido a moverse en una trayectoria circular. Aqui el sistema de 
coordenadas más conveniente puede ser un sistema de coordenadas polares. Enton¬ 
ces la única coordenada necesaria sería el ángulo 0 en el cual el péndulo se balancea 
Las coordenadas rectangulares x, y y las coordenadas polares 0, / (donde / es una 
constante) están relacionadas mediante 


x = l sen 0, y = l eos 6 

En términos del sistema de coordenadas polares, la ecuación de movimiento 

queda 

ml 2 é — —mgl sen# 

o bien 

é —sen0 = 0 

Nótese que, como / es constante, la configuración del sistema puede espccificar- 
óería^na coor< * ena< * a * consecuencia, se trata de un sistema con un grado de //- 
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SistenM de do» grados de libertad. Un sistema de dos grados de liber¬ 
tad requiere dos coordenadas independientes para especificar la configura¬ 
ción del sistema. Considérese el sistema mostrado en la Fig. 2-14, el cual 
ilustra el caso de dos grados de libertad y obtengamos de él un modelo mate¬ 
mático. Al aplicar la segunda ley de Newton a la masa m x y la masa m 2 , te¬ 
nemos 

m x x x — —k x x x — k 2 {x t — x 2 ) 
m 2 x 2 = — k 2 x 2 — k 2 (x 2 — *,) 


*i 


m, 


r 2< 




1 

te 


*2 


Fig. 2-14. Sistema mecánico. 


Al rearreglar las ecuaciones de movimiento, se hacen 

m,*, + k x x x -I- k 2 (x x — x 2 ) = 0 (2-19) 

m 2 x 2 + k 3 x 2 4- k 2 (x 2 — *,) = 0 (2-20) 


Estas dos ecuaciones representan un modelo matemático del sistema. 

Vibración libre de un sistema de dos grados de libertad. A conti¬ 
nuación, considérese la Fig. 2-15, la cual es un caso especial del sistema da¬ 
do en la Fig. 2-14. Las ecuaciones de movimiento para el presente sistema 
pueden obtenerse sustituyendo m t * m 2 = m y k x - k 2 - k en las Ecs. (2-19) 
y (2-20) como sigue. 


mx x + 2 kx x — kx 2 — 0 (2-21) 

mx 2 + lkx 2 — kx x = 0 (2-22) 

Examinemos la vibración libre del sistema. Con objeto de encontrar las 
frecuencias naturales de la vibración libre, supongamos que el movimiento 
es armónico. Así pues, supongamos que 





Primer modo Segundo modo Fig. 2*15. Sistema mecánico y sus dos 
' de vibroción de vibración modos de vibración. 

x, = Usenet)/, x 2 — B sen coi 

Luego 

x, = —Acú 2 sen coi, x 2 = —Bo) 2 seno/ 

SI las expresiones precedentes se sustituyen en las Ecs. (2*21) y (2-22), las 
ecuaciones resultantes son 

(~mAco 2 + 2 kA — kB)seno>t = 0 

i 

(— mBa> 2 + 2 kB — kA) sen (Oí = 0 

Puesto que estas ecuaciones deben satisfacerse en todo tiempo, y puesto que 
tai no puede ser cero en todo tiempo, las cantidades entre paréntesis deben 
ser iguales a cero. Asi, 

—mAco 2 + 2 kA — kB = 0 
—mBco 2 4- 2 kB — kA = 0 

Al rearreglar, tenemos 

(2 k - mcú 2 )A - kB = 0 (2-23) 

—kA + (2 k- mco z )B = 0 (2-24) 

U ecuación (2-23) da 

A k 

B 2 k — meo 2 


A 2k — m(ú 2 
B * k 


y Ec. (2-24) 
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Y por lo tanto, obtenemos 


2 k — meo 2 


2 k — meo 2 


o bien 


(o* - ÍÍ<B 2 + 3^ 0 

m m 2 


la cual puede reescríbirse como 

- IX" 2 -1) - 0 


o bien 


(O 2 — —, co 2 = — 
m m 


En consecuencia, u> 2 tiene dos valores, el primero representa la primera fre¬ 
cuencia natural co¡ (primer forma) y la segunda representa la segunda frecuen¬ 
cia natural w 2 (segunda forma). 


co x 




Debe recordarse que en el sistema de un grado de libertad sólo existe 
una frecuencia natural, en tanto que en el sistema de dos grados de libertad 
hay dos frecuencias naturales. 

En cualquiera de las frecuencias naturales las dos masas deben vibrar a 
la misma frecuencia. Por ejemplo, en la primera (o más baja) frecuencia na¬ 
tural o?) la relación de amplitud A/B se hace unitaria, o - B, lo cual signi¬ 
fica que ambas masas se mueven la misma cantidad enla: misma dirección; 
esto es, los movimientos están en fase. Sin embargo, en la segunda frecuen¬ 
cia natural w 2 , la relación de amplitud A/B se hace -1, o A = - B t y por lo 
tanto, los movimientos están opuestos en fase. (En el presente sistema la re¬ 
lación de amplitud A/B se hace igual a 1 o a -1 cuando las masas vibran a la 
frecuencia natural. Es importante puntualizar que esta situación ocurre 
cuando suponemos que m x = m 2 y k x = k 2 - k 2 . Sin tales suposiciones la 
relación de amplitud A/B no será igual a 1 ni a -1.) 

Nótese que además el sistema no siempre vibra con una de las frecuencias, 
pero que pueden ocurrir dos formas de vibración simultáneamente, depen¬ 
diendo de las condiciones iniciales. Esto es, la vibración de m t puede consis¬ 
tir en la suma de dos componentes: un movimiento armónico de amplitud 
A t a la frecuencia <o t y un movimiento armónico A 2 a la frecuencia u> 2 . En 
este caso la vibración de m 2 consiste en la suma de dos componentes armó¬ 
nicas de amplitud B t a la frecuencia o) x y de amplitud B 2 a la frecuencia u> 2 . 
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Sistema* con muc hos grados de libertad. Generalmente, un sistema 
ton n grados de libertad (tal como el formado por n masas y n + I resortes) 
llene n frecuencias naturales. Si tiene lugar una vibración libre en alguna 
lie sus frecuencias naturales, todas las n masas vibrarán a esa frecuencia y 
|| amplitud de cualquiera de las masas sostendrá un valor fijo relativo a la 
amplitud de cualquier otra masa. Sin embargo, el sistema puede vibrar con 
más de una frecuencia natural. Entonces la vibración resultante puede ha¬ 
cerse bastante complicada y verse como una vibración aleatoria. 


w SISTEMAS MECÁNICOS CON FRICCIÓN EN SECO 


El deslizamiento, el rodamiento y el roce de diferentes partes constituyen 
al gunas de las fuerzas de fricción que se presentan en los sistemas mecánicos. 
En la mayoría de los casos, las fuerzas de fricción presentes son una combi¬ 
nación de fricción viscosa, fricción en seco y algunos otros tipos. 

En esta sección trataremos la fricción en seco: la fuerza de fricción que 
sgióbserva cuando un cuerpo con una superficie no lubricada se desliza 
sofaB/Otra superficie no lubricada. Empezaremos con la fricción estática, la 
fglocton por deslizamiento y la fricción por rodamiento. Después haremos 
modelos matemáticos de los sistemas mecánicos con fricción en seco, se- 
•ridoe de análisis de la respuesta de tales sistemas. Finalmente, se expondrá 
el principio de d’Alembert y sus aplicaciones a la elaboración de modelos 
ntltem&ticos. 


Fricción estática y fricción por deslizamiento. Siempre que la superfi¬ 
cie de un cuerpo se deslice sobre la de otro, cada uno ejerce una fuerza de 
fricción sobre el otro que es paralela a las superficies. La fuerza sobre cada 
cuerpo es opuesta a la dirección de su movimiento relativo respecto al otro. 

>i- Supóngase que se coloca un cuerpo sobre una superficie áspera y que 
sobtett se ejerce el jalón de una fuerza (véase la Fig. 2-16(a)l. Si el cuerpo se 
jala con una fuerza en incremento, al principio no se moverá. Pero a medi- 
d* que la magnitud de la fuerza se incrementa y alcanza un valor suficiente 
para superar la fricción entre las dos superficies en contacto, el cuerpo co¬ 
menzará a moverse. Cuando dos superficies en contacto están en reposo re¬ 
lativo una con respecto a la otra, la fuerza de fricción estática alcanza un 
*®**jino cuando el deslizamiento entre las dos superficies es inminente. In- 
"j®®Mamcnte después que el movimiento se inicia, la magnitud de la fuerza 
decrece ligeramente. La fuerza de fricción que actúa sobre el 
^ando se mueve con movimiento uniforme se llama fricción de 
"f&izamiento o cinética. Algunas veces también se expresa como fricción 
J^dontb. En la Fig. 2-16(b) aparece una curva característica de la fricción 
y por deslizamiento. 
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Fuerza de 
tracción 


N 


(a) 



Fuerza 

Fricción estática 

X 

X 

Fricción deslizante 


Velocidad 



(b) 


Flg. 2-16. (a) Un cuerpo colocado sobre una superficie áspera y some¬ 
tido a una fuerza de tracción; (b) curva característica de la fricción es¬ 
tática y deslizante. 


En el sistema mostrado en la Fig. 2-16(a), las fuerzas que actúan sobre 
el cuerpo, diferentes de las fuerzas de tracción y de fricción, son la fuerza 
gravitacional y la llamada fuerza normal, la cual se crea en la superficie 
sobre la cual el cuerpo está en reposo o deslizándose y empuja el cuerpo ha¬ 
cia arriba. Esta última fuerza actúa normal a la superficie, de allí su 
nombre. 

La magnitud N de la fuerza normal y la magnitud F s de la fuerza de 
fricción estática máxima son proporcionales entre si. La relación F s /N se 
denomina coeficiente de fricción estática y se representa por ^ o bien 



La fuerza real F de fricción estática puede tener cualquier valor entre cero 
(cuando ninguna fuerza se aplica paralela a la superficie) y un valor máximo 
H,N o 


0<F^fi t N 


Si la fuerza de fricción es aquella que se observa en el movimiento uni¬ 
forme del cuerpo, la relación F k /N, donde F k es la magnitud de la fuerza de 
fricción durante el movimiento uniforme, sé denomina coeficiente de fric¬ 
ción por deslizamiento o de fricción cinética y se expresa por o también 


Mm 


£ 

N 


Asi pues, cuando el cuerpo está en movimiento, la fuerza de deslizamiento o 
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cción cinética está dada por 

F k = MkN 

4 

Hótese que la fricción estática máxima es mayor que la fricción por desliza¬ 
miento, es decir 


Ms> Mk 


Los coeficientes de fricción estática y por deslizamiento dependen principal¬ 
mente de la naturaleza de las superficies en contacto. 

Comentarios. Los hechos precedentes acerca de las fuerzas de fricción 
dan una descripción macroscópica de estos fenómenos y se basan en estu¬ 
dios experimentales. Estos es, son relaciones empíricas pero no representan 
layas fundamentales. En la siguiente lista resumimos los hechos relativos a 
la fricción estática y por deslizamiento. 

1. La fuerza de fricción siempre actúa opuesta a la dirección del 
movimiento real o pretendido. Hasta que tenga lugar el movimiento 
del cuerpo, la magnitud de la fuerza de fricción estática es igual a la 
magnitud de la fuerza que actúa en la dirección del movimiento. 

2. La magnitud de la fricción por deslizamiento es proporcional a la 
magnitud de la fuerza normal y es prácticamente independiente del 
área de contacto. 

r 3. El coeficiente de fricción por deslizamiento varía poco con la veloci¬ 
dad relativa, pero puede considerarse constante dentro de una 
amplia escala de velocidades. 

4. Para cualquier par de superficies, la fricción estática máxima es ma¬ 
yor que la fricción por deslizamiento. 

/ 


Ejemplo 2-6, En el sistema mostrado en la Fig. 2-17, obtengamos la fuerza F, que se 
necesita en el extremo de la palanca con el objeto de mantener el tambor del freno sin 
rotación. Supongamos que el coeficiente de fricción estática n¡ es 0.4. 

El par debido al peso mg es en el sentido de las manecillas del reloj y su magni¬ 
tud r, es 


T, = mgr x = 100 x 9.81 x 0.3 = 294.3 N-m 

f-u fuerza de fricción que actúa sobre el tambor del freno es 


F= fi,N = 0.4 x 6F, = 2.4F,N 
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El par debido a la fuerza del freno Fe s en sentido contrarío al de las manecillas del 
reloj y su magnitud T z es 


Ti = Fr 2 = 2AF ( x 0.6 = IMF, N-m 


Si T 2 > T v entonces el tambor del freno no girará y, por lo tanto, 


o bien 


IMF, > 294.3 


F, > 204.4 N 

Así pues, la magnitud de la fuerza F¡ que se necesita para evitar que el tambor gire 
debe ser mayor que 204.4 newtons. 


Fricción por rodamiento. El movimiento de un cuerpo que rueda sobre 
otro se ve opuesto por una fuerza llamada fricción por rodamiento , la cual 
resulta de la deformación de los dos cuerpos en el lugar de contacto. La fi¬ 
gura 2-18 muestra un cilindro homogéneo que rueda sobre una superficie 
suave. Aqui la fuerza que jala, P, actúa paralela a la superficie. La fuerza 
gravitacional mg actúa hacia abajo y la fuerza de reacción o fuerza normal 
N actúa hacia arriba, aplicada sobre el cilindro por la superficie del plano, y 
constituyen un par de fricción de rodamiento. (Un par son dos fuerzas de 
igual magnitud, pero de dirección opuesta que no tienen la misma línea 
de acción. La linea de acción de la fuerza gravitacional y la correspondiente a 
la fuerza normal están separadas una distancia p debida a la deformación 
del cilindro y la superficie. 

El par de fricción por rodamiento es un par que tiene como eje la tan¬ 
gente a la superficie del plano alrededor del cual el cilindro está rodando. 
Su valor máximo (la presión normal multiplicada por la distancia p) es ge- 
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Oralmente muy pequeño, por lo que casi siempre se desprecia. La dirección 
«ala cual el par de fricción de rodamiento tiende a voltear al cilindro es 
opuesta a aquella en la cual está realmente rodando. Si el cilindro está en re- 
ooso piro actuado por fuerzas que tienden a hacerlo rodar, el par de fric- 
por rodamiento tiende a evitar la rotación respecto a la tangente común 

a jas dos superficies. 


t 


t 



Fig. 2*18. Cilindro homogéneo ro¬ 
dando sobre una superficie lisa 


E» la Fig. 2>18, el par debido a la fuerza de tracción actúa en la direc¬ 
ción de las manecillas del reloj y su magnitud 7, es 


m.. * T\ = Ph = Pr 


El par T z que resiste a la rotación se origina por el par debido amgyaN. Actúa 
en la dirección opuesta a la de las manecillas del reloj y su magnitud es 


Supóngase que se jala un cuerpo con una fuerza en incremento. Si la fuer¬ 
za' aplicada alcanza un valor suficientemente grande para superar el par resis¬ 
tente 7* 2 , el cilindro comenzará a rodar. Por lo tanto, 7, = T 2 o Pr = Np 
dan la condición para la rotación inminente. La distancia />, donde 



jv 

N 


se denomina coeficiente de fricción por rodamiento . Además de tener la di¬ 
mensión de longitud, depende de factores como la naturaleza de las superfi¬ 
cies de contacto y la presión de contacto. 

Puesto que el par de fricción por rodamiento es, como ya se observó, 
generalmente muy pequeño, casi siempre se desprecia en el análisis de inge- 
. sistemas mecánicos. En los siguientes análisis de sistemas mecá¬ 

nicos con fricción en seco, también lo despreciaremos. 


- ^ ov taüento de rodamiento y deslizamiento. Considérese el movimien- 
tk un cilindro homogéneo de masa m y radio R rodando hacia abajo en 
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un Dlano inclinado. El aspecto del rodamiento y/o deslizamiento de inme¬ 
diato envuelve el aspecto de la fricción entre las superficies en contacto. Sin 
fricción el cilindro se deslizaría. Con fricción, el movimiento traslacional 
del centro de masa y el movimiento de rotación alrededor del centro de masa 
son independientes entre sí. Por otra parte, si el cilindro rueda sin desliza¬ 
miento, una fuerza de fricción estática actúa durante todo el tiempo; la 
magnitud y la dirección de la fuerza de fricción estática son tales que asegu¬ 
ran x - RQ* donde x es el desplazamiento traslacional del centro de masa y $ 
es el ángulo de rotación. 

Si el cilindro se desliza, la fuerza de fricción Fes igual a n k N donde p k es 
el coeficiente de fricción deslizante y JV es la fuerza normal. Nótese que si el 
cilindro está rodando sin deslizamiento, la fuerza de fricción F se transfor¬ 
ma en fricción estática con magnitud desconocida, pero F es menor que fi*N. 
En otras palabras, la condición para que el cilindro ruede hacia abajo sin 
deslizamiento es que F debe ser menor que 

La fuerza de fricción estática en el cilindro rodante es una fuerza no di- 
sipativa aplicada sobre un desplazamiento, ya que el punto de contacto 
entre el cilindro rodante y el plano inclinado cambia continuamente. El tra¬ 
bajo hecho por la fuerza de fricción al incrementar la energía cinética trasla¬ 
cional del centro de masa va emparejado por una cantidad igual, pero nega¬ 
tiva de trabajo rotacional hecho por la misma fuerza de fricción, de tal modo 
que decrece la energía cinética rotacional respecto al centro de masa y vice¬ 
versa, y no disipa energía. 


Ejemplo 2-7. Considérese un cilindro homogéneo de masa m y radio R, inicialmente 
en reposo sobre una superficie horizontal, y supóngase que se le aplica una fuerza P 
(Fig. 2-19). Suponiendo que el cilindro rueda sin deslizamiento, encuéntrese la mag¬ 
nitud y la dirección de la fuerza F. 


Fig. 2-19. Cilindro homogéneo some¬ 
tido a una fuerza horizontal P. 



Supongamos que Festá actuando en la dirección opuesta a P. Al aplicar la se¬ 
gunda Ley de Newton al sistema, para el movimiento traslacional del centro de masa 
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obtenemos 


m* = P ~F 


(2-25) 


y para el movimiento rotacional con respecto al centro de masa 

JÚ - FR (2.26) 

donde /, el momento de inercia del cilindro alrededor del eje de rotación que pasa a 

través de su centro de gravedad, es igual a y mR* y x es igual a R6. (Nótese que la 

* 

condición para que el cilindro ruede sin deslizamiento es x * R8.) Las ecuaciones 
2-25 y 2-26 representan un modelo matemático del sistema. 

Sustituyendo $ = x/R en la Ec. (2-26), queda 


±mRx = FR 


o bien 


jmJc = F 


(2-27) 


ppr |g eliminación de X de las Ecs. (2-25) y (2-27), 

2F = P - F 


obten 



Asi pues, la magnitud de la fuerza de fricción Fes P/3 y la dirección de Fes hacia la 
izquierda como se muestra en la Fig. 2-19. (De haber escogido la dirección de F hacia 
la derecha, Fhubiera sido -P/3.) 

Nótese que si la fuerza de fricción Fes cero, la fuerza estática F también es cero 
yqj^tendremos X - 0. Esto es, si el cilindro está rodando originalmente, continuará 
rodando con velocidad lineal constante* = v 0 (donde v 0 es la velocidad inicial) y ve¬ 
locidad angular constante é — v 0 /R. 


Flbmpio 2-8. Un cilindro homogéneo de masa m y radio R se mueve hacia abajo en 
un plano inclinado cuyo ángulo de inclinación es «, como se muestra en la Fig. 2-20. 
Definamos 

0 = desplazamiento angular como se define en la Fig. 2-20 
x = desplazamiento lineal (a lo largo del plano inclinado) del centro de grave¬ 
dad del cilindro 

F = fuerza de fricción que actúa hacia arriba en el plano 
AJ * fuerza normal que actúa a través del punto de contacto 


|**¡*rm¡ne el ángulo a para el cual el cilindro rodará sin deslizamiento. Suponga que 
*<»-0 > i(0)= 0.*«» = 0. y 6(0) = 0. 

. fi ,.7 uando c * riüudro rueda hacia abajo sin deslizamiento, la fuerza de fricción Fy 
f uerza normal N están relacionadas mediante 


F < fi k N 
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Fig. 2-20. Cilindro homogéneo movién¬ 
dose hacia abajo en un plano inclinado 


donde ^ es el coeficiente de fricción deslizante. La ecuación del movimiento trasla- 
cional en la dirección x es 


mx = mg sen CC — F (2-28) 

y la ecuación del movimiento rotacional es 

J$ = FR (2-29) 

donde $ = x/R (puesto que el cilindro rueda sin deslizamiento) y y es el momento de 
inercia del cilindro alrededor del eje de rotación que pasa a través del centro de gra¬ 
vedad. Las ecuaciones (2-28) y (2-29) definen un modelo matemático del sistema. 
(Nótese que, en la dirección y t my = N - mg eos a = 0.) 

Al eliminar Fde las ecuaciones (2-28) y (2-29) y usando la relación 6 = x/R, te¬ 
nemos 

mit = mg sen CC —jjj 

Observando que J - y mR 2 , está última ecuación se simplifica a 

JC = $£sena (2-30) 

Y de esa manera, de las Ecs. (2-28) y (2-30) obtenemos 

F = mg sena — mx = ^mg sen a 

La condición para que el cilindro ruede hacia abajo sin deslizamiento es F < f^N. En 
consecuencia. 


> fi k N = fi k mg eos a > F = jw^sen a 
donde p^N es la fricción estática máxima. Asi pues, 

M*> Mk> $ tan a 

Si se satisface esta condición, el cilindro rodará hacia abajo en el plano inclinado sin 
deslizamiento. 



2-4 


Sistemas MfcAnicos con Fricción en Seco 4t 


K principio de d’Alembert. La siguiente exposición mostrará que un l¡- 
| »rn rearreglo de la segunda ley de Newton algunas veces conduce a un ca- 
jnino más simple para obtener la ecuación de movimiento. Cuando una 
fuerza actúa sobre una masa* la acelera. En lugar de pensar en la acelera¬ 
ción como resultado de la aplicación de una fuerza, podemos convertir esta 
situación dinámica en una situación de equilibrio en la cual la suma de las 
faenas externas se iguala por una fuerza de inercia ficticia. 

Considérese el movimiento de una partícula. La segunda ley de Newton 
pura el movimiento traslacional puede reescribirse como 

F — ma = 0 

Si se supone que una fuerza ficticia — ma está actuando sobre la partícula, a 
ésta se la puede tratar como si estuviera en equilibrio. Este hecho se conoce 
¿0010 principio de d’Alembert . 

kv La ecuación que resulta de la aplicación del principio de d’Alembert es 
aquella en la cual la suma de todas las fuerzas, incluyendo la fuerza de iner¬ 
cia ficticia, se hace igual a cero. El enfoque de d’Alembert se aplica tanto a 
,atonías traslacionales como rotacionales y proporciona una simplificación 
jqgl^ica importante en situaciones complicadas que involucran traslación y 
rggjgtón combinadas. Es importante observar que en este método la fuerza 
es una fuerza ficticia que se agrega mentalmente al sistema sólo 
pgjfcpropósitos de análisis, más no es una fuerza real capaz de originar que 
jpjNueva un cuerpo que inicialmente estaba en reposo. 

La principal ventaja del método de d’Alembert sobre la aplicación di¬ 
lecta de la segunda ley de Newton es que no necesitamos considerar la ac¬ 
ción de fuerzas y pares respecto a un eje a través de su centro de gravedad. En 
rogar de eso podemos resumir tal acción con respecto al eje que considere¬ 
mos conveniente. Demostraremos esta ventaja mediante un ejemplo. 


Qmpb 2-9. Considérese el mismo sistema propuesto en el Ejemplo 2-8. Un ci¬ 
to* rueda hada abajo en un plano inclinado cuyo ángulo de inclinación es tt (véa- 
3£ Ía, FÍg. 2-20). En este ejemplo supondremos que no hay deslizamiento. Obtenga- 
®°**(0 como una función del tiempo / utilizando el enfoque de d’Alembert. Supon¬ 
eos que x(0) = 0,40) = 0, 0 O = 0 y ¿(0) = 0. 

■ ^ aplicar el principio de d’Alembert a este problema, tratamos al cilindro como 
¡r en equilibrio bajo la acción de todas las fuerzas y pares, incluyendo la 

* *** inercia ficticia nvt y el par ficticio JB , como se muestra en la Fig. 2-21. Po- 
<lemos resumir los pares respecto a cualquier eje en el cilindro. Sin embargo, es con- 
^njetHe sumar los pares con respecto al eje en el punto de contacto entre el cilindro y 

plano inclinado, ya que al hacerlo así eliminamos las fuerzas F y N. Entonces, ob¬ 
tenemos 


**uesto 


mgR sena — JÚ — mxR = 0 


(2-31) 


que no hay deslizamiento, x = RB. El momento de inercia J es igual a \mR l . 
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Fig. 2*21. Cilindro homogéneo en un 
plano inclinado indicando todas las 
fuerzas que actúan sobre el cilindro 
incluyendo una fuerza de inercia fic¬ 
ticia y un par ficticio. 


Por lo tanto, la Ec. (2-21) puede simplificarse a 

Je = sen 8 (2-32) 

Nótese que la Ec. (2-32) es idéntica a la Ec. (2-30). Integrando la Ec. (2-32) dos veces 
con respecto a t y observando que *(0) = 0 y x(0) - 0, tenemos 

x = \gí 2 sen a 


Esta última ecuación da el desplazamiento lineal del centro de masa del cilindro. 

Comparemos el enfoque de d’Alembert con el enfoque de Newton en la solu¬ 
ción. En el método de Newton las ecuaciones de movimiento en términos de x y $ 
se dan mediante dos ecuaciones, las Ecs. (2-28) y (2-29), en tanto que en el enfoque 
de d’Alembert obtenemos solamente una ecuación, la Ec. (2-31). Asi pues, el enfo¬ 
que de d’Alembert simplifica el proceso de obtención del resultado final. 


2-5 TRABAJO, ENERGÍA Y POTENCIA 

Si la fuerza se considera una medida de esfuerzo, entonces el trabajo es 
una medida de la realización y energía es la capacidad de hacer trabajo. El con¬ 
cepto de trabajo no admite factor de tiempo algunp. Cuando se considera 
un factor de tiempo, debe introducirse el concepto de potencia. Potencia es 
trabajo por unidad de tiempo. 

En las siguientes páginas los conceptos de trabajo, energía y potencia 
(los cuales se ofrecen normalmente en cursos de física para universitarios) son 
tratados con algún detalle, después de lo cual se expone un método, basado 
en la ley de conservación de la energía, para obtener las ecuaciones de movi¬ 
miento de sistemas. 

Trabajo. El trabajo realizado en un sistema mecánico es el producto 
de la fuerza multiplicada por la distancia (o el par multiplicado por el 
desplazamiento angular) a través de la cual se ejerce, midiendo tanto la 
fuerza como la distancia en la misma dirección. Por ejemplo, si se empuja 
un cuerpo con una fuerza horizontal de F newtons a lo largo de un piso ho- 
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Hzontal una distancia de x metros, el trabajo W realizado al empujar el 
¿uerpo es 

W ® Fx N-m 


Ejemplo 2-10 . En un resorte traslacional con constante de resorte k % el trabajo reali- 
jgáo por un desplazamiento infinitesimal dx está dado por 

Trabajo total realizado = F dx * kx dx 

El trabajo total realizado sobre cualquier desplazamiento es la integral del trabajo hecho 
por un desplazamiento infinitesimal dx. Si el desplazamiento total es x, entonces 

Trabajo total realizado = | kxdx — {kx 1 
< j o 

De Igual manera, en un resorte torsional 

Trabajo total realizado = J kO d0 — {k$ 2 

^ide k es la constante del resorte torsional y $ es el desplazamiento angular. 


Unidades de trabajo. A continuación se enlistan unidades de trabajo 
Indiferentes sistemas de unidades. 

^ 1 \Sistema de unidades en unidades SI y mks (métrico absoluto). La fuer¬ 
za se mide en newtons y la distancia en metros. Así pues, la unidad de tra¬ 
bajo es el N-m. Nótese que 


a 


1 N-m = 1 joule = 1 J 


¡ j Sistema de unidades inglés de ingeniería. La fuerza se mide en libras y 
la distancia en pies. Así pues, la unidad de trabajo es el ft-lb,. 

1 ft-lb/ = 1.356 J = 1.285 x lO’ 5 Btu 
1 Btu = 778 ft-lb/ 

Sistema de unidades cgs (métrico absoluto). La unidad de trabajo es la 
^ina-cm o erg. Nótese que 

10 7 erg = 10 7 dyn-cm — 1 J 

Sistema de unidades métrico de ingeniería (gravitacional). La unadad 
ae tr *bajo es el k^m. Nótese que 

1 kg/-m = 9.81 x 10 7 dyn-cm = 9.81 J 
‘ I J = 0.102 kg/-m 
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Sistema de unidades inglés absoluto. La unidad de trabajo es el pie 
poundal (ft-pdl). Nótese que 

I ft-pdl = 0.0421 J 
I J = 23.7 ft-pdl 


Energía. En forma general, la energía puede definirse como la capaci¬ 
dad de aptitud para hacer trabajo. Se la encuentra en muy diferentes for¬ 
mas y puede convertirse de una forma a otra. Por ejemplo, un motor eléctri¬ 
co convierte energía eléctrica en energía mecánica, una batería convierte 
energía química en energía eléctrica, etcétera. 

Se dice que un sistema posee energía cuando puede trabajar. Cuando el 
sistema hace trabajo mecánico, la energía del sistema decrece en una canti¬ 
dad igual a la energía requerida para el trabajo realizado. Las unidades de 
energía son las mismas que las unidades de trabajo: newton-m, joule, kcal, 
Btu, etcétera. 

De acuerdo con la ley de conservación de la energía, la energía no 
puede crearse ni destruirse. Esto significa que el incremento en la energía to¬ 
tal dentro de un sistema es igual a la entrada de energía neta al sistema. De 
modo que si no hay entrada de energía, no hay cambio en la energía total 
del sistema. 

La energía que un cuerpo posee en razón de su posición se denomina 
energía potencial , en tanto que la energía que tiene el cuerpo como resulta¬ 
do de su velocidad se llama energía cinética. 

Energía potencial. En un sistema mecánico solamente los elementos de 
masa y resorte pueden almacenar energía potencial. El cambio en la energía 
potencial almacenada en un sistema es igual al trabajo requerido para cam¬ 
biar la configuración del sistema. La energía potencial se mide siempre con 
referencia a un nivel dado y es relativa respecto de ese nivel. 

La energía potencial es el trabajo hecho por la fuerza externa. En un 
cuerpo de masa m en un campo gravitacional, la energía potencial U medida 
desde algún nivel de referencia es mg veces la altitud h medida desde el mis¬ 
mo nivel de referencia o 


U — [ mgdx — mgh 

Obsérvese que si el cuerpo cae, tiene la capacidad de hacer trabajo, puesto 
que el peso mg (fuerza) viajará una distancia h cuando se le suelte. Una vez que 
el cuerpo se suelta, la energía potencial decrece. La energía potencial perdi¬ 
da se convierte en energía cinética. 

En un resorte trasladonal, la energía potencial U es igual al trabajo neto 
hecho sobre él por las fuerzas que actúan en sus extremos cuando es compri- 
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do o estirado. Puesto que la fuerza Fes igual a kx, donde x es el desplaza- 
ento neto de los extremos del resorte, la energía almacenada total es 


U 


— J* Fdx — J* kx dx = {kx 2 


5¡ los valores inicial y final de x son x t y x 2 respectivamente, entonces 

C xt j f xt 

Cambio en energía potencial Ai/ = Fdx = kx dx --= {kx\ - \kx\ 


Nótese que la energía potencial almacenada en un resorte no depende de que 
sea comprimido o estirado. 

En el caso de un resorte torsional 

Cambio en energía potencial A U — f * T dO = ( kd dQ ~ {kd\ — {k9] 


Energía cinética. Los elementos de inercia sólo pueden almacenar 
energía cinética en los sistemas mecánicos. Una masa m en traslación pura a 
velocidad v tiene energía cinética T = {mv z , mientras que un momento de 

inercia 7 en rotación pura a velocidad angular Ó tiene una energía cinética T = 
t» ¡ Un cambio en la energía cinética de la masa m es igual al trabajo hecho 

ella por la aplicación de una fuerza que la acelera o desacelera. Así 
pita, un cambio en la energía cinética T de una masa m moviéndose en línea 

recta es 


Cambio en energía cinética = AT = A W — 


= p Fdx= f 
J xt Jt\ 


" ¡.dx., 

F Tt dt 


= f Fv dt — f mvv dt = { mv dv 
Jft Jp | 


= \mv\ — {mv 


donde jcf/j) = x(t 2 ) - x 2t v(t,) — v„ y v(t 2 ) = v 2 . Nótese que la energía 

cinética almacenada en la masa no depende del signo de la velocidad v. 

Un cambio en la energía cinética de un momento de inercia en rotación 
Pura a la velocidad angular é es 


Cambio en energía cinética A T = {jé\ — {jé\ 
es el momento de inercia respecto al eje de rotación, é x = é(t x ),) 
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Ejemplo 2-11 • Un auto con una masa de 1500 kg se mueve con una velocidad de 
50 km/h. ¿Cuál es la fuerza requerida para detener al auto a una distancia de 100 m? 
La velocidad de 50 km/h es igual a 13.89 m/s. Por lo tanto, 

v =5 50 km/h = 13.89 m/s 

La energía cinética T es 

T = \mv 2 = | x 1500 x (13.89) 2 
=-- 1.447 x 10* 

s 2 

= 1.447 x 10* N-m 


La fuerza F requerida para detener al auto puede obtenerse mediante el igualamiento 
de Fx (donde x es la distancia) y T o igualando el trabajo realizado Fx con la energía 
cinética T. 

Fx = T 


Asi pues, 


T 1,447 x 10* N-m 

x 100 m 


- 1447 N 


Si los valores numéricos de este ejemplo se convierten al sistema de unidades 
inglés de ingeniería, entonces 

masa del auto = 1500 x 0.0685 = 102.8 slugs 

(peso del auto = mg — 3307 Ib/) 

v = 50 km/h = 31.07 mi/h = 45.57 ft/s 

T = {mv 1 =4 x 102.8 x (45.57) 2 

= 1.067 x 10* - u ^' ft2 = 1.067 x 10* ft-lb/ 


jc = 100 m = 328.1 ft 

Por lo tanto, la fuerza requerida para detener el carro es 



1.067 x 10* ft-lb/ 

— 3281-7t “ 325 3 lb ' 


Energía disipada. Considérese el amortiguador mostrado en la Fig. 2-22 
en el cual uno de los extremos está fijo y el otro extremo se mueve de x x a x 2 . 
La energía disipada A W del amortiguador es igual al trabajo neto realizado 
sobre él. 


AW = j*' Fdx = J*' bxdx = b Jf* jé ^ « é Jf & dt 
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La energía del elemento amortiguador se disipa siempre sin importar el sig- 
^jjo de x* 



- *■ X 


X, x 2 


2-22. Amortiguador 

potencia. La potencia es la realización de trabajo que varía con respec¬ 
to al tiempo. Esto es 


Potencia — P — 


dW 


nde dW representa el trabajo hecho durante un intervalo de tiempo dt . 
'potencia media durante un tiempo de duración t 2 - t x segundos puede 


inarse midiendo el trabajo hecho en t 2 - t x segundos. 


Potencia media = 


trabajo realizado (t 2 - t x ) segundos 


;ii ruiciiuü mcuia — -:-r--- 

; ( t 2 - t x ) segundos 

br. - 

En los sistemas de unidades SI o mks (métrico absoluto el trabajo rea¬ 
lzado se mide en newton-metro y el tiempo en segundos. La unidad de po¬ 
tencia es el newton-metro por segundo o watt. 

tfV. . 1 N-m/s = 1 W 

j En el sistema de unidades inglés de ingeniería, el trabajo realizado se 
dude en ft-lby y el tiempo en segundos. La unidad de potencia es el ft-lb/s. 
h* potencia de 550 ft-lb/s se denomina 1 caballo de fuerza (hp), asi es que 

,n * 1 hp = 550 ft-lb/s = 33 000 ft-lb/min = 745.7 W 

Y en el sistema de unidades métrico de ingeniería el trabajo realizado se 
ndde en kg^m y el tiempo en segundos. La unidad de potencia es el kg^m/s. 

1 kg^m/s = 9.81 W 
1W=1 J/s = 0.102 kg r m/s 


fSfanp/© 2 - 72 . Encuentre la potencia para elevar un cuerpo de masa de 500 kg a ra- 
26,1 de 20 m/min. 

Definamos el desplazamiento por segundo como jr. Entonces, 

I 

realizado en un segundo = ntgx = 500 x 9.81 x g? = 1635 N-m 
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trabajo realizado en un segundo 1635 W 
Potencia = ~ un segundo I s 


1635 N-m 


Así pues, la potencia requerida es de 1635 W. 


Potencia y energía. La potencia requerida para comprimir o estirar un 
resorte es 


P = 


dW 

dt 


Fdx 

dt 


— Fx ~ kxx 


Puesto que la energía potencial de un resorte comprimido o estirado para 
una cantidad xes (J = jkx 2 , obtenemos 

P = kxx — Ü 


Nótese que en el elemento resorte la potencia P es la razón de cambio de la 
energía potencial V . 

La potencia requerida para acelerar en línea recta una masa es 



Fdx 

dt 


= Fx =b mxx 


Puesto que la energía cinética de una masa m moviéndose a la velocidad ves 
T = £mv 2 , 

P = mxx = miro = T 

Por lo tanto, para la masa m que se mueve en línea recta, la potencia Pes la 
razón de cambio de la energía cinética T. 

La potencia disipada en el amortiguador de cilindro es 

p Fdx p. 

p= -ar--ar = Fx 

Puesto que F = bx, donde b es el coeficiente de fricción viscosa, tenemos 

P — bx 2 

La potencia P es la razón a la cual la energía se disipa en el amortiguador. La 
energía total disipada en un intervalo de tiempo dado t 2 - ti es la integral 

con respecto al tiempo de bx 2 , o bien bx 2 dt . 

Nótese que si la fuerza aplicada.por la fuente externa y la velocidad que 
ésta causa están en la misma dirección, la fuente suministra potencia al sis¬ 
tema. Si la fuerza y la velocidad son opuestas, el sistema está regresando po¬ 
tencia a la fuente. Por ejemplo, un resorte almacena energía cuando se le 
aplica una fuerza para comprimirlo. Si la fuerza se remueve gradualmente, 
la fuerza externa y la velocidad tendrán signos opuestos y el resorte entrega¬ 
rá potencia. 
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Elementos pasivos y elementos activos. Algunos de los elementos de 
un sistema (masas y resortes, por ejemplo) almacenan energía. Esta energía 
puede introducirse al sistema posteriormente. La cantidad introducida, sin 
embargo, no puede exceder la cantidad que el elemento ha almacenado, a 
menos que tal elemento almacenara energía de antemano, no puede entre¬ 
garla al sistema. Debido a esto, tal elemento se denomina elemento pasivo . 
Esto es, los elementos pasivos son elementos no productores de energía. Un 
sistema que contenga solamente elementos pasivos se denomina sistema pa¬ 
sivo. Ejemplo de elementos pasivos son las masas, inercias, amortiguadores 
y resortes en sistemas mecánicos, e inductores, resistores y capacitores en 
sistemas eléctricos. Debe observarse que en los sistemas pasivos cada térmi¬ 
no en la ecuación diferencial del sistema homogéneo tiene el mismo signo. 

Un elemento físico que pueda entregar energía externa al sistema se de¬ 
nomina elemento activo. Las fuerzas y pares externas en los sistemas mecá¬ 
nicos, y las fuentes de corriente y de voltaje en los sistemas eléctricos son 

ejemplos de elementos activos. 

* * 

Un método de energía para la obtención de ecuaciones de movimiento. 
Aj principio de este capitulo presentamos dos métodos básicos para obtener 
las ecuaciones de movimiento de los sistemas mecánicos. Estos métodos se 
basan en la segunda ley de Newton y el principio de d’Alembert. Se dispone 
de otros enfoques diferentes para obtener las ecuaciones de movimiento, 
bpo de los cuales se basa en la ley de conservación de la energía. Aquí obte- 
temos esas ecuaciones por el hecho de que la energía total de un sistema 
permanece igual si ninguna energía entra o sale del sistema. 

* En los sistemas mecánicos, la fricción disipa energía en forma de calor. 
Los sistemas que no incluyen a la fricción se llaman sistemas conservativos. 
Considérese un sistema conservativo en el cual la energía esté en la forma de 
«nergia cinética y/o potencial. Puesto que la energia entra y sale en el siste¬ 
ma conservativo en la forma de trabajo mecánico, obtenemos 


A{T-\ V)-~A w 

donde A(T + U) es el cambio en la energía total y A W es el trabajo neto 
techo sobre el sistema debido a la fuerza externa. Si no entra energía exter- 
al sistema, entonces 


la cual da 


A(T H* t/) — 0 


T + U - constante 

^Con relación al sistema mecánico mostrado en la Fig. 2-23(a), si supo- 
< l ue no hay fricción, el sistema puede considerarse conservativo. La 
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energía cinética T y la energía potencial U están dadas por 

T = ¿mx 2 , U « £*x 2 



Posición de 
equilibrio 


Lineo de 
referencia 



(b) 


Fig. 2*23. Sistemas mecánicos. 

Por lo tanto, en ausencia de cualquier entrada de energía externa, 

T I- V = \mx 2 4- £/rx 2 ~ constante 

La ecuación de movimiento del sistema puede obtenerse diferenciando la 
energía total con respecto a t y haciendo el resultado igual a cero. 

Jr(r 4 U) -- mxx | kxx = (mjf -\ kx)x — 0 

Puesto que x no siempre es cero, tenemos 

mx 4 ^- kx = 0 

la cual es la ecuación de movimiento del sistema. 

Veamos a continuación el sistema mecánico de la Fig. 2-23(b). Aquí no 
hay amortiguamiento involucrado, por lo tanto, es un sistema conservativo. 
En este caso, puesto que la masa está suspendida de un resorte, la energía 
potencial incluye aquella que se debe a la posición del elemento de masa. En 
la posición de equilibrio, la energía potencial C/ 0 del sistema es 

U 0 = mgx o 4- i k Ó 1 

donde x 0 es la posición de equilibrio en un campo gravitacional del elemento 
de masa sobre una linea de referencia arbitraria y 6 es la deformación del re¬ 
sorte cuando el sistema está en posición de equilibrio o k6 = mg. 
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La energía potencial instantánea V es el potencial instantáneo del peso 
elemento de masa más la energía elástica instantánea almacenada en el 
lorte. Asi es que 


V 


= m g (*0 — x) + i*(<$ *1- X) 2 
— mgx o — mgx -I- \k Ó 1 4- k Sx + \k 
=- mgx o + ikS 2 - (mg -k5)x ~ {k 


x 1 
x 2 


lesto que mg = k 6, se sigue que 

(J — U 0 -r \kx 2 

,tese que el incremento en la energía potencial total del sistema se debe al 
emento en la energía elástica del resorte que resulta de su deformación 
le la posición de equilibrio. Además, debido a que jc 0 es el desplazamien- 
medido desde una línea de referencia arbitraria, es posible encontrar una 
de referencia tal que t/ 0 * 0. 

La energía cinética del sistema es T = \ rnx 2 . Puesto que la energía to¬ 
es constante, obtenemos 

t*' 

T -1- V = imx 1 + í/ 0 + {kx l ~ constante 

érenciando la energía total con respecto a / y observando que U 0 es cons- 
ite, tenemos, 


~(T + U) mxx + kxx = 0 


o bien 


(mJc + kx)x = 0 


Puesto que x no siempre es cero, se tiene que 


mx 4 ' kx — 0 

Ésta es la ecuación de movimiento del sistema. 

De este análisis vemos que el sistema mecánico donde el movimiento de 
I® masa se debe solamente a la fuerza de un resorte, el incremento en la 
energía potencial total del sistema es la energía elástica del resorte que resul- 
t* de su deformación desde la configuración de la posición de equilibrio. 



La figura 2-24 muestra un cilindro homogéneo de radio R y masa m 
w tiene la libertad de girar alrededor del eje de rotación y está conectado a la pared 
®®dto de un resorte. Suponiendo que el cilindro gira en una superficie áspera sin 
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deslizamiento, obténgase la energía cinética y la energía potencial del sistema. Des¬ 
pués obténganse las ecuaciones de movimiento basándose en el hecho de que la 
energia total es constante. 

La energía cinética del cilindro es la suma de (a energia cinética traslacional del 
centro de masa y la energia cinética rotacional respecto al eje de rotación. 

Energía cinética — T = {mi 2 -I* {JÓ 2 


Fig. 2-24. Cilindro homogéneo conec¬ 
tado a una pared a través de un resorte 



La energía potencial del sistema se debe a la deflexión del resorte. 

Energía potencial = U — {kx 2 

Puesto que la energía total T = U es constante en este sistema conservativo (lo cual 
significa que la pérdida en energía potencial iguala a la ganancia en energia cinética), 
se infiere que 


Til/ — \mi 2 -f {jé 2 + {kx 2 = constante 

El cilindro rueda sin deslizamiento, lo cual significa queje = R8. Reescribiendo esta 
última ecuación y observando que el momento de inercia J es igual a -jmR 2 , tenemos 

\mi 2 + {kx 2 = constante 

Diferenciando ambos miembros de esta última ecuación con respecto a / queda 


o bien 


\mix — kxi — 0 


(mi + jkx)i = 0 

Nótese que x no siempre es cero, y por lo tanto, mi + jkx debe ser idénticamente 
cero. Por lo tanto. 


o bien 


mi + y kx — 0 


. , 2k A 

x+ j¿, x = 0 


Esta ecuación describe el movimiento horizontal del cilindro. Para el movimiento ro- 
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/ 

* ' tonal, sustituimos x 

i 


RQ en esa ecuación para obtener 


+ —0 - 0 
^ 3 m 


W cualQuiera de las ecuaciones de movimiento la frecuencia natural de vibración es 
misma «w = V2A:/(3 w) rad/s. 



Comentarios. La utilización de la ley de conservación de la energía para 
obtener las ecuaciones de movimiento es fácil en sistemas simples. Sin em¬ 
bargo, este método puede no ser conveniente en sistemas a menos que sean 
simples. Lagrange desarrolló una forma más general de abordarlo basada 
ai el principio de energía. (Para los detalles, consulte el apéndice C.) Puede 
osarse para sistemas más generales. De hecho, en algunos casos, es más con¬ 
veniente usar el método de Lagrange que el enfoque convencional de New- 

ton. 

En un sistema mecánico complicado, es aconsejable obtener las ecua- 
etoneg de movimiento utilizando dos métodos diferentes para asegurarse 
qietas ecuaciones están correctas de los métodos basados en la segunda ley 
tflNewton, el principio de d’Alembert y otros más. 

aíf 

24ó ¡TRANSFORMA DORES DE MOVIMIENTO, ENERGÍA Y POTENCIA 

* v - En los sistemas mecánicos se encuentran numerosos transformadores de 
movimiento, energía y potencia. Sin embargo, expondremos sólo transfor¬ 
madores de movimiento mecánico y transformadores de energía y potencia 
de mecánica a mecánica (tales como una palanca, un bloque y una polea, un 
polipasto) que puedan usarse para mover una carga pesada en una distancia 
corta mediante la aplicación de una fuerza ligera en una distancia grande. 
Finalmente se describen sistemas de trenes de engranes; esto es, sistemas que 
■ctüan como transformadores de movimiento o transformadores de poten¬ 
cia,. dependiendo de la aplicación. 

Yago escocés. La figura 2-25(a) muestra un mecanismo de yugo escocés, 
. cua * produce un movimiento sinusoidal (senoidal) a la salida de un cigüeñal 
girando a velocidad constante. Siendo un transformador de movimiento, este 
otspositivo se usa como fuente de movimiento en sistemas mecánicos. Sin 
tfcrgo, esta fuente de movimiento puede convertirse en una fuente de 
luerza si se le conecta al elemento de carga a través de un resorte suave, como 

* mues ‘« en la Fig. 2-25<b). 

\ 

^^Falanca. Una palanca es un dispositivo que transmite energía de una 
w un sistema mecánico a otra. En la Fig. 2-26 se muestra un sistema 
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(o) (b) 

Fig. 2-25. Mecanismos de yugo escocés 

de palanca simple. El propósito de tal palanca es obtener una gran ventaja 
mecánica. La ventaja mecánica de una máquina se define como la relación 



entre la fuerza ejercida por la máquina y la fuerza impuesta a la máquina o 


Ventaja mecánica = MA = 


fuerza de salida 
fuerza de entrada 


En el presente sistema de palanca, si mg es el peso que se va a mover (o fuer¬ 
za que se va a balancear), la ventaja mecánica es mg/F. Puesto que FI¡ - 
mgi 2t la ventaja mecánica es l t /i 2 . Nótese que la fuerza de entrada (fuerza 
requerida para mover la carga o peso mg) es la fuerza de salida (carga o peso 
mg) dividida entre la ventaja mecánica o 
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Bloque y polea. El bloque y polea se refiere a un dispositivo en el cual 
una carga pesada se eleva mediante una fuerza comparativamente pequeña. 
Casi siempr c c * dispositivo se usa para mover una carga pesada en una dis¬ 
tancia corta aplicando una carga ligera que se mueve una distancia grande. 
La figura 2-27(a) muestra un polipasto de dos poleas. Aquí un cable se fija a 
la polea superior, pasa alrededor de la polea inferior y después regresa alre¬ 
dedor de la polea superior hasta la fuerza elevadora F. Un cable diferente 
que sostiene el peso mg se sujeta a la polea inferior. En el presente análisis, 
incluimos el peso de las poleas y el cable en el peso de la carga mg. También, 
despreciamos cualesquiera fuerza de fricción que pueda existir en el siste¬ 
ma. Nótese que los dos cables soportan a la polea inferior y al peso en este 
sistema. Puesto que F, y F 2 son fuerzas (de tensión) en el mismo cable, son 
iguales, y por lo tanto. 



mg 

2 


En la Fig. 2-27(b) se muestra un polipasto de cuatro poleas. (En el poli¬ 
pasto real, las dos poleas superiores son del mismo tamaño y están en la 
misma flecha. Lo mismo se cumple en las dos poleas inferiores.) En este ca¬ 
so, son cuatro los cables que soportan el peso mg. Puesto que la tensión del 
cable es la misma a lo largo de toda su longitud, se infiere que 


4 F = mg 


donde Fes la tensión en el cable y es la fuerza elevadora. En consecuencia, 

4 

La ventaja mecánica mg/Ft s 4. La entrada de trabajo por la fuerza de trac- 
d6n,es Re, donde x es la longitud del cable jalado por la fuerza elevadora y 
debe ser igual al trabajo de salida mgh. Por lo tanto, 

Fx = mgh 

Nótese que la altura h a la cual se eleva el peso es la distancia x recorrida por 
C ^ c * cva d° r dividida entre la ventaja mecánica o h = x/4. 

En razón de que no se obtienen grandes valores de ventaja mecánica 
con tildad, el bloque y polea generalmente se limita a cargas pequeñas. 


Ü VQ °***J a8l °* La figura 2-28 muestra un polipasto de cadena, un disposi- 
una ™^. ere de bloque y polea en que la cadena es continua. El uso de 
ni Imh? diferencial proporciona una gran ventaja mecánica. En esta figu- 
«os poleas superiores son de diámetros diferentes, pero están sosteni- 
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*■**• 2*27. (a) Polipario de dos polcas: 

Ib) polipasto de cuatro polcas (o) (b) 

das por la misma flecha, y por lo tanto, giran el mismo ángulo. Si se jala la 
cadena <7, las poleas superiores giran en el sentido de las manecillas del reloj. 
Al terminar de enrollarse la polea grande de radio /?, la cadena b se desen¬ 
rolla de la pequeña polea de radio r. El resultado es que la carga tng se le¬ 
vanta con una gran ventaja mecánica. 

Si la polea superior gira un ángulo de $ radianes, la cadena c se desenrolla 
de la polea pequeña una distancia rQ y, al mismo tiempo, la cadena d se enrolla 
en la polea grande una distancia R6. Asi pues, el resultado de acortar el ciclo 
cd es $(R - r ). La carga mg se levanta una altura igual a -j0(/? - r). 

El trabajo de entrada FR$, donde Fes la fuerza de tracción de la cadena y 
RB es la distancia recorrida, debe ser igual a la salida de trabajo \ mg$(R - r) 

Por lo tanto, 


FRB {mg6{R - r) 
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La ventaja mecánica es 


MA = 


mg _ 2 R 

F ' R~ ~r 



>b ■ • 

. m < 

Polipasto de cadena 

Puesto que la ventaja puede ser muy grande en un polipasto, este dispositi¬ 
vo se usa para elevar cargas pesadas. 

Nótese que si R - r, la ventaja mecánica se hace infinita, pero entonces 
el polipasto no levantará la carga en lo absoluto. En la práctica, R - r se 
hace lo suficientemente pequeña para sostener la carga en cualquier posi¬ 
ción, durante mucho tiempo, con una fuerza de tracción muy pequeña 
sobre la cadena a. En el análisis precedente del polipasto, no consideramos 
la fricción del sistema; en realidad ésta existe y suministra en forma conve¬ 
niente la pequeña fuerza de tracción necesaria. A causa de esto, no se re¬ 
quiere otra fuerza de tracción para sostener el peso indefinidamente. 



Ejemplo 2-14 . Considérese el polipasto mostrado en la Fig. 2-28 y supóngase que las 
dos poleas superiores tienen radios de 0.4 m y 0.38 m, respectivamente. ¿Cuál es la 
ventaja mecánica? Encuentre también la fuerza de tracción requerida para levantar 
un cuerpo de masa de 500 kg. 

La ventaja mecánica es 


MA * 


2 R 

R-r 


2 x 0.4 
0.4 - 0.38 


= 40 
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La fuerza de tracción F es 

r. mg 500 x 9.81 kg-m 
MA" 40 s 2 


122.6 N 


Tren de engranes. Los trenes de engrane se utilizan frecuentemente en 
los sistemas mecánicos para reducir la velocidad, amplificar el par o para 
obtener la transferencia de potencia más eficiente apareando el miembro 
impulsor con una carga dada. La figura 2-29 ¡lustra un sistema de engranes 


Entrado 



Salida 


Hr. 2-29. Sistema de tren de engranes. 

simple en el cual el tren de engranes transmite movimiento y par del 
miembro de entrada al miembro de salida. Si los radios del engrane I y en el 
engrane 2 son r t y r 2 , respectivamente, y el número de dientes del engrane 1 y 
del engrane 2 son /j, y n 2 , respectivamente, entonces 


£l = «i 

r 2 n 2 

En razón de que las velocidades de las superficies en el punto de contacto de 
los dos engranes deben ser idénticas, tenemos 

r,G>, = r 2 co 2 

donde wj y u> 2 son las velocidades angulares de los engranes 1 y 2, respectiva¬ 
mente. Por lo tanto. 


«i 

ct), r 2 n 2 

Si despreciamos las pérdidas por fricción, el tren de engranes transmite la 
potencia sin cambio. En otras palabras, si el par aplicado a la flecha de 
entrada es T x y el par transmitido a la flecha de salida es T 2 , entonces 

T x o>i = 7> 2 


Ejemplo 2-/5. Para ilustrar el concepto, considérese el sistema mostrado en la Fig. 2-30. 
Aquí se impulsa una carga medíante un motor a través de un tren de engranes. Supo- 
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*ndo que la rigidez de las Hechas del tren de engranes es infinita, que no hay juego 
¡ deformación elástica, y que el número de dientes de cada engrane es proporcional 
del engrane, encuéntrese la inercia equivalente y la fricción equivalente rcfc- 
Jjasa la flecha del motor (Hecha I) y también las correspondientes referidas a la 
'flecha de la carga (flecha 2), Los números de dientes del engrane I y el engrane 2 son 
' y n 2 , respectivamente. Las velocidades angulares de la Hecha I y la Hecha 2 son o, 
respectivamente, en tanto que la inercia y el coeficiente de fricción viscosa de 
¿ada componente de los trenes de engranes se expresan por J x , b x y J 2 y ¿> 2> respecti¬ 
vamente. 





Klg. 2*30. Sistema de tren de engranes 


* . 3 Aplicando la segunda ley de Newton al sistema se pueden obtener las siguientes 
4ét ecuaciones. Para la Hecha del motor (flecha 1 ), 


7,0), |- b x (ü\ I T\ — T m (2-33) 

r ;« 

< * 0n dé T m es el par desarrollado por el motor y T x es el par de la carga en el engrane 1 
^®hida al resto del tren de engranes. Para la flecha de la carga (flecha 2), 

T 2 (ü 2 ■* b 2 (ú 2 *1 Tx. — Ti (2-34) 

j¡®***k r 2 es el par transmitido al engrane 2 y T x es el par de la carga. Puesto que el 
hecho por el engrane I es igual al del engrane 2 , 


T x (o x = T 2 oj 2 


°b»ea 

'«A 


¿¡ti. 

a V», < 


T, 




1, el radio del engrane reduce la velocidad amplificando el par. La elimi- 
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nación de T\ y T 2 de las Ecs. (2-33) y (2-34) da 

J\ d>, + b\<úi + 4- b 2 <0 2 + Ti) = T m (2-35) 

Puesio que u> 2 = («i/« 2 )w|, eliminando u> 2 de la Ec. (2-35) se tiene 

(/' + (^) J *)p' + [ 6 > + (^) Í2 ] a>l + (‘í¡) 7i = T - < 2 '3«) 

Así pues, la inercia equivalente y el coeficiente de fricción viscosa del tren de engra. 
nes referidos a la flecha I están dados por 

A eq = A + (t£) A . bi «q = b t + (^) b 2 

El efecto de J 2 en la inercia equivalente y tcq se determina mediante la relación n x /n 2 . 
En trenes de engranes reductores de velocidad, la relación n x /n 2 es mucho menor que 
la unidad. Si n x /n 2 1, entonces el efecto de J 2 en la inercia equivalente J lcq es 
despreciable. Un comentario semejante se aplica a la fricción equivalente del tren de 
engranes. 

En términos de la inercia equivalente y el coeficiente de fricción viscosa 
ó teq , la Ec. (2-36) puede simplificarse para dar 

7| tqO )] f b\ «qCO] + — T„ 

donde n - n t /n 2 . 

l.a inercia equivalente y el coeficiente de fricción viscosa equivalente del tren de 
engranes referidos a la flecha 2 son 

A tu - A + (“) Ju “ ¿2 + (^) ¿t 

Así es que la relación entre J x ^ y A* « 



y la correspondiente entre b ítq yb 2eq cs 
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g|E ^pijOS DE PROBLEMAS Y SOLUCIONES 

A-M. Una bola de acero de masa de 10 kg está sostenida por la pared 
^¿^(vtase la Fig. 2-31). Encuéntrense las fuerzas de reacción /?, y R v 


C 



Wi 2-31. Bola de acero sostenida 

^ ' por paredes. 

ru •- -i 



Flg. 2-32. Diagrama de balance 
de fuerzas. 


<é> 

8iMdán. Las tres fuerzas mg, /?, y /? 2 deben balancearse como se muestra en la Fig. 
(£•32). De esa figura obtenemos 


obten 


R\ _ /?2 ffl¡g 

sen 60° sen 45° sen 75° 


A 

Por lo tanto. 


R, R 2 10 x 9.81 
0.866 “ 0.707 “ 0.966 

R x — 87.9 N, R z — 71.8 N 


A-2-2. En el sistema que se muestra en la Fig. 2-33 una barra de acero está 
•Aculada en el punto A. El alambre CBP sostiene una masa de JO kg. Hállese la 
de reacción F 2 que actúa sobre la barra AB y la tensión F 2 en el alambre. 

^•biUóa. Las tres fuerzas mg, F, y F 2 deben balancearse como en la Fig. 2-34. De la 

figura 

Fi _ Fz _ mg 
sen 120° sen 30° sen 30° 

o bien 


F, Fz 10 x 9.81 
0.866 - 0.5 ~ 0.5 


** lo tamo. 


F, = 169.9 N, Fz = 98.1 N 
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Fig. 2-33. Sistema mecánico Fig. 2-34. Diagrama de balance de 

fuerzas. 

Pkobi fma A-2-3. En el disco homogéneo de masa m y radio r que se muestra en la 
Fig. 2-35(a), calcúlese los momentos de inercia respecto a los ejes x y z. Supóngase 
que el sistema coordenado xyz tiene su origen en el centro de gravedad y que el disco 
es simétrico con respecto a cada eje. 




(o) 


(b) 


Solución. Defínase 


Fig. 2-35. (a) Disco homogéneo; (b) disco mostrado con sistemas de 
coordenadas rectangulares y polares 

/'° ‘ 


/•- 

t 

V 


t 


w : L 


* m 
P - nr z 


Entonces el momento de inercia J x respecto al eje x está dado por 


J* -* J y 2 piiVr z - y 2 )'Jy 
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Al cambiar el sistema de coordenadas rectangulares por un sistema de coordenadas 
polares, como en la Fig 2-35(b), obtenemos y = r sen 0. Así pues 


J x -- I* 2 (r sen 0) 2 pilcos, 0)r eos 0 dO 



sen 2 8 eos 2 $ d$ 


= 4 pr 4 f 2 sen 2 8 eos 2 8 d8 
Jo 

n 

= 4 P r *\j(Q - isen4^)j 2 


= \pr*n 
= \mr 2 

De manera semejante, ¿ \ mi*. Por lo tanto, el momento de inercia J. respecto 


al eje z es 


J, =J X ; J y = \ntr 2 


Problema A-2-4. Una bola de masa m se lan/a al aire en una dirección a 45° del ho¬ 
rizonte. Después de 3 segundos la bola se ve en una dirección a 30° del horizonte 
(Fig. 2r36). Despreciando la fricción del aire, encuéntrese la velocidad inicial v de la 

bola. 



Soladón. Las ecuaciones de movimiento de la bola en las dirección x y y son 

mx — 0 
my -- —ntg 

Integrando esas ecuaciones, encontramos 

jc(/) = v eos 45° 
jr(/) = (v eos 45°)/ 


jKO = -gt + usen 45° 

Mí) = —\gP + (v sen 45°)/ 



Cu» . 2 


¿PPdc M-nr* las condiciones iniciales x(0) = 0, x(0) = v cos45°,^(0) = OyXO) = 
'’^En/ = 3 segundos 

^2 = tan 30° — -j= 

*(3) v^T 

Puesto que x(3) = (0.707t>) x 3 y^3) = -y x 9.81 x 3 2 + (0.707t>) x 3, obte¬ 
nemos 

x 9.81 x 9 + (0.707v) x 3 1 

(0.707v) x 3 1.732 

Resolviendo esta ecuación para v da 

v = 49.2 m/s 


Problema A-2-5. Se aplica el freno a un auto que viaja a la velocidad constante de 
90 km/h. Si la aceleración a originada por la acción de frenado es de 5 m/s 2 , en¬ 
cuentre el tiempo y la distancia antes de que el auto se detenga. 

Solución. Nótese que 


90 km/s 2 = 25 m/s 

La ecuación de movimiento del carro es 

mx = —ma 

donde m es la masa del carro y x es el desplazamiento del auto medido desde el punto 
donde el freno comenzó a aplicarse. Integrando esta última ecuación, tenemos 


y 


¿(0 — —Ctt + u( 0 ) 


x(t) = — i<x / 2 -I- v{0)t + x( 0 ) 


donde x(0) = 0 y v(0) = 25 m/s. 

Supóngase que el auto se detiene en / = Entonces = 0. El valor de /, se 
determina de 


o bien 


x(fi) — —a/ t + v(0) = 0 


__ <K0) _ 25 _ < - 
1 “ a “ 5 “ 3S 


La distancia recorrida antes de que el auto se detenga es xf/j), donde 


x(/,) = —{at] + r(0)/| = x 5 x 5 2 + 25 x 5 
= 62.5 m 
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Problema A-2-6* Un cilindro homogéneo con radio de i m tiene una masa de 100 kg. 
¿Cuál será su aceleración angular si se le aplica un par extemo de 10 N-m alrededor del 
eje del cilindro? 

Solución. El momento de inercia J es 


J — = \ x 100 x l 2 = 50 kg-m 2 


La ecuación de movimiento del sistema es 

JÓ = T 


donde é es la aceleración angular. Por lo tanto, 


& _ T _ 10 N-m 

J ' 50 kg-m 2 


0.2 rad/s 2 


(Nótese que al examinar las unidades de esta última ecuación, vemos que la unidad 
de 0 no es s' 2 sino rad/s' 2 . Este uso aparece porque al escribir rad/$' 2 se indica que el 
ásgalo 9 está medido en radianes. El radián es una medida del ángulo y es la relación 
de la longitud del arco con respecto al radio. Asi pues, medido en radianes, el ángulo 
es im número puro. En el manejo algebraico de unidades la unidad “radián” se añade 
cuando sea necesario.) 


Problema A-2-7. Obténgase la constante de resorte equivalente del sistema mostra¬ 
do en la Fig. 2-37. 

Salndón. Para los resortes en paralelo, la constante de resorte equivalente k «, se ob¬ 
tiene de 


obien 


k x x + k 2 x = F = k t<l x 
— k% + k 2 



Fig. 2 -37. Sistema que consta de dos 
resortes en paralelo. 


A-2-8. Encuéntrese la constante de resorte equivalente para el sistema 
mos timdo en la Fig. 2-38(a) y muéstrese que también puede obtenerse gráficamente 
con *o lo indica la Fig. 2-38<b). 

fioluUÓo. En los resortes en serie, la fuerza en cada resorte es la misma. 
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Hg. 2-38. (a) Sistema que consta de A P B 

dos resortes en serie, (b) diagrama que 
muestra la constante de resorte equi¬ 
valente. (b) 
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pe modo que si las longitudes AC + BD representan a las constantes de resorte y 
respectivamente, entonces la longitud PQ representa la constante de resorte 
equivalente Esto es 

PQ = |“ ] = ^eq 


Problema A-2-9. En la l'ig. 2-39 el péndulo simple consiste en una esfera de masa 
tn suspendida por una cuerda de masa despreciable. Haciendo caso omiso de la elon¬ 
gación de la cuerda, encuéntrese la ecuación de movimiento del péndulo. Además, 
encuéntrese la frecuencia natural del sistema cuando $ sea pequeño Supóngase que 
no hay fricción. 



Solución. La fuerza gravitacional mg tiene la componente tangencial mg sen 0 y la 
componente normal mg eos 6. El par debido a la componente tangencial de mg es 
-mg¡ sen $. De modo que la ecuación de movimiento es 

jé = —mgl sen# 

donde J - mi*. Por lo tanto, 

ml 2 é 4- mgl sen 0 = 0 

o bien 


¿ -i- sen6 = 0 

Para un 6 pequeño, sen $ * $ y la ecuación de movimiento se simplifica a 

é -I £0 = 0 

frecuencia natural u>„ se obtiene entonces como 
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Problema A-2-10. Una masa m está suspendida por dos resortes en la Fig. 2-40 
Uno de los resortes es una viga en cantilever con constante de resorte *, si se carga 
transversalmente en su extremo. El otro resorte es uno de tensión-compresión con 
constante de resorte k 2 . Determínese la deflexión estática 6 de la masa cuando se la 
mide desde la posición en la cual el resorte no tiene carga. Determínese también la fre¬ 
cuencia natural del sistema. 



Fig. 2-40. Masa suspendida de dos resortes. 


Solución. En cierto sentido los dos resortes están conectados en serie, la constante 
de resorte equivalente k tq es 


L _ * 1*1 

“ *i + * 2 


Entonces la deflexión 6 estática es 



La frecuencia natural del sistema es 



Probi.fma A-2-11. Considérese la Fig. 2-41 donde un disco homogéneo de radio R y 
masa m que puede girar alrededor de su centro de masa el cual cuelga del techo y está 
precargado por resortes. (Dos resortes que están conectados mediante un alambre 
que pasa sobre la polea como se muestra.) Cada resorte está estirado una cantidad *• 
Suponiendo que el disco inicialmente está girando un pequeño ángulo $ y luego se le suel¬ 
ta, obténgase tanto la ecuación de movimiento del disco como la frecuencia natural. 

Solución. Si el disco está girando un ángulo 6 como en la Fig. 2-41, el resorte del lado 
derecho está estirado* + R$ y el resorte del lado izquierdo está estirado* - R6. Por 
lo tanto, la aplicación de la segunda ley de Newton al movimiento rotacional del dis¬ 
co da 


JÓ = -A(* + R$)R + *(* - R0)R 
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x (Proestirodo) 


donde el momento de inercia J es jmJ? 2 . Simplificando la ecuación de movimiento, 

tenemos 

6 -{- —0 = 0 
m 


Por lo tanto, la frecuencia natural es 


4k 


<o„= — 

m 



Problema A-2-12. En el sistema masa-resorte-polea de la Fig. 2-42, el momento de 
ftttrcia de la polea respecto al eje de rotación es 7 y el radio es R. Supóngase que el 





Fig. 2-42. Sistema masa-resorte-polea. 
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sistema está inicialmente en equilibrio. La fuerza gravitacional de masa m origina 
una deflexión estática del resorte tal que k 6 - mg . Suponiendo que el desplazamien¬ 
to.* de la masa m se mide desde la posición de equilibrio, ¿cuál es la ecuación de mo¬ 
vimiento del sistema? Encuéntrese además la frecuencia natural. 


Solución. Aplicando la segunda ley de Newton, obtenemos para la masa m 

mx = —T (2-37) 

donde T es la tensión en el alambre. (Nótese que x se mide desde la posición de 
equilibrio estático y el término mg no participa en la ecuación.) Para el movimiento 
rotacional de la polca, 

J§ — TR — kxR (2-38) 


Si eliminamos la tensión T de las Ecs. 2-37 y 2-38, el resultado es 

j9 — —mxR -- kxR 

Observando que x = RO, está última ecuación se simplifica a 


(.J + ntR z )é + kR 2 6 - 0 


o bien 




kR 2 


mR 2 


0—0 


I.a frecuencia natural es 


Cún ~ V J 


kR 2 


I- mR 2 


Probi kma A-2-13. En el sistema mecánico de la Fig. 2-43, un extremo de la palanca 
está conectado a un resorte y a un amortiguador, y se aplica una fuerza Fal otro 
extremo de la palanca. ¿Cuál es la ecuación de movimiento del sistema, si se supone 
un pequeño desplazamiento x? Supóngase también que la palanca es rígida y sin ma¬ 
sa. 



t-'ig. 2-43. Sistema de palanca 
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Solución. Utilizando la segunda ley de Newton, para un pequeño dcspla/amicnio a\ 
el movimiento rotacional alrededor del pivote P está dado por 


o bien 


Fl\ — (bx kx)h = 0 


bx I 


kx — b-F 
•2 


la cual es la ecuación dc movimiento del sistema. 


Problema A-2-14. Una escalera está apoyada sobre una pared (véase la I ig 2-44) 
Suponiendo que el coeficiente de fricción deslizante dc la pared es de 0.2 y el del pi¬ 
vote es de 0.5, encuéntrese el ángulo critico 0 en que la escalera comenzará a deslizar¬ 
se hacia abajo del piso. 


i 


Rg. 2*44. Escalera colocada contra 
una pared. 



SoHidón. Las magnitudes y direcciones de las fuerzas y las fuerzas dc reacción que 
actúan en el sistema aparecen en la figura. El ángulo crítico $ puede encontrarse con¬ 
siderando las ecuaciones de balance de fuerzas y balance de momentos. Las ecuacio¬ 
nes de balance de fuerzas son 


de las cuales 


/?, --- 0.5/?2 
mg — 0.2/?i -- R 2 


mg — 1 1 /? 2 

La ecuación de balance de momentos respecto al punto P es 

R 2 lco$6 = mgj-cosd O.5/? 2 /sen0 
la cual puede simplificarse a 

Ri — img + 0.5 R 2 tan 6 
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Sustituyendo mg = 1.1/?* en esta última ecuación, tenemos 

*2 - 0.55/f 2 + 0.5*2 tan 0 
la cual puede simplificarse a 


o bien 


tan 9 = 0.9 


6 =42° 

Por lo tanto, el ángulo critico 6 es de 42°. 


Problema A-2-15. Considérese un disco homogéneo de radio * y masa m colocado 
sobre un plano horizontal. Supóngase que en / = 0 se le da al centro de masa del dis¬ 
co una velocidad inicial '¿o en la dirección x (pero no se le da velocidad angular ini¬ 
cial) como se muestra en la Fig. 2-45; esto es, jr(0) = 0, i(O) = v 0 > 0,0(0) = 0, y 
9(0) - 0, donde 9 es el desplazamiento angular del disco respecto al eje de rotación. 
Determínese el movimiento del disco para t > 0. Supóngase que no hay fricción vis¬ 
cosa actuando sobre el disco. 



Fig. 2*45. Disco homogéneo colocado 
sobre un plano horizontal sometido a 
una velocidad inicial vo en la dirección x 


Solución. Cuando se aplica la velocidad inicial v 0 , el disco comienza a deslizarse con 
rodamiento. (El punto *, punto de conctacto entre el disco y el plano, tiene una velo¬ 
cidad i - RÓ > 0.) La fuerza de fricción con su magnitud fí k N t donde N es la fuerza 
normal que actúa en el punto de contacto, actúa durante un tiempo mientras el ci¬ 
lindro no comience a rodar sin deslizamiento. 

Las ecuaciones de movimiento para este sistema durante el intervalo de tiempo 
en el cual x - RÓ > 0 (lo cual signifíca que el disco se desliza sin rodamiento) son 


mJt = —F 
jé = FR 
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¿p ude F = — f¿k m 8 y 7 es el momento de inercia del disco alrededor del eje de ro¬ 

tación, o J = \ Esas dos ecuaciones pueden simplificarse a 

í — —Mkg 

6 - 2 /<»£ 

Integrándolas con respecto al tiempo, tenemos 

jc = v 0 - Hkgt (2-39) 

0 = ZMkjft ( 2 - 40 ) 

Nótese que las Ecs. (2-39) y (2-40) se mantienen válidas en el intervalo de tiempo en el 
cual jé - RÓ > 0. 

• A partir de las Ecs. (2-39) y (2-40), vemos que la velocidad x decrece y que la ve¬ 
locidad angular ése incrementa a medida que el tiempo t se incrementa. Así es que en 
dgta tiempo t = / t , x llega a ser igual 2lR§. Este instante particular t x puede determi¬ 
narse igualando x y RÓ y resolviendo para t x como sigue: 

*>o ~ Pkgt i = 

obten 


/ = ^ 

1 3 Mkg 

En t < r„ el disco rueda y se desliza. En / = /, el disco comienza a rodar sin 
Mizamiento a la velocidad x{\ x ) = RÓ(t x ) = 2t> 0 /3 = constante. 

Una vez que la velocidad del punto de contacto (punto P) llega a cero, la fuerza 
de fricción no actúa más en el sistema y el deslizamiento cesa. Por tanto, ya no se 
•plica F -íi k N. De hecho, la fuerza de fricción F llega a ser igual a cero cuando T 2: 

y el disco continúa rodando sin deslizamiento a la velocidad lineal constante de 
W3y a la velocidad angular constante de 2v 0 /(3K). 


A-2-16. En relación con el problema A-2-15, considérese un disco homo- 
•taeo de radio R y masa m puesto sobre un plano horizontal. En / = 0 al centro de 
m * sa del disco se le aplica una velocidad inicial v 0 en la dirección x y al mismo tiempo 
se le da una velocidad angular inicial alrededor del eje de rotación (Fig. 2- 
Determínese el movimiento del disco para / > 0. 

‘íiliiló». El movimiento del disco depende de si la velocidad del punto de contacto 
apunto P) es positiva, negativa o cero. La velocidad del punto de contacto es 


, u 0 = v 9 - Km* 

A continuación consideramos tres casos (» 0 > Ket> 0 » v* < Kct)o, t>o = Kot> 0 ) en forma 
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l'ig. 2*46. Disco homogéneo colocado 
sobre un plano horizontal sometido a 
una velocidad inicialvo en la dirección 
x y a una velocidad angular inicial o> 0 
alrededor del eje de rotación. 

Caso l.v 9 > Reo <>: Inicialmente hay deslizamiento. Las ecuaciones de movimiento 
son 

mx =- —F — —fi k N = -fi k mg 
jé -= FR 

donde J = \ mR 2 . Simplificando, estas ecuaciones se hacen 

x =- -fikg 

é - 2 

Por lo tanto, 

x = v 0 - R k gt 

En cierto tiempo / = /, la velocidad x se hace igual a RÚ. Este tiempo particular /, se 
encuentra a partir de 

Vo — fi k gt\ ~ r{o>q + 

o bien 



'■ = 3íb (r " - R<0 » ) 

En t = t x el punto de contacto (punto P ) tendrá velocidad cero y el deslizamiento ce¬ 
sará. Para / > / t , el disco rueda sin deslizamiento a la velocidad 

x js RÓ = y(2u 0 + Rcúq) ~= constante 

Caso 2. vo <RO)o: En este caso, el punto de contacto (punto P ) tiene velocidad « 0 = 
v 0 — Reo o < 0. Asi es que estará deslizándose inicialmente. La fuerza de fricción ac¬ 
túa en dirección opuesta a la del caso l. De modo que cambiando F por -Fen las 
ecuaciones de movimiento del caso 1, las ecuaciones de movimiento para el presente 
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caso resultan 


Simplificando 


mx = F 
jé = - FR 

x = fi k g 
é = -2 fi k ji 


Se tiene que 

X =v 0 + Hkgt 
é = G) 0 - 2/ik^t 

Vemos que x se incrementa y 0 decrece en tanto que t se incrementa. Por lo tanto, po¬ 
demos esperar que en algún tiempo / = / 2 , x(/ 2 ) = Ré{t z ) o 

1>0 + flkgtz — r((Oo — 2fik-^t^j 

Resolviendo para ( 2 > encontramos 

'* = - *’«> 

En t < / 2 , el disco rueda y se desliza. En / = / 2 el punto de contacto (punto P) tendrá 
velocidad cero; en t > / 2 , el disco rodará sin deslizamiento a una velocidad constante 
igual a 

x — Ré = -y( 2 vo + /too) 

Coso 3. v 0 = /too: En este caso, inicialmente el punto de contacto (punto P) tiene 
%tfocidad Uq — Vo — /to 0 = 0. En consecuencia, no hay deslizamiento en el movi¬ 
miento y las ecuaciones de movimiento son 


mx = —F 
jé = FR 

donde x = R0. Eliminando F de las ecuaciones de movimiento, obtenemos 

mx -j- \mRé = 0 

Sustituyendo entonces 0 - x/R en esta última ecuación, da 


0 bien 


mx + \mx = 0 


Atí ** para / s: 0 tenemos 


X =0 


x — v 0 = constante, é = — o> 0 — constante 
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Pros» p.ma A-2-17. Considérese el sistema mostrado en la Fig 2-47< a ), donde el ci¬ 
lindro de radio R y masa m se jala mediante un resorte desprovisto de masa con cons¬ 
tante de resorte k. Supóngase que el cilindro gira libremente alrededor de su eje y que 
se conoce el desplazamiento inicial x¡. ¿Cuál es la frecuencia natural del sistema? Su¬ 
póngase que no hay deslizamiento. 


(o) 





Fig. 2-47. (a) Cilindro jalado por medio de un resorte, (b) diagrama 
de fuerzas de) sistema del cilindro 

Solución. Las fuerzas que actúan sobre el sistema son la fuerza de tracción F Á = k{x, - 
x), la fuerza gravitacional mg, la fuerza de fricción F y la fuerza normal A/, como se 
muestra en la Fig. 2-47(b). (La fuerza normal N se balancea con mg\ es decir, N = mg.) 
La ecuación de movimiento en la dirección x es 

mx — F x — F =* k(x, — x) — F (2-41) 

Para el movimiento rotacional alrededor del centro de masa. 


jé = FR 


(2-42) 


Puesto que no hay deslizamiento, x - R$. Por lo tanto, la Ec. (2-42) queda 


Jx = FR 1 


Observando que J = j/w/? 2 , obtenemos 

F = ^5* = 
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La eliminación de Fde la Ec. (2-41) resulta en 

mx = k(x t — x) - ~mx 


o bien 


2 k 


2 k 


* + 


La frecuencia natural del sistema es ^/2k!0m). 


Problema A-2-18. Se coloca una caja sobre una carreta como se muestra en la Fig. 
2-48. Suponiendo que la carreta se acelera en la dirección x, encuentre la condición 
para que la caja se deslice y la condición para que la caja caiga. Supóngase también 
*t|ue Mj. el coeficiente de fricción estática máxima entre la caja y el piso de la carreta es 
Si la aceleración de la carreta se incrementa de cero a 0.4g, donde g es la cons¬ 
tante de aceleración gravitacional, ¿caerá la caja al piso? 


carreta. 




(H 



Solución. La caja comenzará a deslizarse si 


(fuerza de inercia) > (fuerza de fricción estática) 


caja caerá si 


4 

( momento debido a la fuerza de inercia\ /momento debido a mg\ 
respecto al punto P / > yrespecto al punto P ) 

Si la carreta tiene una aceleración <X, la magnitud de la fuerza de inercia es mCt . 
** '■^nitud de la fuerza de fricción máxima esAsí pues, la condición para 
**** 1* caja comience a deslizarse es 


yU: 


md > H,mg 


* > P*g = 0 . 3 * 
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La condición para que la caja se caiga es 

„ ¿> a 

wOCy > mg-y- 

o bien 

a > = 0.5g 

Puesto que la condición para que la caja comience a deslizarse es a = 0.3g y la 
condición para que la caja comience a caer es a = 0.5g, la caja comenzará a deslizar¬ 
se a medida que la aceleración de la carreta se incremente de cero a OAg. La caja no 
llegará a caer. 

Problema A-2-19, Se hace deslizar una caja de masa m sobre una superficie hori¬ 
zontal lisa. Si la velocidad inicial de la caja es de 5 m/s, ¿qué tan lejos se deslizará? 
Supóngase que ¡i kt el coeficiente de fricción entre la caja y la superficie es de 0.2. 

Solución. La ecuación de movimiento de la caja es 

mx = —F (2-43) 

donde F, la fuerza de fricción, es 

F = H k mg — 0.2 mg> 

Por lo tanto, la Ec. (2-43) se simplifica a 

x = —02g 

Integrando esta última ecuación y observando que la velocidad inicial es de 5 m/s, te¬ 
nemos 

*(/) = -0.2 x 9.81/ + 5 = -1.962/ + 5 (2-44) 

La velocidad x llega a cero cuando / = /,, donde 

/] = L962 

La integración de la Ec. (2-44) con respecto a t da 

*(/) = —0.981/ 2 + 5/ 

donde supusimos ¿(0) = 0. La distancia que viaja la caja antes de detenerse se ob¬ 
tiene sustituyendo / = /, en esta última ecuación. 

*(/,) = —0.98l(y-j^) + 5(j-gg2) = 6.37 

Asi pues, la distancia recorrida es de 6.37 metros. 

Problema, A-2-20. Se coloca una caja de masa m sobre un plano inclinado cuyo 
ángulo de inclinación es de 30° (véase la Fig. 2-49). Encuéntrese el trabajo realizado 
cuando la caja se mueve hacia arriba a una velocidad constante a lo largo del plano 
inclinado una distancia de 5 m. Supóngase que la masa m es de 10 kg y el coeficiente 
de fricción deslizante m es de 0.3. 
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Solución. El trabajo realizado es 

W = Fl 

donde F es la fuerza de tracción a lo largo del plano inclinado y / es la distancia re¬ 
corrida. La ecuación de movimiento del sistema es 

mx = —mg sen30° — fi k N -f F 

donde m es la masa de la caja yiV = — mg sen 30°. Cuando la caja se mueve a lo lar¬ 
go del plano inclinado a velocidad constante, X = 0. Por lo tanto, 

F — mg sen 30° -f- 0.3m^cos 30° = mg( 0.5 + 0.3 x 0.866) 

= 10 x 9.81 x 0.760 = 74.5 N 
Luego el trabajo realizado es 

W = 74.5 x 5 = 373 N-m 


Problema A-2-21. Se coloca un tanque de agua circular con radio de 2 m y altura 
de 5 m, a 20 m de altura sobre el suelo, como se muestra en la Fig. 2-50. Obténgase la 
energía potencial del agua que llena al tanque. Supóngase que la densidad del agua es 
de 1000 kg/m 3 . 



Fig. 2-50. Tanque de agua. 


Solución. 


La masa m del agua en el tanque es 


2 x 2 x 3.14 x 5 x 1000 = 62.8 x 10 3 kg 
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a altura h del centro üe gravedad del agua en el tanque es de 20 + -y x 5 = 22.5 m. 
Por lo tanto, la energía potencia IJ tomando el nivel del suelo como línea de referen¬ 
cia es 


U - mgh 

= 62.8 x 10 3 x 9.81 x 22.5 
= 13.86 x 10 6 N-m 


Problema A-2-22. Un cuerpo de masa m se lanza verticalmente hacia arriba en el aire 
con una velocidad inicial de 20 m/s. ¿Qué tan lejos llegará? Encuéntrese la distancia 
vertical mediante el uso de la ley de conservación de la energía. 

Solución. Midamos la distancia vertical desde el punto donde el cuerpo se lanza ha¬ 
cia arriba. En el instante en que el cuerpo ha sido lanzado hacia arriba, la energía po¬ 
tencial U i es cero y la energía cinética 7\ es 

Tt = {mvHO) 

En el instante en que el cuerpo alcanza la altura máxima h la energía potencial U 2 es 


(J 2 = mgh 

y la energía cinética T 2 es cero. 

Aplicando la ley de conservación de la energía, obtenemos 

Tt + U t = T 2 + V 2 

o bien 

\mv 2 (0) = mgh 

de la cual obtenemos 


1 v 2 (0) 1 20 2 

” 2 g " 2 9.81 


20.39 m 


Problema A-2-23. La salida de una máquina se mide mediante un freno de Prony 
como se muestra en la Fig. 2-51. La velocidad angular medida es de 4 Hz. Encuéntre¬ 
se la potencia de salida de la máquina en watts. 



Fig. 2-51. Sistema de freno Prony. 
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Solución. El par T de la tn&Qmns está balanceada con el par de frenado tngi. Por lo 
tanto, 

T = mgl = 20 X 9.81 x 1 = 196.2 N-m 
Puesto que la potencia de salida P es 7co, tenemos 

P = Tco — 196.2 x 4 x 2n 
= 4930 N-m/s 
= 4930 W 

Problema A-2-24. Supóngase que un automóvil con masa de 2000 kg está viajando 
a velocidad constante de 90 km/h. Cuando se aplica el freno del auto durante un 
tiempo finito, la velocidad de éste se reduce a 30 km/h. Encuéntrese la energía absor¬ 
bida por el freno. 

Solución. Adviértase que 

90 km/h = 25 m/s, 30 km/h = 8.33 m/s 

La energía absorbida por el freno es 

W — ^mv * — \tnv\ 

= \ x 2000 x (25 2 - 8.33 2 ) 

= 5.556 x 10 s N-m 
= 5.556 x 10 3 J 

Problema A-2-25. Un cilindro homogéneo de radio R y masa m rueda hacia abajo, 
sin deslizamiento, en un plano inclinado cuyo ángulo de inclinación es <f> (véase la 
Fig. 2-52). Supóngase que el cilindro está en reposo inicialmente. Aplicando la ley de 
conservación de la energía, encuéntrese la velocidad lineal del centro de masa del ci¬ 
lindro cuando ha rodado hacia abajo en el plano una distancia L. 


Fig. 2-52. Cilindro homogéneo rodan¬ 
do hacia abajo en un plano inclinado. 



Solución, en t = 0, la energía cinética potencial del cilindro son 

Energía cinética 7¡ = 0 
Energía potencial T x = mg(L sen <f) + h) 
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donde la energía potencial se mide desde la línea horizontal de referencia mostrada 
en la Fig. 2-52. 

En el instante en que el cilindro ha rodado hacia abajo una distancia lineal L la 
energía cinética y la energía potencial son 

Energía cinética T z = j¡mx* + \jQ l 

Energía potencial (J 2 = mgh 


(La energía cinética consta de la energía cinética traslacional y la energía cinética ro¬ 
tacional.) Mediante la aplicación de la ley de conservación de la energia, tenemos 


o bien 


T\ + Ui — T 2 + U z 


mg(L sen 0 + h) = \mx 2 -f uó* + mgh 


(2-45) 


Puesto que el cilindro rueda sin deslizamiento, x = R0 . También J = y mR 2 . Por lo 
tanto, la Ec. (2-45) se hace 

mgL sen0 = \mx 2 + \m: c 2 


o bien 


* = V \gL sen 0 


Este valor de x da la velocidad lineal del centro de masa cuando ha rodado hacia aba¬ 
jo en el plano una distancia L. 


Probi fma A-2-26. Considérese el sistema masa-resorte-polea de la Fig. 2-53(a). Si 
la masa m se jala hacia abajo una distancia corta y luego se suelta, vibrará. Obténga¬ 
se la frecuencia natural del sistema aplicando la ley de conservación de la energia. 



Fig. 2-53. (a) Sistema masa-resorte-polea; (b) diagrama para explicar 
la energía potencial del sistema. 
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Solución. Defínase x, y y Q como el desplazamiento de la masa ni, el desplazamiento 
de la polea y el ángulo de rotación de la polea, medidos, respectivamente, desde sus 
posiciones de equilibrio correspondientes. Nótese que x = 2y, rQ = x - y = y, y 
J = \MR 2 . 

La energía cinética T del sistema es 

T = ¿m* 1 + -i- My* + \j6- 

= -~mx* + + i-A//J 2 (¿) 2 

= T '”* 2 + 

En relación con la Fig. 2-53(b), la energía potencial U del sistema puede obte¬ 
nerse como sigue. En el estado de equilibrio la energía potencial U 0 es 

U 0 = tyyl 4- Mg(l - y o) + mg(l - x 0 ) 

donde y h es la deflexión estática del resorte debida a las masas colgantes M y m. 
Cuando las masas m y M se desplazan en x y y, respectivamente, la energía potencial 
instantánea U puede obtenerse como 

U - ±k(y ó + y) 1 4- Mg(l ~y 0 - y) + mg(l - x 0 - x) 

= {kyj + ky d y + $ky 2 + Mg(l — >»o) — Mgy + mg(l ~ *o) — m SX 
= U 0 + \ky 2 ~r ky a y — Mgy — mgx 

Adviértase que, en relación con la Fig. 2-53(b) otra vez, la fuerza del resorte ky h debe 
balancearse con Mg + 2 mg o 


Por lo tanto, 


ky 6 = Mg 4- 2 mg 


y 


ky s y = Mgy -F 2 mgy — Mgy + mgx 


i 


U = Uo + w 2 =í/o+ 

donde t/ 0 es constante. 

Aplicando la ley de conservación de la energía a este sistema conservativo, 

T -F £/ = 4-4- l/fl F \kx 2 = constante 

Diferenciando entonces ambos lados de esta última ecuación con respecto a T da 

mxJc + \MxX 4- \kxx = 0 

o bien 

[(m 4- $A/)* 4- = 0 

Puesto que x no siempre es cero, debemos tener 

(m 4- \M)x + \kx — 0 
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o bien 


* + 


2k 

8 m -f 3Af 


x 


0 


Por lo tanto, la frecuencia natural del sistema, es 


<o tt 



2k 

8m + 3 M 


Problema A-2-27. Considérese el sistema mostrado en la Fig. 2-54 en el cual un ci¬ 
lindro de radio r y masa m sin deslizamiento sobre una superficie cilindrica de radio 
R. Suponiendo que la amplitud de la oscilación sea pequeña, encuéntrese la frecuen¬ 
cia de oscilación del cilindro utilizando la ley de conservación de la energía. 


O 



Fig. 2-54. Cilindro que rueda sobre una superficie cilidrica. 

Solución. Definamos el ángulo 6 como el ángulo de rotación de la linea OP desde la 
posición vertical. El ángulo <f> es el ángulo de rotación de la linea PQ. Cuando el ci¬ 
lindro rueda sin deslizamiento 

*|0| = K|0l + |0D 

o bien 

(J»-r)|0| = r|*| 

donde \Q\ y \<f>\ denotan los valores absolutos de los ángulos $ y 0. (Se usan los valores 
absolutos porque las direcciones positivas de los ángulos 6 y 0 son opuestos entre si.) 

Supóngase que el cilindro rueda hacia arriba a una altura h 0 y luego rueda hacia 
abajo. Entonces la energía potencial en este punto extremo es mgh 0 . La energía ciné¬ 
tica es cero, puesto que en este punto el cilindro se detiene. Luego en un tiempo ar¬ 
bitrario /, la energía potencial que el cilindro posee es mgh y la energía cinética es 
$mv z + donde v es la velocidad del centro de gravedad del cilindro y J es el 

momento de inercia del cilindro con respecto al eje de rotación en el punto P. Por lo 
tanto, J = ymr 2 . 

Aplicando la ley de la conservación de la energía, tenemos 

\mv z + 4- mgh = mgh o 


(2-46) 



Cap. 2 


Ejemplos de Problemas y Soluciones 93 


puesto que 

v 2 =z (R — r) 2 Ó z = r z 4 >2 
La Ec. (2-46) puede simplificarse a 

Imv 2 = pn(R ~ r) 2 Ó 2 = m*(A 0 - h) (2-47) 

Tomando en cuenta que 

h 0 = R — (R — r) eos 0 O 
h = R - (R - r) eos 9 
La Ec. (2-47) puede escribirse 

^(/? — r)Ú 2 = ^(cos 9 — eos 0 O ) 

Diferenciando esta última ecuación con respecto a / da 

&R - r)66 = g( —sen 9)6 

o bien 

0(* - r)6 4- £sen 9]Ó = 0 
Puesto que Ó no siempre es cero, debemos tener 

${/? — r)6 4 g sen 9 = 0 

Para valores pequeños de 0, sen 0 == 0, y esta última ecuación puede simplificarse a 



g 

(R-r) 


9 


= o 


la cual es la ecuación de movimiento del sistema cuando 0 es pequeño. La frecuencia 
de este movimiento armónico simple es 


V 3 (R-r) 

Problema A-2-28. Si en el sistema masa-resorte de la Fig, 2-55 la masa m s del resor¬ 
te es pequeña, pero no tan pequeña que sea despreciable al compararla con la masa 
suspendida m, muéstrese que la inercia del resorte puede tomarse en cuenta añadien¬ 
do un tercio de su masa m s a la masa suspendida m y después tratando al resorte como 
un resorte sin masa. 


•////////////////Z 


dt 



Fí 8* 2-55. Sistema masa-resorte. 


t 

x 
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Solución. Considérese la vibración libre del sistema. En vibración libre, el desplaza¬ 
miento x puede escribirse 


x = A eos (út 

Puesto que la masa del resorte es comparativamente pequeña, podemos suponer que 
el resorte es estirado uniformemente. Entonces, el desplazamiento de un punto del 
resorte a una distancia £ del tope puede darse por (£ll)A eos cot. 

En la posición media donde A' = 0 y la velocidad de la masa m es máxima, la ve¬ 
locidad de la masa suspendida es Acó y la del resorte a la distancia £ respecto al tope 
es{£fl)Aco. La energía cinética máxima 7" máv es 

r„, á . = Jj-mí/to)* + ÍtÍtXt' 4 ®)*^ 

= r{ m + t ) /|2 “ 2 

Obsérvese que la masa del resorte no afecta el cambio en energía potencial del siste¬ 
ma y que si el resorte no tuviera masa, la energía cinética máxima podría haber sido 
p or jo tanto, concluimos que la inercia del resorte puede ser tomada en 
cuenta simplemente añadiendo un tercio de su masa a la masa suspendida y luego 
tratando al resorte como uno sin masa. 


Problema A-2-29. Encuéntrese la aceleración de la masa w, en el polipasto de dos 
poleas mostrado en la Fig. 2-26. 


S///SS/////S//SSSS//S* 


A 


K 



rr>2 = 1.2 m 1 



m z q 


Fig. 2-56. Polipasto de dos poleas. 


Fig. 2-57. Fuerzas que actúan en el 
sistema del polipasto de dos poleas 
mostrado en la Fig. 2-56. 
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Solución. Supóngase que la aceleración de la masa w, es o i. En relación con la F ; ig. 
2 - 57 , la ecuación de movimiento de la masa m, es 


para la masa m 2> 


m x a — m x g — T 


a 


m 2 -r = 2T — m 2 g 


Sustituyendo m 2 = 1.2 m x en esta última ecuación, tenemos 

O.órwiflt - 27’ — \.2m x g 
Eliminando T de las Ecs. (2-48) y (2-49) da 


(2-48) 


(2-49) 


De la cual 


2.6/Wja = 0&m x g 


„ 0.8 0.8 X 9.81 

a = 7J? = '2.6 “ 


3.02 m/s 2 


Problema A-2-30. Se aplica un par T a la flecha 1 en el sistema de tren de engranes 
de la Fig. 2-58. Obténgase la ecuación de movimiento del sistema. Supóngase que los 
momentos de inercia de los engranes son J\ y J 2 como se muestra en el diagrama y que 
el par de carga es T L . 



Flecha 1 


Flecha 2 


Fig. 2-58. Sistema de tren de engranes. 

Solución. Para la flecha 1, la ecuación de movimiento es 

J X 6 X = —k$ x ~T X +T (2-50) 

donde 7\ es el par trasmitido a la flecha 2. Para la flecha 2, 

J 2 S 2 = -bé 2 - T l + T 2 (2-51) 

donde T 2 es el par aplicado a la flecha 2 a través de los engranes 
De las restricciones geométricas, 

/*i0, = r 2 0 2 

Pue $to que el trabajo realizado por el engrane 1 es igual al realizado por el engrane 2, 
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o bien 

L. = íi = íi 
Ti e, n 

Asi pues, de las Ecs. (2-51) y (2-52) 

J 1 ó l + ¿A + T t = T 1 = rA 

' 1 

Si eliminamos T x de las Ecs. (2-50) y (2-53), el resultado es 


(2-52) 


(2-53) 


•/A + *0, + A./A + bó t + t l ) = t 
r 2 

Sustituyendo entonces 0 2 = (f 1 /r 2 )d 1 en esta última ecuación, da 

[/, + + <^)A + k 0 t = T — — Tí. 

Esta es la ecuación de movimiento del sistema referida a la flecha 1. En términos del 
ángulo 0 2 > esta última ecuación se hace 


/» + ( 7 ¡) Ji _ + ^ 



la cual es la ecuación de movimiento del sistema referida en la flecha 2. 



mg 

Fig. 2-59. Masa suspendida por dos 
alambres. 



PROBLEMAS 

Problema B-2-1. En el sistema de la Fig. 2-59 una masa de 1 kg está suspendida de 
dos alambres AB y BC. Encuentre la tensión en los alambres. 

Problema B-2-2. La figura 2-60 muestra una barra de acero articulada en el punto 
A y una masa de 20 kg suspendida del punto B. La barra está sostenida por un 
alambre CD.Encuentre la tensión en el alambre CD. 

Problema B-2-3. Un disco homogéneo tiene un diámetro de 1 m y una masa de 100 kg. 
Obtenga el momento de inercia del disco respecto al eje perpendicular al disco que 
pasa a través de su centro. 
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PROBLEMA B-2-4. Una bola se deja caer desde un punto loo m arriba del suelo con 
una velocidad inicial de 20 m/s. ¿Cuánto tardará la bola en llegar al suelo? 

Problema B-2-5. Un volante de momento de inercia J — 50 kg-m 2 que ¡nicialmente 
permanece quieto se somete a un par constante. Si la velocidad angular alcanza 20 Hz 
en 5 segundos, encuentre el par que se aplica al volante. 

Problema B-2-6. Se aplica un freno a un volante que gira a una velocidad angular de 
100 rad/s. Si la velocidad angular se reduce a 20 rad/s en 15 segundos, encuentre la 
desaceleración dada por el freno y el ángulo total girado en el período de 15 segundos. 

*1 *2 
Ay\A/v*--» 


(o) 





Fig. 2-61. Sistema consta de tres re¬ 
sortes. 


Fig. 2-62. (a) Sistema consta de dos re¬ 
sortes en serie; (b) diagrama que mues¬ 
tra la constante de resorte equivalente. 


Problema B-2-7. Obtenga la constante de resorte equivalente k ^ del sistema 
mostrado en la Fig. 2-61. 

Problema B-2-8. Considere los resortes conectados en serie que se muestran en la 
Fig- 2-62(a). En relación con la Fig. 2-62(b), muestre que la cons tante de resorte 
equi v alent e k eQ puede obtenerse gráficamente como la longitud OC si las longitudes 
OA y OB representan a^y k 2 , respectivamente. 

Problema B-2-9. Encuentre la frecuencia natural del sistema mostrado en la Fig. 2-63. 

Problema B-2-10. El péndulo de la Fig. 2-64 gira libremente debido a su propia 
fuerza gravitacional. El momento de inercia del cuerpo respecto al eje de rotación es 
Suponiendo que el ángulo 0 sea pequeño, obtenga la frecuencia de oscilación. 
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Fíg. 2-63. Sistema mecánico. 



Problema B-2-11. En relación con el manómetro en forma de U mostrado en la 
F¡g. 2-65, donde se ha llenado parcialmente con liquido el tubo de vidrio en U; supo¬ 
niendo que la masa total del liquido en el tubo es m , la longitud total del líquido en el 
tubo es L y la viscosidad del liquido es despreciable, ¿cuál es la ecuación de movi¬ 
miento del líquido? Encuentre la frecuencia de oscilación. 



Fig. 2-64. Sistema de péndulo. 


Fig. 2-65. Sistema de manómetro en 
forma de U. 



Problema B-2-12. En el sistema mecánico mostrado en la Fig. 2-66, suponga que la 
barra no tiene masa, es perfectamente rígida y está articulada en el punto P. El 
desplazamiento x se mide desde la posición de equilibrio. Suponiendo que el despla¬ 
zamiento x sea pequeño, el peso mg en el extremo de la barra es de 5 N y la constante 
de resorte k es de 400 N/m, encuentre la frecuencia natural del sistema. 

Problema B-2-13. Obtenga las ecuaciones de movimiento del sistema mostrado en 
la Fig. 2-67ia), (b) y (c). 
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Fíg. 2-66. Sistema mecánico. 



Plg. 2-67. Sistemas mecánicos. x 2 

Problema B-2-14. Aplicando la segunda ley de Newton al sistema masa-resorte- 
polea de la Fig 2-53(a), obtenga el movimiento de la masa m cuando se jala hacia 
abajo una corta distancia y se (a suelta. El desplazamiento x de la masa m se mide 
desde la posición de equilibrio. (La masa, el radio y el momento de inercia de la po- 
ka son M, R y J = ~ 2 MR 2 , respectivamente.) 
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Problema 0-2*15’ Un cuerpo de masa m (donde m = 10 kg) se jala mediante una 
fuerza Fen la dirección mostrada en la Fig. 2-68. Si el coeficiente de fricción desli¬ 
zante entre el cuerpo y el piso es de 0.3, encuentre la magnitud de la fuerza F necesa¬ 
ria para mantener el cuerpo moviéndose a velocidad constante. 


Fig. 2-68. Cuerpo colocado sobre un 
piso y jalado por una fuerza F. 



F 


Problema B-2-16. Un bloque de madera con masa de 2 kg colocado sobre una su¬ 
perficie horizontal áspera está ligado a una masa colgante de 1 kg a través de un 
alambre sin masa (véase la Fig. 2-69). El alambre pasa horizontalmente sobre una 
polea sin fricción. Suponga que el alambre es inextensible. El bloque de madera ini¬ 
cialmente se mantiene en reposo y la masa colgante está en reposo. En t = 0 se suelta 
el bloque de madera. Encuentre la velocidad del bloque cuando se ha movido 0.5 m. 
Suponga que el coeficiente de fricción deslizante entre el bloque de madera y la su¬ 
perficie horizontal áspera es de 0.2. 



Problema B-2-17. Un cilindro homogéneo de radio R y masa m rueda sobre una su¬ 
perficie áspera. Está conectado a la pared a través de un resorte como se muestra en 
la Fig. 2-70. Suponga que el cilindro rueda sin deslizamiento. Aplicando la segunda 
ley de Newton, obtenga la frecuencia de oscilación del sistema. 



Fig. 2-70. Cilindro homogéneo conec¬ 
tado a una pared por medio de un re¬ 
sorte. 
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Problema B-2-18. Considere un cilindro homogéneo de radio R y masa m movién¬ 
dose hacia abajo en un plano inclinado cuyo ángulo de inclinación es ct como se 
muestra en la Fig. 2-71, Cuando el cilindro rueda hacia abajo sin deslizamiento, F = 
k] - i^mg eos or, y las ecuaciones de movimiento son 

mx = mgszn Ct — ¡i k mg eos Ct 



Rg. 2-71. Cilindro homogéneo rodando 
hacia abajo en un plano inclinado. 


my = —mg eos <X 4- N = 0 
J§ = FR 

Suponemos que las condiciones iniciales son jr(0) = 0, x(0) = 0, 0(0) = 0 y 0(0) = 0. 
Muestre que cuando el cilindro rueda hacia abajo con deslizamiento, las soluciones 
*(/) y 0(0 de las ecuaciones de movimiento satisfacen la relación x > RO o x > R6. 

Problema B-2-19. Un cilindro homogéneo de radio R y masa m está inicialmente en 
reposo sobre una superficie horizontal áspera. Se aplica una fuerza externa F en el 
borde superior del cilindro (véase la Fig. 2-72). Suponiendo que el cilindro rueda sin 
deslizamiento, encuentre la magnitud y dirección de la fuerza de fricción estática. 




Ug. 2-72. Cilindro homogéneo en una Rg. 2-73. Cuerpo colocado sobre un 

superficie horizontal áspera sometido plano inclinado, 

a una fuerza externa F. 


Problema B-2-20. Un cuerpo con masa de 1 kg se coloca sobre un plano inclinado 
cuyo ángulo de inclinación es de 30° como se muestra en la Fig. 2-73. Si el cuerpo se 
desliza hacia abajo una distancia lineal de 2 m a lo largo del plano inclinado, ¿cuánto 
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trabajo se hace por la fuerza gravitacional y por la fuerza de fricción? Suponga que 
el coeficiente de fricción deslizante es de 0.2. 

Problema B-2-21. Un cuerpo con masa de 1 kg está en reposo sobre un plano incli¬ 
nado cuyo ángulo de inclinación es de 30° (Fig. 2-74). Si se jala al cuerpo hacia arriba 
mediante una fuerza constante Fa lo largo de la superficie inclinada, la velocidad al¬ 
canza los 5 m/s en el punto donde el cuerpo se ha movido 6 m. Encuentre el trabajo 
hecho por la fuerza F, por la fuerza gravitacional y por la fuerza de fricción deslizan¬ 
te. Suponga que el coeficiente de fricción deslizante es de 0.2. 



Flg. 2-74. Cuerpo colocado sobre un 
plano inclinado. 


Problema B-2-22. Un resorte requiere una fuerza de 50 N para estirarse 5 cm. Si el 
resorte se estira 10 cm, ¿cuánta energia potencial posee el resorte debido a su elonga¬ 
ción? 

Problema B-2-23. Un disco de radio 0.5 m y masa de 10 kg está sometido a una 
fuerza tangencial de 50 N en su periferia y está girando a la velocidad angular de 
100 rad/s. Calcule el par y la potencia en la flecha del disco. 

Problema B-2-24. Obtenga la potencia necesaria para jalar un cuerpo con masa de 
5 kg verticalmente hacia arriba 10 m en 5 segundos. 

Problema B-2-25. Suponiendo que la masa m de la barra del péndulo mostrado en 
la Fig. 2-75 es pequeña, pero no despreciable comparada con la masa Af, encuentre la 
frecuencia natural del péndulo cuando el ángulo 0 sea pequeño. 
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Problema B-2-26. Utilizando la ley de conservación a* i* u* 

ecuación de movimiento del sistema mostrado en la Fig. 2-76 ^ ° 6063 


PROBLEMA B-2-27. una masa M coiocaaa suore un piano horizontal liso está unida 
a una masa colgante m a través de un alambre sin masa como se muestra en la Fie 2-77 

~-mbre pasa horizontalmente sobre una polea de radio r y masa m La nnlea 

está libre para girar sobre su eje de rotación. Suponga que el alambre es ínextensible 



Flg. 2-77. Sistema de masa colgante. 


y no se desliza cuando la polea gira. Suponga también que la masa M se mantiene ini- 
cialmente en reposo y que la masa tn está en reposo a una distancia vertical x del piso. 
En / — 0, se suelta la masa M para que se mueva. Utilizando la ley de conservación 
de (a energía, encuentre la velocidad de la masa m cuando pega contra el piso. Des¬ 
precie la fricción entre la masa M y el plano horizontal. 





i i 

m 9 mg 

Fig. 2-78. Polipasto. Fig. 2 -79. Polipasto. 
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MA b _ 2-28. Un cuerpo de peso mg (donde m = 1000 kg) se jala verticalmen- 

PR Í ,B •„ arriba mediante un polipasto como se muestra en la Fig. 2-78. Encuentre la 
te nacía * . _ . 4 • _ 

fuerza necesaria para mover el peso. ¿Cuánta potencia se necesita para mover el peso 

a una velocidad de 0.5 m/s? 

Problema B-2-29. En el polipasto mostrado en la Fig. 2-79, encuentre el peso máxi¬ 
mo mg N que puede jalarse hacia arriba mediante una fuerza F de 5 N. Suponga que 
la barra AB pesa 2 N. Para mantener la barra AB horizontal cuando se jala el peso 
mg ¿dónde debe posicionarse éste? (Determine la posición del punto P .) 

Problema B-2-30. Se impulsa una flecha mediante un motor eléctrico a través de un 
tren de engranes reductor de velocidad. La salida y la velocidad del motor son 
1.5 kW y 60 Hz, respectivamente. Suponiendo que la relación de reducción de la ve¬ 
locidad sea 1:30, calcule el par de la flecha impulsada; desprecie las pérdidas en la 
trasmisión de potencia. 




SISTEMAS ELÉCTRICOS 


3-1 INTRODUCCIÓN 

Este capitulo trata de la elaboración de modelos matemáticos (modelado 
matemático) y el análisis de la respuesta de los sistemas eléctricos. Puesto 
que los materiales básicos de circuitos eléctricos que normalmente se estu¬ 
dian en el nivel medio superior están cubiertos en la Sec. 3-1, esta sección 
debe considerarse como material de repaso. En la Sec. 3-2 se presentan las 
leyes básicas de los circuitos eléctricos, tales como la ley de Ohm y las leyes 
de Kirchhoff. En seguida la Sec. 3-3 trata de la elaboración de modelos ma¬ 
temáticos y el análisis de problemas de circuitos. La potencia y energía 
eléctricas se explican en la Sec. 3-4 y los sistemas análogos en la Sec. 3-5, 
sección final. 

Comenzamos con un breve repaso de voltaje, carga, corriente y fuen¬ 
tes de corriente y de voltaje, seguido de una explicación de los tres elemen¬ 
tos básicos de los sistemas eléctricos: elementos resistivos, capacitivos e in¬ 
ductivos. 

Voltaje. El voltqje en los sistemas eléctricos es análogo a la presión en 
tos sistemas hidráulicos o neumáticos. Esta es la fuerza electromotriz re¬ 
querida para producir un flujo de corriente en un alambre, es como la pre¬ 
gón que se requiere para producir un flujo de líquido o gas en una tubería. 
La unidad de voltaje es el volt (V). 
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Carga. La carga eléctrica es la integral de la corriente con respecto al 
tiempo. La unidad de carga es el coulomb (C). Un coulomb es la cantidad 
de carga transferida en un segundo por una corriente de un ampere; esto es. 

Coulomb = ampere-segundo 

En unidades métricas, un coulomb es la cantidad de carga que experimenta 
una fuerza de un newton en un campo eléctrico de un volt por metro o 

Coulomb = newton-metro/volt 

Corriente. La corriente se refiere a la razón de cambio del flujo de car¬ 
ga. La unidad de corriente es el ampere. Si una carga de dq coulombs cruza 
un área dada en dt segundos, entonces la corriente i es 

dq 


Así pues, en una corriente de un ampere, la carga es transferida a razón de 
un coulomb por segundo o 

Ampere = coulomb/segundo 

Si la carga positiva fluye de izquierda a derecha (o la carga negativa de 
derecha a izquierda), entonces el flujo de corriente es de izquierda a derecha. 
En relación con la Fig. 3-1, si i es positiva, el flujo de corriente es de izquierda 
a derecha. Si i es negativa, el flujo de corriente es de derecha a izquierda. 


/ 


Fig. 3*1- Flujo de corriente. 

Fuentes de corriente y fuentes de voltaje. Por fuente de corriente se en¬ 
tiende una fuente de energía que produce un valor específico de corriente, 
usualmente como función del tiempo. Esta es capaz de suministrar una 
corriente específica independientemente del voltaje a través de la fuente. Si 
un generador suministra la corriente en forma casi independiente del circuito 
conectado, se trata de un generador de corriente . Algunas fuentes de corriente 
comúnmente usadas en los sistemas eléctricos incluyen transistores y otras fuen¬ 
tes de potencia comerciales disponibles, diseñadas para corriente constante. 

La fuente de voltaje es una fuente de energía que suministra un valor 
especifico de voltaje en función del tiempo, en forma completamente inde¬ 
pendiente de la corriente. En otras palabras, es una fuente de potencia 
eléctrica en la cual el voltaje es independíente de la corriente consumida. Un 
generador que suministra una salida de voltaje que es casi independiente del 
circuito al cual está conectado se llama generador de voltqje. Algunos 
ejemplos de fuentes de voltaje son los generadores rotatorios, las baterías y 
los suministradores de potencia a voltaje constante, comercialmente dispo- 
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n ibles, para sistemas electrónicos. Los símbolos en circuitos para una fuente 
de corriente y una fuente de voltaje se muestran en la Fig. 3-2. 




Fig. 3-2. Símbolos en circuitos para fuen- 
Fuente de voltaje te de corriente y fuente de voltaje. 

Es posible para una batería suministrar un voltaje casi constante en ba¬ 
jas corrientes. Sin embargo, en altas corrientes, el voltaje de salida puede aba¬ 
tirse en forma considerable porque una parte de la energía química se con¬ 
vierte en calor. Así pues, una batería puede representarse mediante una 
fuente de voltaje pura y una resistencia interna, donde esta última causa las 
pérdidas por calor. 

Elementos básicos de tos circuitos eléctricos. En la Sec. 2-2 explicamos 
los modelos matemáticos de los sistemas mecánicos básicos. Existe una si¬ 
tuación análoga en los sistemas eléctricos. Se encuentran tres tipos de ele¬ 
mentos básicos en los circuitos eléctricos: elementos resistivos, elementos 
capacitivos y elementos inductivos, que se explican a continuación. 

Elementos resistivos. La Resistividad se define como el cambio en vol¬ 
taje requerido para producir un cambio unitario en la corriente o 

„ . . „ cambio en voltaje V 

Resistencia i? =-—-- 

cambio en corriente A 

La resistencia R de un resistor lineal puede entonces darse por 

i 

donde e R es el voltaje a través del resistor e i es la corriente que fluye por el 
resistor. La unidad de resistencia es el Ohm (fl), donde 

Ohm = — volt 
ampere 

En el resistor mostrado en la Fig. 3-3, un e R positivo causa que una 
corriente i fluya de izquierda a derecha. En consecuencia, tomamos la direc¬ 
ción positiva de i hacia la derecha. 



Fuente de corriente 
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e R~e i - £2 > 0 

Fig. 3-3. Resistor. 


El reciproco de la resistencia se llama conductancia. La unidad de con¬ 
ductancia es el Siemens (S). (1 S = 1 A/V = ÍT 1 = mho) 


Conductancia = - 5 - = G S 

R 


Los resistores no almacenan energia eléctrica en forma alguna pero en 
su lugar la disipan en forma de calor. Adviértase que los resistores reales 
pueden ser no lineales y pueden también presentar algunos efectos capaciti¬ 
vos e inductivos. 


Elementos capacitivos. Dos conductores separados por un medio no 
conductor (aislante o dieléctrico) forman un capacitor. De modo que dos 
placas metálicas separadas por un material eléctrico muy delgado forman 
un capacitor. Algunas veces el área se hace variable, como en un condensa¬ 
dor de sintonización de un radio. 

La capacitancia se define como el cambio en la cantidad de carga 
eléctrica requerido para producir un cambio unitario en el voltaje o 

^ _ cambio en cantidad de carga eléctrica C 

Capacitancia C =-—-—-— 

cambio en voltaje V 


La capacitancia C es una medida de la cantidad de carga que puede almace¬ 
narse para un voltaje dado entre las placas. (Al acercarse las placas entre sí 
la capacitancia se incrementa y se puede almacenar carga adicional para un 
voltaje dado entre placas.) La capacitancia C de un capacitor puede darse 
entonces por 

C = -3- 

e c 

donde q es la cantidad de carga almacenada y e c es el voltaje a través del ca¬ 
pacitor. La unidad de capacitancia es el farad (F), donde 


Farad = 


ampere-segundo 

volt 


coulomb 

volt 


Adviértase que la capacitancia C se define como un número positivo. 
Por lo tanto, el signo algebraico de la carga q es el mismo que el del voltaje 
e c a través del capacitor. En el capacitor mostrado en la Fig. 3-4, un e c posi¬ 
tivo causa que una corriente / fluya de izquierda a derecha. Por eso, toma¬ 
mos la dirección positiva de i hacia la derecha como lo muestra el diagrama. 


«i 

O- 



Fig. 3-4. Capacitor. 


t 


C 


&c c ©1 — £2 > 0 
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Puesto que / = dt/dt y e c = tenemos 

1 “ C ¿T 


o bien 


Por lo tanto. 


de c — dt 

e¿t) = ±¡ i dt + edO) 


Un capacitor que tenga una capacitancia de un farad es muy grande; 
los que se usan normalmente en dispositivos electrónicos se miden en micro- 
farads (10“ 6 F). Algunos capacitores se miden en picofarads (10 -12 F). 

Aunque un capacitor puro almacena energia y puede entregarla toda, 
los capacitores reales, por otro lado, muestran diferentes pérdidas. Estas 
pérdidas de energia se indican mediante un factor de potencia , el cual es la 
relación de las pérdidas de energía por ciclo de voltaje de ca con respecto a 
la energía almacenada por ciclo. Así pues, es deseable un factor de potencia 
de valor reducido. 


Elementos inductivos. Alrededor de una carga en movimiento o 
corriente hay una región de influencia que se llama campo magnético. Si el 
circuito se encuentra en un campo magnético variante con respecto al tiem¬ 
po, se induce una fuerza electromotriz en el circuito. La relación entre el 
voltaje inducido y la razón de cambio de la corriente (que significa cambio 
en corriente por segundo) se defíne como inductancia o 


Inductancia - 


cambio en voltaje inducido 
cambio en corriente por segundo 


V 

A/s 


Los efectos inductivos pueden clasificarse como autoinductancia e induc¬ 
tancia mutua. 

La autoinductancia es la propiedad de una bobina particular que 
ocurre cuando el campo magnético establecido por la corriente de la bobina 
enlaza a la propia bobina. La magnitud del voltaje inducido es proporcional 
a la razón de cambio del flujo que enlaza al circuito. Si el circuito no con¬ 
tiene elementos ferromagnéticos (tales como un núcleo de hierro), la razón 
de cambio del flujo es proporcional a di/dt. La autoinductancia o simple- 
m ente inductancia L, es la constante de proporcionalidad entre el voltaje in¬ 
ducido e L volts y la razón de cambio de la corriente (o cambio en corriente 
Por segundo); esto es. 


J — 

díjdt 
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La unidad de inductancia es el henry (H). (Un circuito eléctrico tiene una in- 
ductancia de un henry cuando la razón de cambio de un ampere por segun¬ 
do inducirá una fem de un volt.) 


Henry = 


_volt_ 

ampere/segundo 


weber 

ampere 


En el inductor mostrado en la Fig. 3-5, un e L positivo causa que una 
corriente i fluya de izquierda a derecha. Luego, tomamos la dirección posi- 


*1 «2 
o-«*-'T37JW'-o e L = e 1 - e 2 > 0 

1 i_ Fig. 3-5. Inductor. 

tiva de i hacia la derecha como en el diagrama. Nótese que para el inductor 
mostrado 



o bien 

¡A') = f e L dt + ¡A 0) 

A causa de que la mayor parte de los inductores son bobinas de 
alambre, éstos tienen una considerable resistencia. Las pérdidas de energía 
debidas a la presencia de la resistencia se indican en el factor de calidad Q, el 
cual muestra la relación entre la energia almacenada y la disipada. Un valor 
de Q alto generalmente significa que el inductor posee poca resistencia. 

La inductancia mutua se refiere a la influencia entre inductores que re¬ 
sulta de la interacción de sus campos. Si dos inductores están involucrados 
en un circuito eléctrico, cada uno de ellos puede quedar bajo la influencia del 
campo magnético del otro inductor. Entonces la caída de voltaje en el pri¬ 
mer inductor está relacionada con la corriente que fluye por el primer induc¬ 
tor, tanto como con la corriente que fluye por el segundo inductor, cuyo 
campo magnético influye en el primero. El segundo inductor también está 
influido por el primero, exactamente de la misma manera. Cuando un cam¬ 
bio de corriente de un ampere por segundo en cualquiera de los dos inducto¬ 
res induce una fem de un Volt en el otro inductor, su inductancia mutua M 
es de un henry. (Nótese que se acostumbra usar el simbolo M para denotar la 
inductancia mutua con el objeto de distinguirla de la autoinductancia L.) Pos¬ 
pondremos una explicación adicional de la inductancia mutua para la Sec. 2-3. 


3-2 LEYES BÁSICAS DE LOS CIRCUITOS ELÉCTRICOS 

En esta sección exponemos la ley de Ohm y las leyes de corriente y vol¬ 
taje de Kirchhoff. La primera es fundamental para obtener circuitos de re¬ 
sistencia combinadas en serie y en paralelo, las corrientes y los voltajes en 
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tales circuitos, etcétera. Las leyes de Kirchhoff son básicas para la formula¬ 
ción de las ecuaciones de manejo Que caracterizan a los circuitos eléctricos. 

Ley de Ohm. La ley d€ Ohm establece que la corriente en un circuito es 
proporcional a la fuerza electromotriz total (fem) que actúa sobre el circuito 
e inversamente proporcional a la resistencia total del circuito. Puede expre¬ 
sarse mediante 



donde i es la corriente (ampere), e es la fem (volts) y R la resistencia (ohms). 

Circuitos en serie. La resistencia combinada de resistores conectados 
en serie es la suma de las resistencias por separado. La figura 3-6 muestra un 
circuito en serie simple. El voltaje entre los puntos A y B es 

e ~ e t e 2 ~h e 3 

A 

Fig. 3-6. Circuito en serie, 
donde 

e x — iR ít e 2 = iR 2t e 3 = iR 3 

Por lo tanto, 

-j- = + ^2 ■+■ R* 

La resistencia combinada R está dada por 

R = R X + R 2 + R> 

Circuitos en paralelo. En el circuito en paralelo mostrado en la Fig. 3-7, 
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Puesto que / = i\ + h + h* se sigue que 

| = -L + — 4 --Í- = — 
R t ^R 2 ^R 3 R 

donde R es la resistencia combinada. Por eso, 

l^L+L+L 

R R,^ R,^ R, 


o bien 


n _ _1_ _ 

_L . J_ , J_ ~ * A + RiRi + R*Rx 

R x R 2 ^~ R¡ 


Resistencia de resistores combinados en serie y paralelo. Considérese 
el circuito mostrado en la Fig. 3-8(a). La resistencia combinada R BC entre 
los puntos B y C es 



R 2 R 3 

r7Tr¡ 


Luego, la resistencia combinada R entre los puntos A y C es 

R = R, + Rm:=R,+ j***> Ri 



(c) 


Fig. 3-8. Resistores combinados 
en serie y en paralelo. 
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El circuito mostrado en la Fig. 3-8(b) puede considerarse como un cir¬ 
cuito en paralelo que consta de las resistencias (R l + R 2 ) y (/? 3 + p or j 0 
tanto, la resistencia combinada R entre los puntos A y B es 


o bien 


Rx i Rz Ü 3 + R+ 

(/?i + R 2 )(R 3 4~ R 4 ) 

R¡ -b Rz 4- Rj 4- R* 


A continuación, considérese el circuito mostrado en la Fig. 3-8(c). Aquí 
Ri y R$ están en paralelo y también R 2 y R* están en paralelo. Estas dos resis¬ 
tencias en paralelo están, a su vez, conectadas en serie. Redibujando el cir¬ 
cuito como lo muestra la Fig. 3-8(c) obtenemos, por lo tanto, 


d _ R 1 R 3 

" “ R X + *3 


p _ ^2^4 

Apn - — -:-1 


" Ri + R* " Rz + K 

Debido a eso, la resistencia combinada R se hace 

R-R^ + R»- k - 4 t / j 3 + Rl + R ' 

Corrientes y voltajes de circuitos en serie y en paralelo. En el circuito 
mostrado en la Fig. 3-9, la caída de voltaje e^ entre los puntos B y C es 


donde 


Cbc “ ÍRbC 


p _ ^1 Rz 

— 7T - - w 


* + *2 

De donde la corriente ij que fluye a través de la resistencia Ri es 

. e BC _ ; RbC _ : Rl 

1 R t R x l R x 4- *2 

En forma similar, la corriente i 2 que fluye por la resistencia R z es 

• __ 6bc __ ¿ Rbc _ ; ^1 

2 /?* r 2 1 r x r 2 



Fig. 3*9. Circuito eléctrico. 
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Mirando el circuito mostrado a continuación en la Fig. 3-10(a), la 
corriente i a través de la resistencia /?, + R z es 

/=_£_ 

^1 + ^2 

donde e es la caída de voltaje entre los puntos A y B. Así pues, las caídas de 
voltaje e x y e 2 están dadas por 

e ' = = e RT+Ri’ e > = iR ' = e RTTR¡ 

de las cuales 

e t : e 2 = R t : R 2 

En forma similar, para el circuito mostrado en la Fig. 3-10(b), 


* P . w 

e x 

— P-L 

^ *1 * 


3—►- l WW -' 

Rz 

1— ww 


e x : e 2 : e 3 — R x : 


R 2 R 2 


Rj, + R 3 


:R 4 



6 — 1 —VWV 


*2 

*3 


AAAAí -o 

/? 4 


(a) 


(b) 


Fig. 3-10. Circuitos eléctricos. 

Leyes de Kirchhoff. En la solución de problemas de circuitos que invo¬ 
lucran muchas fuerzas electromotrices, resistencias, capacitancias, induc- 
tancias y demás, es necesario a veces el uso de las leyes de Kirchhoff. Hay 
dos leyes: la ley de corrientes (ley de nodos) y la ley de voltajes (ley de 
mallas). 

Ley de corrientes de Kirchhoff (ley de nodos). Un nodo en un circuito 
eléctrico es un punto donde tres o más conductores se unen entre sí. La ley 
de corrientes de Kirchhoff (ley de nodos) establece que la suma algebraica de 
todas las corrientes que entran al nodo o salen de él, es cero. (Esta ley puede 
también expresarse como: la suma de corrientes que entra al nodo es igual a 
la suma de corrientes que sale del mismo nodo.) Al aplicar la ley a proble¬ 
mas de circuitos, deben observarse las siguientes reglas. Las corrientes que 
van hacia el nodo deben estar precedidas por un signo más. Las corrientes 
que van hacia afuera del nodo deben estar precedidas por un signo menos. 
En relación con la Fig. 3-11, la ley de corrientes de Kirchhoff establece que 

*i + i 2 + /) - U -*5 = 0 
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Ley de voltajes de Kirchhoff (ley de mallas). La ley de voltajes de 
Kirchhoff establece que en cualquier instante dado del tiempo la suma al¬ 
gebraica de los voltajes alrededor de una malla cualquiera en un circuito 
eléctrico es cero. Esta ley puede también expresarse como: la suma de las 
caídas de voltaje es igual a la suma de elevaciones de voltaje alrededor de 
una malla. Al aplicar la ley a problemas de circuitos, deben observarse las 
siguientes reglas. Una elevación en el voltaje [la cual ocurre al ir a través de 
una fuente de fuerza electromotriz de la terminal negativa a la positiva, como 
la Fig. 3-12(a), o al ir a través de una resistencia en oposición al flujo de la 
corriente, como en la Fig. 3-12(b>] debe estar precedida por un signo más. 
Una caída de voltaje [la cual ocurre al ir a través de una fuerza electromotriz 


(a) 


Ib) 


(c) 


f a) 





e AB = ~ R ' Fig- 3-12* Diagramas que muestran 
elevaciones de voltaje y caídas de vol¬ 
taje en circuitos. 
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de la terminal positiva a la negativa, como en la Fig. 3-12(c) t o al ir a través de 
una resistencia en la dirección del flujo de la corriente, como en la Fig. 
3-1 2(c)J debe estar precedida por un signo menos. 

La figura 3-13 muestra un circuito formado por una batería y una resis¬ 
tencia externa. Aquí E es la fuerza electromotriz, r la resistencia interna de 
la batería, R la resistencia externa e i la corriente. Si seguimos la malla en la 
dirección de las manecillas del reloj (.A — 2? -* C — A) como se muestra, en¬ 
tonces 


o bien 


cáb 4 - 4 - e^x = 0 


de la cual 


E — iR — ir = 0 



E 

R + r 



Un circuito formado por dos baterías y una resistencia externa aparece 
en la Fig. 3-14(a), donde E x y r x (E 2 y son la fuerza electromotriz y la re¬ 
sistencia interna de la batería No. 1 (batería No. 2), respectivamente, y R es 
la resistencia externa. Suponiendo que la dirección de la corriente i es la 
mostrada y siguiendo también la malla en el sentido de las manecillas del re¬ 
loj como se muestra, el resultado es 


o bien 


E x — iR — E 2 — ir 2 — ir x = 0 

i — 

r \ "f* ^2 R 


(3-D 




(o) 


(b) 



Fig. 3-14. Circuitos eléctricos. 
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Si suponemos que la dirección de la corriente i se invierte Fig. 3-l4(b), entonces, 
siguiendo la malla en la dirección de las manecillas del reloj, obtenemos 

E t - 1 - iR — £2 4 - ir 2 + ir i — 0 


o bien 

1 r x + r 2 + R 


(3-2) 


Adviértase que, al resolver problemas de circuitos, si suponemos que la 
corriente fluye hacia la derecha y si el valor de i se calcula y resulta positivo, 
la corriente i realmente fluye hacia la derecha. Si se encuentra que el valor 
de i es negativo, la corriente / realmente fluye hacia la izquierda. En el cir¬ 
cuito mostrado en la Fig. 3-14, supóngase que E t > E 2 . Entonces la Ec. (3-1) 
da i > 0, lo cual significa que la corriente i fluye en la dirección opuesta. La 
ecuación (3-2), sin embargo, da / < 0, lo cual significa que la corriente i flu¬ 
ye en sentido contrario a la dirección supuesta. 

Debe notarse que la dirección utilizada para seguir la malla es arbitraria, 
asi como la dirección de la corriente puede ser supuesta arbitrariamente. Esto 
es, la dirección utilizada para recorrer la malla puede ser la de las manecillas 
del reloj o la contraria. El resultado final es el mismo en cualquier caso. 


Circuitos con dos o más mallas. En circuitos con dos o más mallas, se 
pueden aplicar tanto la ley de corrientes como la ley de voltajes de 
Kirchhoff. El primer paso al escribir las ecuaciones del circuito consiste en 
determinar las direcciones que seguiremos en cada malla. 

Considérese el circuito mostrado en la Fig. 3-15, el cual tiene dos 
mallas. Aquí podemos suponer las direcciones de las corrientes como se 
muestran en el diagrama. (Nótese que las direcciones de las corrientes su¬ 
puestas son arbitrarias y pueden diferir de las que se muestran en el diagra¬ 
ma.) Supóngase que recorremos las mallas en el sentido de las manecillas del 
reloj, como en la Fig. 3-15. (Otra vez, la dirección puede ser la de las mane¬ 
cillas del reloj o la contraria.) 


*3 


S Fig. 3-15. Circuito eléctrico. 

Entonces obtenemos las ecuaciones 



Para el punto A: 
Para la malla de la izquierda: 


i x + i 3 - / 2 = 0 

E x — E 2 + /3A2 — — 0 
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Para la malla derecha: E 2 - i 2 R 3 - iyR 2 = o 

Eliminando primero i 2 de las tres ecuaciones precedentes y resolviendo 
después para i x e i 3 , encontramos 

% 

h 
h 

Por lo tanto, 

h 

Formulación de ecuaciones de malla utilizando corrientes cíclicas. Con 
este enfoque suponemos que existe una corriente cíclica en cada malla. Por 
ejemplo, en la Fig. 3-16 suponemos que las corrientes cíclicas en el sentido 


_ Ej(Ri 4 - ^ 3 ) — EiR 3 
R\Rz + R2R3 t ^ 3^1 

_ £ 2(^1 4~ R3) ~ E1R3 
^1^2 4 ~ R2R3 4 - R3R1 

— i 4-1 = E\R% 4 - E Z R\ 

1 ^ 3 R X R Z 4 - R2R3 4 - R 3 Rx 


*3 

Ftg. 3*16. Circuito eléctrico. 

de las manecillas del reloj existen en las mallas izquierda y derecha, del cir¬ 
cuito, respectivamente. 

Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff al circuito, resultan las ecua¬ 
ciones 

Para la malla izquierda: E x — E 2 - R 2 {i x - i 2 ) — = 0 

Para la malla derecha: E 2 - R ¿ 2 - R 2 (i 2 - / t ) = 0 

Nótese que la corriente neta a través de la resistencia R 2 es la diferencia 
entre i, e i 2 . Resolviendo para i x e i 2 da 

i — ^ 3 ) ^ 2^3 

1 R\R 2 4 " R2R2 4 ~ RzR\ 

. _ E\R 2 4 ~ ^ 2^1 

2 R\R 2 4 “ R2R3 4 - R3R1 

(Mediante la comparación de los circuitos mostrados en las Figs. 3-15 y 
3-16, se verifica que i 3 en la Fig. 3-15 es igual a i 2 - i, en la Fig. 3-16.) 



3-3 ELABORACIÓN DE MODELOS MATEMÁTICOS 
(MODELADO) Y ANÁLISIS DE CIRCUITOS 

El primer paso en los problemas de análisis de circuitos consiste en ob¬ 
tener modelos matemáticos de los circuitos. (Aunque los términos circuitos 
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y red algunas veces se usan de modo intercambiable, red implica una inter¬ 
conexión más complicada que circuito .) Un modelo matemático puede 
constar de ecuaciones algebraicas, ecuaciones diferenciales, ecuaciones in- 
tegrodiferenciales y otras semejantes. Tal modelo puede obtenerse aplican¬ 
do una o ambas leyes de Kirchhoff a un circuito dado. Las variables de inte¬ 
rés en el análisis de circuitos son los voltajes y las corrientes en diferentes 
puntos a lo largo del circuito. 

En esta sección exponemos técnicas de modelado matemático e ilustra¬ 
mos soluciones de problemas de circuitos simples. Aunque muchos proble¬ 
mas importantes pueden resolverse utilizando los métodos dados, se entiende 
que las explicaciones son introductorias e ilustrativas más que profundas. 

Método de nodos para la obtención de modelos matemáticos. En el 
método de nodos formulamos ecuaciones por la aplicación de la ley de 
corrientes de Kirchhoff (ley de nodos) a cada nodo del circuito. 

Ejemplo 3-1. En el circuito mostrado en la Fig. 3-17, supóngase que en / = 0 se 
cierra el interruptor S, de modo que e = 12 volts actúe como entrada al circuito. En¬ 
cuéntrense los voltajes e A (t) y e B (t), donde e A y e B son voltajes en los puntos Ay B, res¬ 
pectivamente. Supóngase que el condensador no está cargado inicialmente. 



Flg. 3-17. Circuito eléctrico. D 

En este problema escogemos al nodo D como referencia (e D = 0) y medimos el 
voltaje de cada nodo con respecto a ese. (En la práctica, muchos elementos están co¬ 
nectados a una base de metal que a su vez está conectada a tierra. Tal conexión a 
tierra, representada a menudo como un conductor común en la base del diagrama del 
circuito, puede servir como una referencia conveniente.) 

En el nodo A 


donde 

Entonces 



(3-3) 
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En el punto B, / 3 es también igual a C d(e B - e D )//dt - C de B /dt. Por lo tanto, 


e A ~ gfl _ *-> de B 
R 2 dt 


(3-4) 


Los voltajes e A (t) y e B {t) pueden obtenerse de las Ecs. (3-3) y (3-4) como fundones 
del tiempo. 

Resolvamos las Ecs. (3-3) y (3-4) para e A (t ) y e B (t) en un caso especial donde 

2 R\ — /?2 = Rh R 3 C = 1 
Entonces, a partir de la Ec. (3-3) obtenemos 

2e A — ^e B = E = 12 ( 3 - 5 ) 

De la Ec. (3-4) 

— e A (3-6) 

Eliminando e A de las Ecs. (3-5) y (3-6), tenemos 

é B — 6 ( 3 - 7 ) 

Para resolver esta última ecuación, hagamos 

%e B — 6 = \x 

o bien 

x — e B — % 

Por tanto, la Ec. (3-7) puede escribirse 

x + \x = 0 

La solución de esta última ecuación puede encontrarse escribiendo x = Ke u y susti¬ 
tuyendo k y x en la ecuación o 

KXe + \Ke = 0 

de la cual 

A = = -0.75 

Se sigue que la solución de la Ec. (3-7) puede escribirse 

e B {t ) = x(t) + 8 = Ke-°- 75í + 8 


donde K será determinada por la condirión inicial. Puesto que el condensador no está 
cargado inicialmente, e B (0) = 0, o sea 

e B (0) = K + 8= 0 

Este resultado nos da K = -8, y e B (t) se obtiene como 

e B (t ) = 8(1 - <r 0 - 73 ') 


Entonces de la Ec. (3-6) 


eÁt) = é B {t) + e B (t) = 8 - 

Adviértase que e' 4 = 0.0183 y e' $ = 0.00248. En consecuencia, para t > 8, tenemos 

e' lv < 0.00248 y aproximadamente e A (t) ~ e B (t) = 8 volts. Para t > 8, por lo tanto, 
R 3 no disipa potencia alguna. Sin embargo, la potencia se disipa continuamente en 
las resistencias /?, y R 2 . f 
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Método de mallas para la obtención de modelos matemáticos. Al usar 
este método, primero identificamos las corrientes incógnitas y suponemos 
arbitrariamente las direcciones de las corrientes alrededor de las mallas* 
luego escribimos las ecuaciones aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff 
(ley de mallas). 


Ejemplo 3-2. Supóngase que el interruptor S está abierto en t < 0 y se cierra en t = 
0 en el circuito de la Fig. 3-18. Solamente está involucrada una malla aquí. Escogien- 


Fig. 3-18. Circuito eléctrico. 



do arbitrariamente la dirección de la corriente como se muestra en la figura, obtene¬ 
mos la ecuación 

E - L ~ Rl = 0 

o bien 

+ Ri = E (3-8) 

Este es un modelo matemático del circuito dado. Nótese que en el instante en que se 
cierra el interruptor S la corriente /(O) es cero porque la corriente en el inductor no 
puede cambiar de cero a un valor finito instantáneamente. Así pues, /(O) = 0. 
Resolvamos la Ec. (3-8) para la corriente /(/). Nótese que por definición 

_ • E 

X 1 R 

La Ec. (3-8) puede simplificarse a 

L~ + Rx = 0 

Además, suponiendo una solución exponencial, como en el ejemplo 3-1, obtenemos 

* = Ke-w»' 

o bien 

i(t) = *(/) +-| = Ke~ WL, ‘ + ~ 

donde K se determina a partir de la condición inicial. Observando que /(O) = 0, te¬ 
nemos 


m = k + £ = o 
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o bien 

K- _ — 

K ~ R 

Por lo tanto, la corriente /(/) puede encontrarse como 

¡U) = |[l - «-«'"] 

Una gráfica típica de i(t) contra t aparece en la Fig. 3-19. 



Ejemplo J-3. Utilizando otra vez el circuito mostrado en la Fig. 3-18, supóngase que el 
interruptor S está abierto en t < 0. Se cierra en t = 0 y se vuelve a abrir en t = t t > 0. 
Encuéntrese la corriente i(t) para t S: 0. 

La ecuación del circuito para fj > t ^ 0 es 

L i¡ + Ri = E< ,(0)= 0 

En relación con el ejemplo 3-2, la solución de esta ecuación es 

<(/) = -f[l - e~ WLV \ (/, > í 2: 0) (3-9) 

En / = /, el interruptor se abre. La ecuación del circuito para / 2* /, es 

L ^ + Ri = 0 (3-10) 

donde la condición inicial en f = f, está dada por 

/(».) = §[í - «-»"■] (3-11) 

(Nótese que el valor instantáneo de la corriente en el instante de operación del in¬ 
terruptor í - sirve como condición inicial de la respuesta transitoria para t ¿ t x .) 
La solución de la Ec. (3-10) puede escribirse 

i(t ) = Ke~ lR/L)t (3-12) 

donde la constante K se determina como sigue. Sustituyendo / = t t en la Ec. (3-12) e 
igualando el resultado con la Ec. (3-11) da 


/(/,) = = ^[1 - e 


-(IVDí.j 
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de la cual 

= -jj[[ 1 - e-w"»*] (343) 

Usando luego las Ecs. (3-12) y (3-13), tenemos 

/(/) = -^[1 - e-<*' L)t '] (, ^ ,,) (314) 

por lo tanto, en relación con las Ecs. (3-9) y (3-14), la corriente /(/) para i ^ o puede 
escribirse así: 



— e~ {R 



— e 




L)í,] e 


-{R/LHt-l i) 


(*!>/> 0 ) 
(t ^ h) 


Una gráfica típica de i(t) contra t para este caso se da en la Fig. 3-20. 



Fig. 3-20. Gráfica de ¡(t) contra r del circuito mostrado en la Fig. 
3-18 cuando el interruptor S está cerrado y se abre en / = f,. 


Ejemplo 3-4. La figura 3-21 muestra un circuito que consta de un capacitor, un re¬ 
sistor y una batería. El capacitor está cargado a un voltaje de 12 volts y en / = 0 el in¬ 
terruptor lo conecta al resistor. Así pues, €c(0) = 12 volts. Obténgase la corriente i\t) 
en función del tiempo. 



3-21. Circuito eléctrico. 


8 
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Para i > 0, hay una malla en el circuito. Suponiendo arbitrariamente la direc¬ 
ción de la corriente como se muestra en la figura, encontramos 


^ J idt + /W = 0 


o bien 


ídf + i ? (0) + Ri = 0 

Adviértase que q(0)/C = e A (0) - e B (0) = e c (0). Por lo tanto, se sigue que 

i di -f Ri = -ec(0) (3-15) 


ií 


Diferenciando ambos miembros de la Ec. (3-15) con respecto al tiempo resulta en 

+¿'-° 


La solución de esta última ecuación puede escribirse como 

i(t) = Ke (3-16) 

donde K es una constante que se determina a partir de la condición inicial, £^(0) = 12 
volts. Sustituyendo / = 0+ en la Ec. (3-15) da 


Puesto que 


obtenemos 


J i dt + R / (0 —f-) = — 

ir— 


ec(0) 


i(0+) = - 


edO) 


De la Ec. (3-16) tenemos 
Por lo tanto. 


R 

/(0+) = K 


K= edO) ^ 12 

R R 


La corriente /(/), por lo tanto, se obtiene como 

m = - l -ge-"*c 

Puesto que la corriente i(t) resultó negativa, la corriente fluye realmente en sentido 
contrario a la dirección supuesta. 


Puente de Wheatstone. El puente de Wheatstone mostrado en la Fig. 
3-22 consta de cuatro resistores, una batería (o fuente de bajo voltaje de 
corriente directa), y un galvanómetro. La resistencia R x es una resistencia 
desconocida. Las resistencias R t y R 2 son las ramas de relación y pueden ha- 
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cerse iguales. Las posiciones de la batería y el galvanómetro pueden inter¬ 
cambiarse. Mediante el uso de un puente como este, se pueden medir con 
precisión resistores desde una fracción de ohm hasta de 100 000 ohms o 
más. Se usan numerosas modificaciones del puente para medir resistencias 
muy bajas y voltajes de ca. 

En el diagrama el puente de Wheatstone tiene tres mallas. Identifi- 
quémoslas como malla 1, malla 2 y malla 3 e identifiquemos a las corrientes 
cíclicas de cada malla como i lt i 2 e / s . La condición de equilibrio en un puen¬ 
te de Wheatstone es que la corriente a través del galvanómetro sea cero, o 
i 2 - r t = 0. Esta condición es equivalente a la condición de e c = e D . De modo 
que si el puente está balanceado, tenemos 

R\iz = R 2 {i\ h) 

Rxh = R*(ii h) 

i2 ~ h 

de las cuales 

D D 

Si el puente está balanceado 

^2 **3 

Si el puente no está balanceado, a través del galvanómetro fluye una 
corriente. Las ecuaciones del puente son como sigue 

Para la malla 1: E - R 2 (i x - i 2 ) - - i 3 ) = 0 

Para la malla 2: R t i t + R G (i 2 — ij) -f R 2 (i 2 - ii) = 0 

Para la malla 3: R x i 2 + /? 3 (i' 3 - /j) + /? c (/ 3 - i 2 ) = 0 

donde R c es la resistencia del galvanómetro. Reescríbiendo, obtenemos 
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Consideremos un caso especial donde R x -R 2 - 20 G, £ 3 = 10 G, R x = 
5 fl y R c = 50 íi y encontremos la corriente que fluye a través del galvanó¬ 
metro. Puesto que R x /R 2 * R x /R 3 , el puente no está balanceado. Sustitu¬ 
yendo estos valores numéricos en las tres últimas ecuaciones da 


30/, - 20/2 - IO/3 = E 
-20/, 4- 90/ 2 - 50/3 = 0 

— 10/j — 50/ 2 4- 65/ 3 = 0 
Y resolviendo para / 2l tenemos 


30 

£ 

-10 


-20 

0 

-50 


-10 

0 

65 

1800£ 

30 

-20 

-10 

45 500 

-20 

90 

-50 


-10 

-50 

65 



En forma semejante, resolviendo para / 3 , 


30 

-20 

£ 


-20 

90 

0 


-10 

-50 

0 

1900£ 

30 

-20 

-10 

” 45 500 

-20 

90 

-50 


-10 

-50 

65 



0.03956£ 


0.04176£ 


Por lo tanto, la corriente que fluye por el galvanómetro es 
i 2 - i 3 = 0.03956£ - 0.04176£ = -0.0022£ 


i 


Puesto que i 2 — / 3 es negativa, la corriente 0.0022E fluye en dirección del 
punto D al punto C. 


Circuitos con inductancia mutua. Consideremos dos bobinas (inducto¬ 
res) que están mutuamente acoplados (Fig. 3-23). El voltaje inducido en la 
bobina 1 debido al cambio de corriente en la bobina 2 puede ser sumado o 
restado del voltaje autoinducido en la bobina 1. Que el voltaje inducido de¬ 
bido a la inductancia mutua M se sume al voltaje autoinducido depende de 
la dirección de las corrientes i t e/ 2 ya la orientación de las bobinas. La di- 



SEC. 3-3 


Elaboración de Modelos Matemáticos y Análisis de Circuitos 127 


Fig. 3-23. Bobinas mutuamente aco¬ 
pladas. 






Bobina \ Bobina 2 


rección de las corrientes puede escogerse arbitrariamente. La orientación de 
las bobinas generalmente está fija, sin embargo, se acostumbra especificar 
esta orientación (basada en pruebas experimentales o en arreglos físicos) en 
el diagrama del circuito colocando un punto en un extremo de cada bobina 
de un par mutuo como se muestra en la Fig. 3-24(a) y (b). 


Fig. 3-24. Diagramas que mues¬ 
tran la orientación de bobinas 
mutuamente acopladas. 



Definiremos L t y L t como las autoinductancias de las bobinas 1 y 2, 
respectivamente, y M como la inductancia mutua. Si ambas corrientes i t e i 2 
entran (o salen) a través de un punto, entonces la caida de voltaje debida 
a la inductancia mutua tendrá el mismo signo que la caida de voltaje debida a 
la autoinductancia. Por ejemplo, en el circuito mostrado en la Fig. 3-25(a), 


e — L -4- M — 
e,-L, d¡ +M d( 

* 



(ol 


(b) 


Fig. 3-25. Bobinas mutuamente acopladas. 
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Si una corriente entra por un punto y la otra corriente sale por otro, la cai- 
da de voltaje debida a la inductancia mutua tendrá el signo opuesto a la caída 
de voltaje debida a la autoinductancia. Para ilustrar lo anterior, en el siste¬ 
ma de la Fig. 3-25(b), i x entra por un punto e i 2 sale por otro. De modo que 
para este caso 


e\ 


L^-M 



r di 2 i # di i 

— Ly —i — Ai -y- 
2 2 dt dt 


Ejemplo 3-5. El sistema de la Fig. 3-26 es una red de dos circuitos acoplados por la 
inductancia mutua de un par de bobinas con un campo magnético común. Suponien¬ 
do que el interruptor S se cierra en / = 0 y que no hay carga inicial en el capacitor, 
encuéntrese un modelo matemático del sistema. 



Fig. 3-26. Circuito mutuamente aco¬ 
plado. 


Definamos las corrientes cíclicas /, e i 2 como en el diagrama. Entonces para el 
circuito 1 (malla izquierda), obtenemos 

Para el circuito 2 (malla derecha), tenemos 

Reescribiendo las dos últimas ecuaciones y observando que q t (0) = 0 y que 

J i x dt = J /1 dt + q x (0) = J ii dt 

obtenemos 

+M w + R,i ' + r J '■ d < = e 

Estas dos ecuaciones constituyen un modelo matemático del sistema. 

Si un modelo matemático involucra a una ecuación integrodiferencial, como en 
este caso, ésta se puede diferenciar para obtener una ecuación diferencial. La solu- 
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ción de un conjunto de ecuaciones diferenciales puede expresarse en términos de fun¬ 
ciones exponenciales con constantes no determinadas. Estas constantes pueden, a su 
vez, evaluarse a partir de las condiciones iniciales. 


34 POTENCIA Y ENERGÍA 

En la Sec. 2-5 expresamos trabajo, energía y potencia en relación con 
los sistemas mecánicos. Aquí trataremos de la energía y la potencia eléctri¬ 
cas. Como se estableció anteriormente en la sección 2-5, 

Energía = capacidad de hacer trabajo 
Potencia = energía por unidad de tiempo 

Las unidades del SI de energía y potencia son el joule y el watt, respectiva¬ 
mente. 

joule . volt-coulomb newton-metro 

--— = watt = volt-ampere = --- = --- 

segundo segundo segundo 


Potencia y energía. Considérese un elemento de dos terminales como 
se muestra en la Fig. 3-27. La potencia de entrada, es decir, la razón a la 
cual está fluyendo energia a este elemento, es 

P _ dW 
dt 


donde 

P - potencia, W 

dW = energía que entra al elemento en dt segundos, J 



3-27. Elemento de dos terminales Elemento de dos 

6,1 un circuito. terminales 

Puesto que el voltaje es la energía por unidad de carga (oe = dW/dq) y la 
corriente es la razón de cambio del flujo de carga (o / = dq/dt ), obtenemos 


P = 


dWdq _ 
dq dt 


(3-17) 



130 Sistemas Eléctricos 


Cap. 3 


Así pues el elemento resistivo R en la Fig. 3-27 consume una potencia de ei 

Waü Además, adviértase que la Ec. (3-17) es análoga a la ecuación de poten¬ 
cia de un sistema mecánico, reescrita entonces 

P = Fx 

donde Fes la fuerza y * es la velocidad. En el sistema SI de unidades, la po¬ 
tencia P se mide en watts, la fuerza F en newtons y la velocidad x en metros 
por segundo. Por tanto, 


Watt = 


newton-metro 

segundo 


En el sistema eléctrico, si e y/o i son variantes en el tiempo, entonces la 
potencia P se hace una función del tiempo y se llama potencia instantánea. 
La cantidad total de energía que ha entrado al elemento durante un interva¬ 
lo de tiempo t 0 < t ^ t f es 

W= f" Pdt = i" ei dt 

Jio j/o 


Energía disipada por resistores. La energía disipada o consumida por 
un resistor por unidad de tiempo (segundo), es 



e 2 



Esta energía disipada se transforma en calor. Si se evita el flujo de calor ha¬ 
cia los alrededores, la temperatura del resistor se elevará siempre que a tra¬ 
vés de ésta fluya corriente, hasta que se queme o se funda. La resistencia es 
una medida de la capacidad de un dispositivo para disipar potencia de modo 
irreversible. 


Ejemplo 3-6 . En el circuito mostrado en la Fig. 3-28, dos baterías alimentan una car¬ 
ga de 2 t). Supóngase que la batería A tiene un voltaje de circuito abierto de 12 V y 
una resistencia interna de 3 0 y que la batería B tiene un voltaje de circuito abierto de 


’a p >b 




r / 

Batería A, 12 V 

r < 

> 

< 

► < 

> Carga i 

< 

< 

< 

> *a 3 

' 2 íi R b 1 


3 fl 

2 n 

i - ■ - 


Batería B, 6 V 


0 

Fig. 3-28. Circuito eléctrico. 



Sec. 3-4 


Potencia y Energía 131 


6 V y una resistencia interna de 2 Q. Determínese la potencia disipada por la resisten¬ 
cia interna de 2 fl de la batería B. 

La ecuación del nodo P es i A + '«-* = 0» donde i A = (12 - e p )/3, 
i B = (6 - e p )/ 2, e i = (e p - e Q )/2 = e p /2. (Suponemos = 0.) p or lo tanto, 

12 — €p , 6 — ep ep A 

—3-*-2— —j — U 

Resolviendo para e P da 

21 

e p — 

Entonces, la corriente i B está dada por 



Por lo tanto, la potencia disipada en la resistencia interna de 2 12 de la batería B es 

= (i ) 2 x 2 = f 2 w 


Energía almacenada en capacitores. Puesto que existe un campo 
electrostático entre las placas de un capacitor, en él se almacena energia 
cuando se aplica un voltaje entre las placas. 

El trabajo realizado para transferir una carga dq a través de una di¬ 
ferencia de potencial (voltaje) e es e dq. La cantidad de energia almacenada 
en un capacitor durante un intervalo de tiempo t 0 < t < t f es 


Energía almacenada = 




eC~dt 

at 


= 4rCe} - -ÍCel 



Ce de 


La capacitancia es una medida de la capacidad de un elemento para almace¬ 
nar energia en forma de carga separada o en forma de un campo eléctrico. 

La energia suministrada al capacitor durante el proceso de carga se al¬ 
macena en el capacitor y puede recuperarse conectando el capacitor cargado 
a algún dispositivo usuario de energía y dejando que el capacitor se des¬ 
cargue en él. A causa de pérdidas diferentes, no toda la energia suministrada 
a los capacitores reales puede liberarse. (La energia consumida se trans¬ 
forma en calor.) En el proceso de descarga, la polaridad del voltaje perma¬ 
nece igual que durante la carga, pero la corriente se invierte. Así pues, la po¬ 
tencia alimentada al capacitor se hace negativa, lo cual significa que se está 
extrayendo potencia del capacitor. 


Energía almacenada en inductores. Un inductor almacena energía 
déctrica como resultado del campo magnético que se produce cuando la 
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corriente fluye por él. La cantidad de potencia P almacenada en el inductor 
durante un intervalo de tiempo t 0 < t < t f es 


Energia almacenada = 




L %-i dt = L 
dt 



i di 



La inductancia es una medida de la capacidad de un elemento para almace¬ 
nar energía en forma de carga de movimiento o en forma de un campo mag¬ 
nético. 


Potencia generada y potencia consumida. Una carga de un coulomb 
recibe o entrega una energía de un joule al moverse a través de un voltaje de 
un volt. Por lo tanto, una corriente de un ampere genera una potencia de un 
watt (joule por segundo) al moverse a través de un voltaje de un volt. 

Considérese otra vez el circuito de la Fig. 3-27. Si despreciamos la resis¬ 
tencia de la batería, entonces la potencia generada por la batería es P x = Ei 
watts. La potencia consumida por el resistor es P 2 = ei watts. Puesto que 
P x = P 2 en este sistema, tenemos que E = e. (Nótese que despreciamos la 
resistencia interna de la batería en esta exposición.) 

Debe notarse que la potencia P x difiere de la potencia P 2 en que, para la 
primera, la corriente i fluye de un punto de bajo voltaje a un punto de alto 
voltaje a través de la batería (la dirección de la elevación del voltaje y la di¬ 
rección del flujo de corriente son las mismas, lo cual significa que se está ge¬ 
nerando potencia eléctrica), mientras que en el caso de la potencia P 2 , la 
corriente i fluye de un punto de alto voltaje a un punto de bajo voltaje a tra¬ 
vés del resistor (la dirección de la elevación de voltaje y la dirección del flujo 
de corriente son opuestas, lo cual significa que se está consumiendo poten¬ 
cia eléctrica). 


Ejemplo 3-7. En la figura 3-29 la batería tiene un voltaje de circuito abierto de £ 
volts y una resistencia interna de r ohms. Encuéntrese la potencia disipada por la re¬ 
sistencia de carga i?. Si la resistencia R es variable, ¿a qué valor de R la potencia disi¬ 
pada por R se hace máxima? 



Fig. 3-29. Circuito eléctrico. 
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La corriente es 

._ E_ 

1 " R + r 

La potencia disipada por ia resistencia R es 

' = ilR - (zTr)’* 


para encontrar ei valor de R en el cual la potencia P se hace máxima, escribamos la 
expresión de la potencia como sigue 

P = R = [V* + MV *)] 2 (3 ‘ 18) 

El valor de P se hace máximo cuando el denominador del segundo miembro de la Le. 
(3-18) se hace mínimo. 

Obsérvese que para dos números positivos a y b t si ab - constante, entonces la 
suma a + b se hace mínima cuando a = ó, puesto que 

(a + b) = - b) 2 + 4 ab 


De la Ec. (3-18) nótese que 

\/^R • —~ = r = constante 
s/ R 

Por lo tanto, el denominador del lado derecho de la Ec. (3-18) se hace mínimo cuando 


o bien 


^- 75 ? 


R = r 

En consecuencia, cuando la carga R es igual a la resistencia interna r de la batería, la 
potencia disipada por R se hace máxima. La potencia máxima disipada es 


máx 



E 2 

4r 


Conversión entre unidades de energía eléctrica y energía térmica. La 
energía eléctrica se mide en J (joule), W-s (watt-segundo), kWh (kilowatt 
hora), etcétera. La energía térmica se mide en J, kcal, Btu y unidades seme¬ 
jantes. Estas unidades están relacionadas entre sí como sigue: 

1 J - 0.2389 cal = 9.480 x 10 ~ 4 Btu 
I kcal-4186 J = 3.968 Btu 
1 W-s = 1 J 

1 kWh - 1000 Wh = 1000 x 3600 W-s = 1000 x 3600 J = 860 kcal 
1 kcal = 1.163 Wh 


3-5 SISTEMAS ANALOGOS 


Los sistemas que pueden representarse mediante el mismo modelo ma- 
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temático pero que son diferentes físicamente se llaman sistemas análogos . 
Así pues, los sistemas análogos se describen mediante las mismas ecuaciones 
diferenciales o integrodiferenciales o conjuntos de ecuaciones. 

El concepto de sistema análogo es muy útil en la práctica por las si¬ 
guientes razones. 

1. La solución de la ecuación que describe un sistema físico puede apli¬ 
carse directamente al sistema análogo en otro campo. 

2. Puesto que un tipo de sistema puede ser más fácil de manejar experi¬ 
mentalmente que otro, en lugar de construir y estudiar un sistema 
mecánico (o sistema hidráulico, sistema neumático, etc.), podemos 
construir y estudiar su análogo eléctrico, porque los sistemas eléctri¬ 
cos o electrónicos son en general, mucho más fáciles de tratar expe- 
rimentalmente. (En particular, las computadoras analógicas electró¬ 
nicas son bastante útiles para simular sistemas mecánicos tanto como 
otros sistemas físicos. Para la simulación por computadora analógi¬ 
ca electrónica, véase la Sec. 7-7.) 

Esta sección expone analogías entre sistemas mecánicos y eléctricos, sin 
embargo, es aplicable a cualquier otro sistema, y las analogías entre siste¬ 
mas mecánicos, eléctricos, hidráulicos, neumáticos y térmicos se exponen 
en los capítulos 4, 5 y 7. 

Analogías mecánico-eléctricas. Los sistemas mecánicos pueden estu¬ 
diarse mediante el uso de sus análogos eléctricos, los cuales pueden cons¬ 
truirse más fácilmente que los modelos del sistema mecánico correspondien¬ 
te. Hay dos analogías eléctricas para los sistemas mecánicos: la analogía 
fuerza-voltaje y la analogía fuerza-corriente. 



Flg. 3-30. Sistemas mecánico y eléctrico análogos. 
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Analogía fuerza-voltaje. Considérese el sistema mecánico de la Fig. 
3 - 30 (a) y el sistema eléctrico de la Fig. 3-30(b). La ecuación del sistema para 
el primero es 

m ^ + b W + kx=p (3-19) 

en tanto que la ecuación del sistema para el sistema eléctrico es 

En términos de la carga eléctrica q la última ecuación se hace 

L W + R Tt + h = e (3 ’ 20 > 

Comparando las Ecs. (3-19) y (3-20), vemos que las ecuaciones diferenciales de 
los dos sistemas son idénticas. Así pues, estos dos sistemas son sistemas análo¬ 
gos. Los términos que ocupan las posiciones correspondientes en las ecuaciones 
diferenciales se llaman cantidades análogas , una lista de ellas aparece en la 
tabla 3-1. Aquí la analogía se llama analogía fuerza-voltaje (o analogía masa- 
inductancia). 

Tabla 3-1. Analogía fuerza-voltaje 


Sistemas mecánicos 

Sistemas eléctricos 

Fuerza p (par 7) 

Masa m (momento de inercia J) 

Coeficiente de fricción viscosa b 

Constante de resorte k 

Desplazamiento x (desplazamiento 
angular 0) 

Velocidad x (velocidad angular B) 

Voltaje e 

Inductancia L 

Resistencia R 

Reciproco de la capacitancia, 1/C 
Carga q 

Corriente i 


Analogía fuerza-corriente. Otra analogía entre los sistemas eléctricos y 
mecánicos se basa en la analogía fuerza-corriente. Considérese el sistema 
mecánico mostrado en la Fig. 3-31 (a). La ecuación del sistema puede obte¬ 
nerse como 

m lF + b W + kx = p (3 ' 2,) 

Considérese a continuación el sistema eléctrico mostrado en la Fig. 3-3 l(b). 
La aplicación de la ley de corrientes de Kirchhoff da 

1 l + h + h = l » 



donde 


(3-22) 
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(a) 


(b) 

Fig. 3-31. SisteiTMS mecánico y eléctrico análogbs. 


La ecuación (3-22) puede escribirse 

T ¡ ed, + T¡ + C 7R = i ‘ (3 - 23) 

Puesto que el enlace de flujo V' está relacionado con el voltaje e mediante la 
ecuación 



en términos de JP, la Ec. (3-23) puede escribirse 


c ^ + i$ + r*' = í ' í 3 -*» 

Comparando las Ecs. (3-21) y (3-24), encontramos que los dos sistemas son 
análogos. Las cantidades análogas están enlistadas en la tabla 3-2. Aquí la 
analogía se llama analogía fuerza-corriente (o analogía masa-capacitancia). 

Tabla 3-2. Analogía fuerza-corriente 


Sistemas mecánicos 

Sistemas eléctricos 

Fuerza p (par T) 

Masa m (momento de inercia J) 

Coeficiente de fricción viscosa b 

Constante de resorte k 

Desplazamiento x (desplazamiento 
angular 9) 

Velocidad x (velocidad angular 9) 

Corriente / 

Capacitancia C 

Reciproco de la resistencia, l/R 
Reciproco de la inductancia, 1/L 
Acoplamiento por flujo 
magnético 

Voltaje e 
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Comentarios. Debe advertirse que las analogías entre dos sistemas se 
desvirtúan si las regiones de operación se extienden demasiado. En otras pa¬ 
labras, puesto que los modelos matemáticos (por ejemplo, las ecuaciones di¬ 
ferenciales) sobre los cuales se basan las analogías son solamente aproxima¬ 
ciones a las características dinámicas de los sistemas físicos, la analogía 
puede desvirtuarse si la región de operación de un sistema es muy amplia. No 
obstante, si la región de operación de un sistema mecánico es amplia, puede 
dividirse en dos o más subregiones y pueden construirse sistemas eléctricos 
análogos para cada subregión. 
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EJEMPLOS DE PROBLEMAS Y SOLUCIONES 


Problema A-3-1. El circuito mostrado en la Fig. 3-32 consta de una batería con una 
fem £, un resistor R y un interruptor S. La resistencia interna de la batería se indica 
como resistencia r. Encuéntrese el voltaje e que aparecerá entre las terminales del re¬ 
sistor cuando se cierre el interruptor S. 


Fig. 3-32. Circuito eléctrico. 



Solución. Puesto que la resistencia combinada del circuito es R + r, la corriente / 
cuando el interruptor S se cierra es 

_ E 
1 ~ R + r 

Por lo tanto, 

e = Ri = -A-E 
R + r 
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Problema A-3-2. Obténgase la resistencia entre los puntos A y B del circuito dado 
en la Fig. 3-33. 





*3 


/?, = = io n, r 2 = ff 3 = 20 a 

Fig. 3-33. Circuito eléctrico. = 100 SI 

Solución. Este circuito es equivalente al mostrado en la Fig. 3-34(a). Puesto que /?, = 
R 4 = 10 fl y R 2 = /? 3 = 20 (2, los voltajes en los puntos C y D son iguales y por lo tan¬ 
to, no fluye corriente a través de /? s . Puesto' que la resistencia /? 5 no afecta el valor de la 





D 


Fig. 3-34. Circuitos equivalentes del que se muestra en la Fig. 3-33. 

resistencia total entre los puntos A y B t puede removerse del circuito como se 
muestra en la Fig. 3-34(b). Entonces, R AB se obtiene de 

J_ _ 1 1 _ 1 , 1 3 

HiU Ri + R 4 Ri R 3 20 40 40 

= 13.30 


como 
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Problema A -3-3. Dado el circuito de la Fig. 3-35, calcúlense las corrientes 4 e / 3 

¡ 2 ~ ¡i 

:\osi 


Flg. 3-35. Circuito eléctrico. 

Solución. El circuito puede redibujarse como en la Fig. 3-36. La resistencia combi¬ 
nada de la trayectoria por donde fluye la corriente 4 es 


12 V 


'2 100 SI 

-» VVAAAr 


t's 


40 SI 40 SI 


i2 

AMA/- * 


50 Sí 


Flg. 3-36. Circuito equivalente al que 
se muestra en la Fig. 3-35. 



R = 100 + 


1 

10 ^ 40 


+ 50 = 138 0 


La resistencia combinada Rq vista desde la batería es 


o bien 

En consecuencia, 


_L = _L + _L 

R 0 40 ^ 158 
R 0 = 31.92 íí 


'■+'*“ 35“ 3TT2=°- 376A 
Observando que 404 = 1584, obtenemos 

/, = 0.300 A, i x = 0.076 A 
Para determinar 4, nótese que 

40/3 — 10 ( 1*2 - h) 

Entonces, 

1*3 = = 0.0152 A 
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problema A-3-4- Obténgase la resistencia combinada entre los puntos A y B del cir¬ 
cuito mostrado en la Fig. 3-37, el cual consta de un número infinito de resistores co¬ 
nectados en forma de escalera. 


R R R R 



R R R R 


Fig. 3*37. Circuito eléctrico que consta de un número infinito de resis¬ 
tores conectados en forma de escalera. 

Solución. Defínase la resistencia combinada entre los puntos Ay B como R Q . Sepa¬ 
remos los tres primeros resistores del resto [véase la Fig. 3-38(a)]. Puesto que el cir¬ 
cuito está formado por un número infinito de resistores, la remoción de los tres pri¬ 
meros resistores no afecta el valor de la resistencia combinada. Por lo tanto, la resis- 


R R R 



Fig. 3*38. Circuitos equivalentes al que se muestra en la Fig. 3-37. 


tencia combinada entre los puntos C y D es la misma, # 0 . Por eso, el circuito mostra¬ 
do en la Fig. 3-37 puede redibujarse como en la Fig. 3-38(b) y R 0 , la resistencia entre 
los puntos A y B, puede obtenerse como 

* 2 * + TTT 

R + *o 
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Reescribiendo, 

Rl - 2RR 0 - 2R 2 = 0 
Resolviendo para Rq, encontramos 

Ro = R áz R 

Finalmente, al despreciar el valor negativo de la resistencia, obtenemos 

R a = R + */T R = 2.732 R 


Problema A-3-5. Encuéntrense las corrientes 4 e 4 del circuito mostrado en la 
Fig- 3-39. 


15 n 
WyV 


12 V 



8 V 


Fig. 3-39. Circuito Eléctrico. 


Solución. AI aplicar la ley de voltajes y la ley de corrientes de Kirchhoff, tenemos 

12 - 10/ L - 5r 3 = 0 
8 - 15/ 2 - 5/ 3 = 0 
i 1 ~r i 1 — /j =0 

Resolviéndolas par 4 , 4 e 4 dan 

ii j j A, i 2 ^ A, i 3 • A 

Puesto que todos los valores de i resultaron positivos, las corrientes fluyen en las di¬ 
recciones mostradas en el diagrama. 

Problema A-3-6. Dado el circuito que se muestra en la Fig. 3-40, obténgase un mo¬ 
delo matemático. Aquí las corrientes 4 e 4 son corrientes cíclicas. 


F lg. 3-40. Circuito eléctrico. 



Solución. La aplicación de la ley de voltajes de Kirchhoff da 
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*xt i 



+ Rzh 



- i z ) dt = E 


- i'i) dt = O 


Estas dos ecuaciones constiuyen un modelo matemático del circuito. 


Problema A-3-7. En el circuito de la Fig. 3-41, supóngase que en í < 0, el interrup¬ 
tor S está conectado hacia la fuente de voltaje £ y la corriente en la bobina L se en¬ 
cuentra en estado estable. En i = 0 el interruptor S desconecta la fuente y simultánea¬ 
mente pone a la bobina en corto circuito. ¿Cuál es la corriente /(/) en t > 0? 


Fig. 3*41. Circuito 



Solución. Para / > 0, la ecuación del circuito es 

L^ + R¡ = 0, i(0) = f 

[Nótese que hay una corriente inicial diferente de cero /(0 -) = E/R. Puesto que la 
inductancia L almacena energía, la corriente en la bobina no puede ser cambiada ins¬ 
tantáneamente. Por lo tanto, /(O+) = /(0-) = /(0) = E/R.] 

Suponiendo una solución exponencial 

/(/) = Ke* 

obtenemos la ecuación característica 

LX + R = 0 

de la cual se determina X como 


Observando que /(0) = E/R. 


Por lo tanto, 


A = -* 
A L 


/(O) = K = ^ 


í(/> = 


Problema A-3-8. Considérese el circuito mostrado en la Fig. 3-42 y supóngase que 
el capacitor está inicialmente cargado con q 0 . En t = 0 el interruptor S se desconecta 
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de la batería y simultáneamente conecta al inductor L. La capacitancia tiene un valor 
de 50 fiF. 




Flg. 3-42. Circuito eléctrico. 


Calcúlese el valor de la inductancia L que hará ocurrir la oscilación a la frecuencia de 
200 Hz. 


Solución. La ecuación del circuito para t > 0 es 

*1 + ?/'*-° 

o sustituyendo q = di/dt en esta última ecuación 


d'q , 1 


dt 


+ r ? = 0 


donde ?(0) = y #(0) = 0. La frecuencia de oscilaciones es 


co M = 



Puesto que 
obtenemos 

Asi 


200 Hz = 200 cps = 200 x 6.28 rad/s = 1256 rad/s 


(ú n = 1256 = J* = J- -_L 

y LC V L x 50 


x 10 _í 


L = 


1 


1256 a x 50 x 10- 6 


-e = 0.0127 H 


Problema A-3-9. En la Fig. 3-43(a) supóngase que el interruptor S está abierto en 
t <0y que el sistema se encuentra en estado estable. El interruptor S se cierra en / = 0. 
Encuéntrese la corriente i(í) para t > 0. 


Solución. Nótese que, para / < 0, la resistencia del circuito es R t + R Jt y por lo tan¬ 
to, hay una corriente inicial f(0 —> diferente de cero, donde 


i(0~) 


E 

R\ + 


**®ra t ^ 0, la resistencia del circuito se hace R t . Nótese que a causa de la presencia 
* a inductancia L, cuando el interruptor S se cierra, no hay un cambio instantáneo 
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Fig. 3-43. (a) Circuito eléctrico: (b) 
gráfica de i(t) contra t del circuito 
cuando el interruptor S se cierra en 
t = 0. 
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la cual da 


Se infiere que 


3 _ _ Rj 

A- L 


x (/) = Ke~ 

donde K se determina mediante el uso de la Ec. (3-26) como sigue: 


por lo tanto, 


*(0) = K = - 


(/?, + R 2 )R 


Y (,\ __ 0-iRJDt 

m - (/?, + R 2 )R, 


i(t) = *(') + ^ 


—^.fi — _ e -(RjL)t "I 

~ L Ri+Rz J 

Una gráfica típica de /(/) contra / se muestra en la Fig. 3-43(b). 


Problema A-3-10. En el circuito de la Fig. 3-44(a), supóngase que el interruptor S 
está cerrado en / < 0 y que el sistema se encuentra en estado permanente. El in¬ 
terruptor se abre en t = 0. Obténgase la corriente /(O para t > 0. 


Solución. La ecuación del circuito es 


+ Ri = E 


(3-27) 


donde L - L x para t < OyL =* L x + L 2 para t > 0. Integrando ambos miembros de 
la Ec. (3-27) entre / = 0— y / = 0 + , tenemos 


Observando que 


obtenemos 


Por lo tanto, 


0+ /*0 + 

'- L % d ‘ + L«“* = L Ed ' 


f ° + (E- Ri) di = 0 
Jo- 


(¿i + ¿ 2 )i(0+) - L, i(0-) = 0 


« 0 +> = rn 5 T¡' (0 - ) 



146 


Sistemas & éctricos 


Cap. 3 



en / = 0. (b) 


Vemos que la corriente en estado estable para / < 0 es i = £//?, de modo que» tene¬ 
mos /(O -) = E/R. Por lo tanto, 


i(0+) = 


E 

L i + ¿j R 


La ecuación del circuito para f 2: 0 + puede escribirse ahora 

(I, +L 2 )f ¡+ Ri = E, r(0+) = z -^-_ ^ (3-28) 

Con el objeto de resolver la Ec. (3-28), defínase una nueva variable x tal que 


x 



(3-29) 


En términos de la nueva variable x, la Ec. (3-28) se hace 

Suponiendo que la solución x(t) sea 

x(f) = Ke* 

la ecuación característica está dada por 

(L\ + Ii)A + R — 0 


o bien 


R 





Problema A-3-11. Considérese el diagrama esquemático del vóltmetro (voltímetro) 
de cd de bobina móvil de d’Arsonval que se muestra en la Fig. 3-45(a). Supóngase 
que cuando se aplica el voltaje al medidor, éste presenta una deflexión a escala 
completa con una corriente 4» donde 



(a) (b) 

Fig. 3-45. (a) Diagrama esquemático de un vóltmetro (voltímetro) de 
cd de bobina móvil de d’Arsonval; (b) vóltmetro conectado en serie 
con el resistor. 

La escala de medición puede ampliarse si se conecta una resistencia R m en serie como 
en la Fig. 3-45(b). Determínese la resistencia R„ de modo que el medidor pueda usar¬ 
se para medir voltajes hasta de E volts, donde E = mE 0 y m > 1. 

Solución. Nótese que la comente máxima a través del vóltmetro debe limitarse a r 0 . 
Por lo tanto, 

E mE 0 E 0 

R, + - R. + R m - K. 
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de la cual 


m R u = R v + R m 


o bien 


Rm = (m ~ l)*r 


Problema A-3-12. La figura 3-46(a) muestra un diagrama esquemático de un am- 
pérmetro (amperímetro) de cd. Supóngase que la corriente I 0 es la corriente máxima 
que puede aplicarse a este ampérmetro. Gran parte de la corriente / a se deriva a tra¬ 
vés de R s y solamente una pequeña parte de la corriente fluye a través de la bobina 
móvil. (Por ejemplo, para una deflexión a escala completa con una corriente de me¬ 
didor de 3 A, la corriente en la R s de derivación puede ser de 2.999 A y la corriente a 




(b) 


Flg. 3-46. (a) Diagrama esquemático 
de un ampérmetro (amperímetro); (b) 
ampérmetro conectado en paralelo 
con un resistor. 


través de la bobina móvil puede ser de 1 mA.) Defínase la corriente disponible máxi¬ 
ma a través de la bobina móvil (la cual corresponde a la deflexión de plena escala) co¬ 
mo / 0 . Asi que del diagrama 

R, 
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La escala de medición puede ampliarse si se conecta una resistencia R m en paralelo 
como se muestra en la Fig. 3-46(b). 

Determínese la resistencia R„ de modo que el medidor pueda útilizarse para me¬ 
dir corrientes hasta de I ampere, donde / = mJ Q y m > 1. 


Solución. Definamos la resistencia del ampérmetro como R A . Entonces, 

1.1 1 

r + R^R, R a 

o bien 

d _ ( r + R)Rt 
* A ~ r + R + R, 

La corriente máxima hacia el ampérmetro debe limitarse a 4. Por lo tanto. 


o bien 


I 0 R a = (/ - I 0 )R m = (m - l)I 0 R m 



Si esta resistencia R m se conecta en paralelo con el ampérmetro como en la Fig. 
3-46(b), el medidor puede usarse para medir hasta /»/ 0 amperes, donde m > 1. 


Problema A-3-13. Una corriente / fluye por un resistor cuya resistencia es R ohms 
(véase la Fig. 3-47). Con el objeto de medir la corriente / de cd, la caída de voltaje en 
la resistencia R se mide alternativamente por medio de dos vóltmetros de cd. La lee- 


O- 


I 


R 

'WWW 


I 


c 


Fig. 3-47. Circuito para la medición 
de corriente. 



tura del voltaje es de 61 V cuando se mide con el vóltmetro A , cuya resistencia inter¬ 
na es de 15 000 fi. La lectura del voltaje es de 60 V cuando se mide con el vóltmetro 
B, cuya resistencia interna es de 10 000 (1. Determínense la corriente / y la resistencia 
Supóngase que la corriente I no cambia cuando se conecta un vóltmetro. 


Solución. Redibujemos el diagrama del sistema como en la Fig. 3^48(a) y (b). Defi¬ 
namos las corrientes a través de la resistencia R y el vóltmetro A como e 4, respecti¬ 
vamente, como en la Fig. 3-48(a). De igual manera, definamos las corrientes a través 
dc *a resistencia R y el vóltmetro B como / a e í 4 , respectivamente, como en la Fig. 
3-48(b). Entonces, 


i'i R - iiR A « 61, 
i$R = i+Rg — 60, 


h + ¡2 = I 

h + u = / 



ISO 
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Fig. 3-48. Circuitos para la medición 
de corrientes. 


De aqui. 


• v a • 

ll = ~R' h== ~R 


Puesto que R A = 15 000 0 y R B = 10 0000, tenemos 


Por lo tanto, 



61 

. 

60 

i 2 -- 

15000’ 

u ~ 10 000 

• 

61 , 

61 

t 

'1 

^ * 2 " R “ r 

15000 

= / 


60 

60 


í 3 

~ 14 = R + 

10 000 

— I 


Resolviendo estas dos ecuaciones para I y R, obtenemos 

7 = 0.122 A, R = 517.2 Q 

Problema A-3-14. Se aplica un voltaje de 6 V entre los puntos A y B del circuito de la 
Fig. 3-49. Supóngase que la corriente / es de 0.5 A, independientemente de que el in¬ 
terruptor esté abierto o cerrado. Encuéntrense los valores de las resistencias R x y R 2 . 


ion 



Fig. 3-49. Circuito eléctrico 
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Solución. Adviértase que este circuito es un puente de Wheatstone. El hecho de que 
la corriente / sea constante, independientemente de que el interruptor esté abierto o 
cerrado, implica que el puente está balanceado. Así es que 

Ri _ 10 

R 2 5 


La resistencia combinada R entre los puntos A y Bes 6/0.5 = 12 ft. En términos de 
las resistencias y R 2 la resistencia combinada R puede escribirse 


1 


+ 


1 


± ± ' _L + JL 

10 h 5 Rx R 2 


50 . RiR 2 
15 ^ Ri +R 2 



En consecuencia, 

de la cual 



R 2 = 13 n 


Puesto que /?, = R 2 , tenemos 

/?, = 26 ft 


Problema A-3-15. En la Fig. 3-50 dos baterías de 6 V idénticas en paralelo están co¬ 
nectadas a una resistencia de carga de 0.6 ft. La resistencia interna de cada batería es 
de 0.3 ft. Suponiendo que las baterías suministran un voltaje aproximadamente cons¬ 
tante de 6 V durante un periodo de tiempo limitado, encuéntrese la potencia consu¬ 
mida por la resistencia de carga durante este periodo. 


Flg. 3-50. Circuito eléctrico. 



0.6 SI 


Solución. La corriente i se obtiene como 

; — _§_ — 8 A 

0.6 -i- (0.3/2) 

Por lo tanto, la potencia consumida por la resistencia de carga es 

p = 12 R = 8 2 x 0.6 = 38.4 W 


Problema A-3-16. La resistencia R t es variable en el circuito de la Fig. 3-51. ¿A qué 
v alor de R t será máxima la potencia consumida por esta resistencia? 
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Flg. 3-51. Circuito eléctrico. 


'1 + / 2 '2 



Solución. La corriente % puede obtenerse como sigue. Primero observando que la 
resistencia equivalente R de las resistencias en paralelo R x y R 2 es 


R X R 

R j -J- R : 


obtenemos 

E E 

'■ + h = FT5 = r + WJÍJÜtl + RJ] 
Puesto que i x R x = 4^2 1 tenemos 

• _ 

11 ~ (FT“/?¡)7?rT7p¡ 

La potencia consumida por la resistencia Pj es 


” .?*! = [; 


£7? 


(r + R 2 )Ri -I- rR 


-|Z 

- R 
aJ 


_ E*Rj _ 

l(r + P 2 )v^ + (rR 2 fV R¡)]* 


La potencia P se hace máxima cuando el denominador del lado derecho de esta últi- 
ma ecuación es mínimo. Observando que el producto de (r + R 2 )yjR x y rR z /y/R x es 
constante, la suma de esos dos términos se hace nula cuando ambos son iguales entre 
si; esto es, 


Por lo tanto. 


(r + R 2 WT X - 


rR 2 

VRl 


R x = 


rR 


r + R 


i— = 


1 


i + JL 

r ' R 2 


Por consiguiente, vemos que cuando R x es igual a la resistencia combinada de las dos 
resistencias en paralelo r y P 2 > la potencia consumida por la resistencia R x se hace 
máxima. La potencia máxima consumida por la resistencia R x es 



E*Rj = EíR 2 
[2 (r -1- 4r(r + P 2 ) 


Problema A-3-17. Muéstrese que los sistemas mecánico y eléctrico dados en la Fig- 
3-52 son análogos. Supóngase que el desplazamiento x en el sistema mecánico se mide 
desde la posición de equilibrio y que se suelta la masa m desde el desplazamiento ini¬ 
cial x(0) = con velocidad inicial cero o i{0) = 0. Supóngase también que en el sis- 
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Fig. 3-52. Sistemas mecánico y eléctrico análogos. 


tema eléctrico el capacitor tiene la carga inicial <jr(0) = y que el interruptor se 
cierra en / = 0. Nótese que #(0) = /(O) = 0. Obténgase x(t ) y q(t). 

Solución. La ecuación de movimiento del sistema mecánico es 

mx + kx — 0 (3-30) 

Para el sistema eléctrico, 



y sustituyendo i = dq/dt = i¡ en esta última ecuación 

Lq + ±q = 0 (3-31) 

Puesto que las Ecs. (3-30) y (3-31) son de la misma forma, estos dos sistemas son aná¬ 
logos. (Aquí la analogía se basa en la analogía fuerza-voltaje.) 

La solución de la Ec. (3-30) con las condiciones iniciales jr(0) = Xq, x( 0) = 0 es 
un movimiento armónico simple dado por 

x(t) = x 0 eos ./—/ 
y m 

En forma semejante, la solución de la Ec. (3-31) con las condiciones iniciales q(0) = 
q 0 , 4(0) = 0 es 

q(t) = q Q eos 

Problema A-3-18. Obténganse los modelos matemáticos de los sistemas mostrados 
en la Fig. 3-53(a) y (b) y muéstrese que son sistemas análogos. 

Solución. Para el sistema de la Fig. 3-53(a), las ecuaciones de movimiento son 


+ Mi + k x x x k 2 (x x — x 2 ) = 0 
b z x 2 + k 2 (x 2 — * t ) = 0 

Estas dos ecuaciones constituyen un modelo matemático del sistema mecánico. 
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Fig. 3-53. Sistemas mecánico y eléctrico análogos. 

Para el sistema de la Fig. 3-53(b), las ecuaciones de voltaje de las maltas son 

L\ ^ el j (*i “ * 2 ) ^ ■+" ^ 1*1 + J* /j dt = 0 

^2*2 + ^ j O 2 — i i) dt = 0 

Escribamos í t = ¿j x e 4 = ik. Entonces, en términos de q x y <£, las dos ecuaciones 
precedentes pueden escribirse 

L x q x + 4- ^(<7i — $ 2 ) = 0 

^2^2 + £^(<72 ~ <?i) = 0 

Comparando estos dos modelos matemáticos, vemos que los dos sistemas son 
análogos. (La analogía se basa en la analogía fuerza-voltaje.) 


Problema A-3-19. Utilizando la analogía fuerza-voltaje, obténgase un análogo 
eléctrico del sistema mecánico mostrado en la Fig. 3-54. 

Solución. Las ecuaciones de movimiento del sistema mecánico son 

m x x x 4- 6, x x 4 - k x x x -f b 2 (x x — x 2 ) 4- k 2 (x x — x 2 ) = 0 
m 2 x 2 4* b 2 (x 2 — ¿i) 4- k 2 (x 2 — x x ) = 0 

Mediante el uso de la analogía fuerza-voltaje, las ecuaciones de un sistema eléctrico 
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*2 Fig. 3-54. Sistema mecánico. 


análogo pueden escribirse 

L\q { + Ri4i -j- qi -|- R 2 (q\ — q 2 ) 4- — qi) — 0 

L 2 q 2 + R 2 (qz - tfi) + <t(<7 2 -q t ) = 0 
Sustituyendo q x = j a y q 2 = i 2 en las dos últimas ecuaciones da 

L, + R,i, + ^ J í, <* I- R¡(¡, - i 2 ) + é¡ J ('■ ~ > 2 ) <* = 0 (3-32) 

¿2 ^ + « 2 ((2 - <'■) + ¿¡ J ('2 - '.) <* = 0 (3-33) 

Estas dos ecuaciones son ecuaciones de voltaje de mallas. De la Ec. (3-?32) obtenemos 
el diagrama mostrado en la Fig. 3-55(a). De igual forma, a partir de la Ec. (3-33) ob- 



( 0 ) (b) 


Fig. 3-55. (a) Circuito eléctrico correspondiente a la Ec. (3-32); (b) 
circuito eléctrico correspondiente a la Ec. (3-33). 
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el correspondiente a la Fig. 3-55(b). Combinando estos dos diagramas pro- 
dudaos el sistema eléctrico análogo deseado (Fig. 3-56). 


Fig. 3-56. Sistema eléctrico análogo al 
sistema mecánico mostrado en la Fig. 
3-54. (Analogía fuerza-voltaje.) 



Problema A-3-20. Considérese otra vez el sistema mecánico mostrado en la Fig. 3-54. 
Utilizando la analogía fuerza-corriente, obténgase un sistema eléctrico análogo. 

Solución. Las ecuaciones de movimiento del sistema mecánico son 


m\x i -f ó, jc, 4- k x x x -|- b 2 (x t — x 2 ) + k 1 {x l — x 2 ) = 0 
m 2 X 2 + b 2 (x 2 — jc,) + k 2 (x 2 — *i) = 0 


Utilizando la analogía fuerza-corriente podemos encontrar las ecuaciones de un sis¬ 
tema eléctrico análogo. 


Crfi + + j^y/i + - W + jky, "" Vi) = 0 

c iVi + ~ Vi) + —{Wi ~ Vx) = 0 

Observando que \jf =* e, las dos últimas ecuaciones dan 

C\éi -j- j¡r e i + J* ¿i dt + — e i) + J* (*i “ e i) dt = 0 (3-34) 

CV, + - «■> + ¿ í (<-a - «i) dt = o (3-35) 

Las ecuaciones (3-34) y (3-35) son ecuaciones de nodo. En correspondencia con la 
ecuación del primer nodo o Ec. (3-34), obtenemos el diagrama mostrado en la Fig. 
3-57(a). En forma similar, a partir de la ecuación del segundo nodo, Ec. (3-35), deriva¬ 
mos el diagrama mostrado en la Fig. 3-S7(b). Si combinamos los dos diagramas, el 
resultado es el sistema eléctrico análogo deseado (Fig. 3-58). 
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Fig. 3*57. (a) Circuito eléctrico correspondiente a la Ec. (3-34); (b) 
circuito eléctrico correspondiente a la Ec. (3-35). 



Fig. 3-58. Sistema eléctrico 
análogo al sistema mecánico 
mostrado en la Fig. 3-54. 
(Analogía fuerza-corriente.) 


PROBLEMAS 


Problema B-3-1. Una fuente de voltaje £ = 12 V se aplica entre los puntos Ay C 
de la Fig. 3-59. Encuentre el voltaje £ 0 entre los puntos B y C. 


Fig. 3-59. Circuito eléctrico. 



Problema B-3-2. Tres resistores /?,./?, y # 3 están conectados en un arreglo triangu¬ 
lar (Fig. 3-60). Obtenga la resistencia combinada entre los puntos Ay B. 


Fig. 3-60. Tres resistores conectados 
en un arreglo triangular. 
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R * * Calcule la resistencia entre los puntos A y en el circuito de la 

PROBLEMA 

Fig. 3-61* 

ion 



Fig. 3-61. Circuito eléctrico. 10 íl 

Problema B-3-4. Una fuente de voltaje £ = 12 V está conectada a un resistor como 
se muestra en la Fig. 3-62(a). Se encuentra que el voltaje entre las terminales B y Ces 
de 4 V. Cuando un resistor de 40 Í2 se conecta entre las terminales B y C como en la 
Fig. 3-62(b), observamos que el voltaje entre las terminales B y C es de 2.4 V. Si las 
terminales B y C se ponen en corto circuito, como se muestra en la Fig. 3-62(c), ¿cuál 
será el valor de la corriente /? 



(a) (b) (c) 

Fig. 3-62. Circuitos eléctricos. 


Problema B-3-S. En el circuito de la Fig. 3-63, suponga que se aplica un voltaje 
£entre los puntos A y B y que la corriente r es i 0 al abrir el interruptor S. Cuando el 
interruptor S está cerrado, la corriente i se hace igual a 2/ 0 . Encuentre el valor de la 
resistencia R. 


ioo a 



—E 


Fig. 3-63. Circuito eléctrico. 
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PROBLEMA B-3-6. En relación con el circuito mostrado en la Fig. 3-64, calcule las 
corrientes en los resistores R t , R 2 y Desprecie la resistencia interna de las baterías. 


6 - 6 V R, = 15 n 

£ 2 = 4 V 5íl 

£3 - 2 V R$ = 10 íi 

Fig. 3-64. Circuito eléctrico. 



Problema B-3-7. Obtenga un modelo matemático del circuito mostrado en la Fig. 
3-65. 


Fig. 3-65. Circuito eléctrico. 


eit) 




Problema B-3-8. Considere el circuito mostrado en la Fig. 3-66. Suponga que el in¬ 
terruptor S está abierto cuando i < 0 y que el capacitor C está inicialmente cargado 
de modo que aparece el voltaje inicial q(0)/C = q, en el capacitor. Calcule las co¬ 
rrientes cíclicas /, e 4 cuando el interruptor se cierra en t = 0. 



Problema B-3-9. En el circuito mostrado en la Fig. 3-67, suponga que el capacitor 
no está cargado inicialmente y el interruptor S se cierra en t = 0. Determine las 
corrientes cíclicas /,(/) e i 2 (t) para un caso especial donde 

2 R\ — R 2 = Rj • 


RiC = 1 
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a HpttiAs determine e B (t ). que es el voltaje en el punto B. (Suponga E = 12 V y com¬ 
pare este resultado con el del ejemplo 3-1.) 


Fig. 3-67. Circuito eléctrico. 


S 

E 



Problema B-3-10. El circuito mostrado en la Fig. 3-68 se encuentra en estado estable 
con el interruptor S cerrado. Luego se abre el interruptor S en / = 0. Obtenga i(t). 


Fig. 3-68. Circuito eléctrico. 




Problema B-3-11. Suponga que el interruptor S está en t < 0 y el sistema se en¬ 
cuentra en estado estable (Fig. 3-69). En t = 0 el interruptor se cierra. Obtenga la 
corriente /'(/) para / > 0. Grafíque una curva típica /(/) contra /. 



Fig. 3-69. Circuito eléctrico. 


Problema B-3-12. Un vóltmetro de cd mide voltaje entre0 y ISO V. Suponga que la 
resistencia interna de este vóltmetro es de 15 000 Q. Este vóltmetro de cd se usará para 
medir voltajes hasta de 400 V como se muestra en la Fig. 3-70. Determine la resisten¬ 
cia R m necesaria para conectarla en serie. 
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Fig. 3*70. Vóltmetro conectado en se¬ 
rie con un resistor. 


Problema B-3-13. El circuito de la Fig. 3-71 tiene un ampérmetro de de en paralelo 
con la resistencia R y otro ampérmetro de de conectado en serie. Suponga que las lec¬ 
turas del ampérmetro A , y el ampérmetro A 2 son 20 A y 30 A, respectivamente. La re¬ 
sistencia R es de 0.1 Q. Determine la resistencia interna del ampérmetro A x . 


Fig. 3-71. Circuito eléctrico que consta 
de un resistor y dos ampérmetros de cd. 



Problema B-3-14. Dos vóltmetros de cd F, y V 2 tienen las resistencias internas R x = 
15 000 Q y R 7 - 13 0000, respectivamente. Ambos están diseñados para medir vol¬ 
tajes entre 0 y 150 V. Si estos dos vóltmetros de cd se conectan en serie como se 
muestra en la Fig. 3-72, ¿cuál es el voltaje máximo que puede medirse? 


8 



Fig. 3-72. Circuito eléctrico que consta de un resis- fig. 3 . 73 . p uen te de Wheatstone. 

tor y dos vóltmetros de cd. 
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pKOBi B-3-1S, La figura 3-73 muestra un puente de Wheatstone 
corriente i cuando el puente está balanceado. 


Encuentre la 


PROBLKMA g-3-16. Considere el circuito puente mostrado en la Fie 3-74 v s.m„ 
que el puente está balanceado de modo que no fluye corriente Hel a ponga 
decir,, = 0. Obtenga en términos de 7, y* 2 d " 8alvanóm «'°i es 


Fig. 3-74. Circuito puente 





fa) 


ion 

—AAA/V 


ion ion 

AAAA-VAV 


e 


(bJ 


io n 

AAAAr- ■ 


10 n 

AAAAr-, 


10 


e 


(c) 


/i 


10 n 

■AAMr--AAAAr— 

10 fí 

-\AAA-- 


(d) 


ion 


AAAAr 

ion 



Fig. 3-75. Circuitos que constan de 
dos en diferente forma. 


tres resistores de 10 Q conecta- 
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Problema B-3-17. Un resistor consume una potencia de 500 W si se aplican 110 V a 
sus terminales. Calcule la potencia consumida por este resistor cuando el voltaje apli¬ 
cado a las terminales es de 100 V. 

Problema B-3-18. Tres resistores de 10 íí están conectados de diferentes formas como 
se muestra en la Fig. 3-75(a), (b), (c) y (d). Calcule los valores de la resistencia combi¬ 
nada para estos casos. Si se aplican 12 V entre las terminales A y B , ¿cuál es la poten¬ 
cia disipada? Calcule la potencia disipada en los cuatro circuitos mostrados. 

Problema B-3-19. Determine un sistema eléctrico análogo del sistema mecánico 
mostrado en la Fig. 3-76, donde p(i) es la fuerza de entrada al sistema. 


Fig. 3-76. Sistema mecánico. 





*2 


Problema B-3-20. Obtenga un sistema mecánico análogo del sistema eléctrico 
mostrado en la Fig. 3-77. 


L, 


c 


¡-2 


Fig. 3-77. Sistema eléctrico. 




SISTEMAS HIDRÁULICOS 


4-1 INTRODUCCIÓN 

Como el más versátil de los medios de la transmisión de señales y de po¬ 
tencia, los fluidos, ya sean líquidos o gases, tienen un extenso uso en la in¬ 
dustria. Los líquidos y los gases pueden diferenciarse básicamente por sus 
incomprensibilidades relativas y el hecho de que un líquido puede tener una 
superficie libre, en tanto que un gas se expande para llenar su recipiente. En 
el campo de la ingeniería el término hidráulica describe sistemas fluidos que 
usan líquidos y neumática se aplica a aquellos que usan aire o gases. En este 
capítulo se exponen los sistemas hidráulicos y en el capitulo 5 los sistemas 
neumáticos. 

Debido a su frecuencia en la industria, los circuitos hidráulicos y los 
sistemas hidráulicos constituyen una parte necesaria en la educación de un 
ingeniero. Muchos de los sistemas hidráulicos son no lineales. Sin embargo, 
algunas veces es posible linealizar sistemas no lineales de modo que se re¬ 
duzca su complejidad y se obtengan soluciones que sean suficientemente 
exactas para muchos propósitos. En consecuencia, aquí se presenta una téc¬ 
nica de linealización útil para tratar a los sistemas no lineales que se ex¬ 
pondrán. Sin embargo, se pospone para el capitulo 8 un análisis detallado 
de sistemas de control hidráulico linealizados. 

Antes de proceder, definamos las unidades de presión y las presiones 
manométrica y absoluta. 
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Unidades de presión. La presión se define como fuerza por unidad de 
área. Las unidades de presión son N/m 2 , kg/cm 2 , lby/in 2 , etcétera. En el 
sistema SI la unidad de presión es el N/m 2 , A esta unidad se le'ha dado el nom¬ 
bre de pascal (abreviado Pa). 

1 Pa = 1 N/m 2 

Los kilopascals (10 3 Pa = kPa) y megapascals (10 6 Pa = MPa) pueden 
usarse para expresar presión hidráulica. Nótese que 

1 lby/in. 2 = 6895 Pa 

1 kgjr/cm 2 - 14.22 lb,/in. 2 = 0.9807 X 10 5 N/m 2 = 0.09807 MPa 


Presión vnanométrica y presión absoluta. La lectura de un barómetro 
estándar al nivel del mar es de 760 mm de mercurio a 0°C (29.92 in de mer¬ 
curio a 32°F). La presión manométrica se refiere a aquella presión que se 
mide con respecto a la atmosférica. Es la presión indicada por un manómetro 
sobre la atmósférica. La presión absoluta es la suma de las presiones mano- 
métrica y barométrica. Nótese que en mediciones de ingeniería la presión se 
expresa como presión manométrica. En cálculos teóricos, sin embargo, debe 
usarse la presión absoluta. Adviértase también que 

760 mm Hg = 1.0332 kg^cm 2 = 1.0133 x 10 5 N/m 2 = 14.7 l^/in. 2 

0 N/m 2 manométrica = Í.0133 x 10 5 N/m 2 abs 
Okgy/cm 2 manométrica = 1.0332 kgjr/cm 2 abs 
0 lby/in. 2 manométrica = 0 psig = 14.7 \b f /in. 2 abs — 14.7 psia 


Sistemas hidráulicos. El amplio uso de los circuitos hidráulicos en apli¬ 
caciones de máquinas herramientas, sistemas de control en aviación y ope¬ 
raciones similares, tiene lugar a causa de factores tales como la positividad, 
la exactitud, la flexibilidad, la alta relación de potencia (hp)-(peso, arranque 
rápido, paro y reversa con suavidad y precisión y simplicidad de operacio¬ 
nes). 

En muchas aplicaciones de máquinas herramientas, por ejemplo, los 
ciclos transversal y de alimentación requeridos se manejan mejor median¬ 
te circuitos hidráulicos. Estos ciclos (donde el pistón avanza rápidamente 
en la carrera de trabajo, hasta hacer contacto con la pieza, avanza lenta¬ 
mente bajo presión mientras se realiza el trabajo y después se retrae rápi¬ 
damente al final de la carrera de alimentación lenta de la herramienta) se 
manejan fácilmente mediante el uso de dos bombas (una de gran capacidad 
y baja presión y la otra de pequeña capacidad y alta presión) y algunos dis¬ 
positivos de control de flujo. La bomba de gran capacidad y baja presión se 
usa sólo durante el avance y regreso del cilindro. La bomba de pequeña ca¬ 
pacidad y alta presión suministra el fluido hidráulico para la carrera de 
compresión. Una válvula de alivio mantiene la presión alta mientras la bom- 
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ba de baja presión se descarga al depósito. (La válvula de alivio descarga la 
aportación de la bomba de gran capacidad y baja presión durante la fase de 
pequeña capacidad y alta presión de un ciclo.) Esa válvula de alivio está di. 
señada para la descarga rápida del fluido hidráulico a una presión cercana a 
la atmosférica, después de permitir la elevación de la presión a un valor pre¬ 
fijado. 

Generalmente, la presión de operación en los sistemas hidráulicos se 
encuentra entre los 10® N/m 2 (1 MPa) y 35 x 10® N/m 2 (35 MPa) (aproxima¬ 
damente entre 10 kg/cm 2 y 350 kg/cm 2 ; o entre 145 lb/in 2 y 5,000 Ib/in 2 ). 
En algunas aplicaciones especiales, la presión de operación puede llegar has¬ 
ta 70 x 10® N/m 2 (70 MPa) (aproximadamente 700 kg/cm 2 o 10,000 
Ib/in 2 ). Para la misma necesidad de potencia, el peso y el tamaño de la uni¬ 
dad hidráulica pueden reducirse al incrementarse la presión de suministro. 

Esquema del capítulo. Nuestro propósito no es dar un análisis completo 
de los sistemas hidráulicos sino más bien exponer un breve esquema de tales 
sistemas, así como las técnicas de modelado matemático correspondientes. 
Después del material introductorio de la Sec. 4-1, sigue una breve descripción 
de los componentes de los sistemas hidráulicos sin análisis matemático en la 
Sec. 4-2. A continuación se explican las propiedades de los fluidos hidráulicos 
en la Sec. 4-3 y las leyes y ecuaciones básicas del flujo de fluidos en la Sec. 
4-4. El modelado matemático de sistemas hidráulicos se cubre en la Sec. 4-5. 
Finalmente, la Sec. 4-6 trata de una técnica de linealización para obtener mo¬ 
delos matemáticos linealizados de componentes no lineales utilizando una 
válvula hidráulica como ejemplo de componentes no lineales. 

El material dado en este capítulo constituye el mínimo absoluto re¬ 
querido para un ingeniero. El lector que desee detalles adicionales de siste¬ 
mas hidráulicos podría consultar libros especializados; por ejemplo, los que 
aparecen en la bibliografía 4-4 y 4-7. 

4-2 SISTEMAS HIDRÁULICOS 

En esta sección, la cual introduce conceptos generales sobre sistemas 
hidráulicos, presentamos breves descripciones de circuitos hidráulicos, uni¬ 
dades de potencia, actuadores, válvulas y dispositivos similares. 

Circuitos hidráulicos. Los circuitos hidráulicos son capaces de produ¬ 
cir muchas conbinaciones diferentes de movimiento y fuerza. Sin embargo, 
en esencia son lo mismo, independientemente de su aplicación. Tales cir¬ 
cuitos están formados por cuatro componentes básicos: un depósito para 
guardar el fluido hidráulico, una bomba o unas bombas para forzar al 
fluido a través del circuito, válvulas para controlar la presión del fluido y su 
flujo, y un actuador o unos actuadores para convertir la energía hidráulica en 
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Válvula de 
control direccional 


Fig. 4-1. Circuito hidráulico. 


energía mecánica para hacer el trabajo. La figura 4-1 muestra un circuito 
simple formado por un depósito, una bomba, válvulas, un cilindro hidráuli¬ 
co, etcétera. 

Unidad de potencia hidráulica. Una unidad de potencia hidráulica 
incluye componentes tales como un depósito, filtros, un motor eléctrico para 
impulsar una bomba o unas bombas y una válvula de control de presión má¬ 
xima. 

El depósito, que funciona como fuente de ñuido hidráulico, debe ser lo 
suficientemente grande para almacenar el mayor volumen de líquido que el 
sistema pueda necesitar. Además, debe estar completamente cerrado con 
el objeto de mantener el fluido limpio. Con frecuencia, el motor eléctrico, la 
bomba y las válvulas están montados sobre el depósito. 

Para remover partículas extrañas del fluido hidráulico, se utilizan re¬ 
jillas, filtros y bujías magnéticas, asegurando de ese modo la larga vida y el 
funcionamiento sin dificultades del sistema hidráulico. (Las bujías magnéti¬ 
cas localizadas usual mente en el depósito atraparán las partículas de fierro o 
acero del fluido hidráulico.) 
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Utilizadas para convertir energía mecánica en energía hidráulica, las 
bombas hidráulicas pueden clasificarse como bombas de desplazamiento 
positivo y bombas de desplazamiento no positivo. La figura 4-2(a) y (b) 
muestran diagramas esquemáticos de cada una de ellas. Una característica 
de la bomba de desplazamiento positivo es que su salida no se ve afectada 
por las variaciones de la presión del sistema a causa de la presencia de un 
sello interno positivo contra fugas. Casi todas las bombas usadas en siste- 
mas hidráulicos de potencia son del tipo de desplazamiento positivo. (Debi¬ 
do a la ausencia de un sello interno positivo, la salida de una bomba de 
desplazamiento no positivo varía considerablemente con la presión.) 

Las bombas de desplazamiento positivo pueden clasificarse como uni¬ 
dades de desplazamiento fijo o variable. En las primeras, con objeto de va¬ 
riar la salida volumétrica, debe variarse la velocidad de la bomba. La salida 
volumétrica puede variarse en una bomba de desplazamiento variable ajus¬ 
tando las relaciones físicas de las partes operativas de la bomba. 


Salida 


t 



t 


Entrada 

la) 



Entrado 


Fig. 4-2. (a) Bomba de desplazamiento positivo; (b) bomba de 
desplazamiento no positivo. 
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Hay cuatro tipos básicos de bombas de desplazamiento positivo co¬ 
múnmente usadas en los sistemas hidráulicos. 

1. Bombas de pistón axial 

2. Bombas de pistón radial 

3. Bombas de aspas 

4. Bombas de engranes 

Debido a la semejanza en su construcción mecánica, las bombas 
hidráulicas pueden usarse como motores hidráulicos. La tabla 4-1 muestra 
las características de funcionamiento de las bombas y motores hidráulicos. 


Tabla 4-1. Características de funcionamiento de 

LAS BOMBAS Y MOTORES HIDRÁULICOS 



Presión 

(MPa) 

Salida 

(m 3 /s) 

Eficiencia 

total 

Bombas de pistón axial 

7 ~ 70 

3 x 10' 3 - 2 x lO- 2 

85 - 95 

Bombas de pistón radia) 

5 - 50 

3 x IO" 4 - 1.2 x 10-2 

£ 

1 

0 

OO 

Bombas de aspas 

2-18 

3 x 10-5 ~ |.6 x ÍO- 2 

80-90 

Bombas de engranes 

2-18 

1 x IO" 4 - 1 x IO’ 2 

75-90 


Presión 

(MPa) 

Frecuencia angular 
(Hz) 

Eficiencia 

total 

Motores de pistón axial 

1 - 70 

0.2 - 50 

85 - 95 

Motores de pistón radial 

1 - 50 

0.2 - 30 

ESI 

Motores de aspas 

1 - 18 

2-50 

80-90 

Motores de engranes 

1 - 18 

2-50 

70-90 


1 MPa = 10« Pa = 10« N/m 2 = 10.197 kg//cm 2 = 145 lb//in. 2 
1 m 3 /s = 10 * cm 3 /s = 10 3 £/s = 6 x 10 4 f/min 
1 Hz = 1 cps = 60 cpm — 60 rpm 


Bombas de pistón axial. La figura 4-3 es un diagrama esquemático de 
una bomba de pistón axial. El bloque del cilindro rotatorio contiene pisto¬ 
nes que tienen libertad para moverse hacia adentro y hacia afuera de sus ori¬ 
ficios. La flecha impulsora está colocada formando un ángulo con respecto 
al bloque de cilindros. La rotación de la flecha impulsora causa rotación de 
los pistones y del bloque de cilindros a la misma velocidad. Al moverse cada 
pistón adentro y afuera en sus orificios, la longitud del recorrido es 2 R tan 
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Fig. 4-3. Bomba de pistón axial. 


a. (R está definido en la Fig. 4-3.) Esta longitud depende del ángulo a, el 
ángulo de inclinación del bloque de cilindros. Al moverse cada pistón hacia 
afuera, el fluido hidráulico es absorbido a través de la válvula. En la carrera 
de retorno, el fluido es expulsado a través de la válvula bajo presión. En un 
.ciclo, el flujo volumétrico es 2 ZAR tan a, donde Z es el número de pistones 
(una bomba típica tiene nueve pistones) y A es el área del pistón. 

Bombas de pistón radial. Se ilustra una bomba de pistón radial en la 
Fig. 4-4(a). Consta de un perno estacionario con lumbreras de entrada y sa¬ 
lida del flujo, un bloque de cilindro que da vueltas alrededor del perno y alber¬ 
ga los pistones y un rotor que controla la carrera del pistón. El eje central 
del rotor está desviado del eje central del bloque del cilindro. 



Enlrada Salida 


(a) 



Fig. 4-4. (a) Bomba de pistón radial; (b) diagrama esquemático de 
una bomba de pistón radial. 
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La figura 4-4(b) es un diagrama esquemático de una bomba de pistón 
radial en la cual sólo se muestra un pistón. Aquí, a medida que la flecha im¬ 
pulsora hace girar al bloque del cilindro, la fuerza centrífuga impulsa al ém¬ 
bolo sumergido hacia afuera de modo que presiona contra el rotor. Puesto 
que el eje central no coincide con el eje central del bloque del cilindro, el pis¬ 
tón se mueve hacia adentro durante la mitad de una revolución del bloque 
del cilindro y hacia afuera durante la otra mitad. El perno incluye lumbreras 
de entrada y salida que conectan los extremos abiertos de los orificios de los 
cilindros. Durante la rotación, el pistón alimenta fluido hidráulico en el ori¬ 
ficio del cilindro a medida que pasa por el lado de entrada del perno, y fuer¬ 
za al fluido hacia afuera del orificio a medida que pasa por el lado de salida 
del perno. La salida volumétrica depende de la excentricidad entre los ejes 
centrales del rotor y del cilindro. 

Bombas de aspas. En la Fig. 4-5(a) aparece un diagrama esquemático 
de una bomba de aspas simple. Un rotor cilindrico con aspas móviles en ra¬ 
nuras radiales gira en una carga circular. El diagrama de la Fig. 4-5(b) 
ilustra el principio de operación. Para simplificar la exposición, sólo se 




(a) (b) 

Fig. 4-5. (a) Bomba de aspas: (b) diagrama esquemático de una bom¬ 
ba de aspas. 

muestra un aspa. A medida que el rotor da vuelta, la fuerza centrífuga im¬ 
pulsa al aspa hacia afuera de modo que esté siempre en contacto con la su¬ 
perficie interna de la carcasa. El aspa divide el área entre el rotor y la carcasa 
en dos cámaras. (La bomba de aspas real incluye muchas aspas, que divi¬ 
den el área entre el rotor y la carcasa en muchas cámaras que varían en ta¬ 
maño, dependiendo de su posición alrededor de la carcasa.) La entrada a la 
bomba se localiza en un punto donde la cámara está expandiendo su tama¬ 
ño. Un vacio parcial originado por la expansión alimenta fluido hidráulico 
dentro de la bomba. Luego el fluido es transportado a la salida de la bom¬ 
ba, donde la cámara lo toma y lo fuerza a través de la lumbrera de salida. 
Esta bomba se llama bomba de aspas desbalanceada porque la alta presión 
se genera solamente en un lado del rotor y la flecha. 
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Una bomba de aspas balanceada tiene una carcasa elíptica que forma 
dos cámaras de bombeo separadas en lados opuestos del rotor, de modo que 
las cargas laterales se cancelan mutuamente. Una bomba balanceada como 
la descrita se muestra en la Fig. 4-6. Las ventajas de este tipo consisten en 
que se incrementa la vida de los cojinetes y permite más altas presiones de 
operación. 

Bombas de engranes. La figura 4-7 presenta un diagrama esquemático 
de una bomba de engranes , la cual consta de un engrane impulsor y un 
engrane impulsado, encerrados dentro de una carcasa bien empacada. Los en¬ 
granes impulsor e impulsado giran en direcciones opuestas y se engranan en 

un punto dentro de la carcasa entre las lumbreras de entrada y de salida. El 
fluido hidráulico es alimentado por la entrada a la cámara A, al separarse 
los dientes de los engranes impulsor e impulsado. El fluido hidráulico queda 
atrapado entre los dientes del engrane y la carcasa y es transportado a través 
de dos trayectorias separadas alrededor de la cámara de salida B. A medida 
que los dientes vuelven a engranar, el fluido es forzado a través de la 
lumbrera de salida. Nótese que el buen empaque de los dientes de engrane 
dentro de la carcasa se necesita para hacer mínimo el escurrimiento interno. 

Resumen sobre las bombas de desplazamiento positivo. En razón de su 
bajo costo, su mantenimiento más simple y su gran tolerancia a la contami¬ 
nación del fluido, la bomba de engranes se utiliza mucho en las industrias. 

Salida 

t 



t 

Entrada 


Entrada 
(Baja presión) 


Fig. 4-6. Bomba de aspas balan¬ 
ceada. 


Fig. 4-7. Bomba de engranes. 
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La bomba de aspas tiene amplias aplicaciones industriales, tales como las 
máquinas herramientas y la maquinaria automática. Las bombas de pistón 
axial y radial son más utilizadas donde se necesitan altas presiones. 

Acumuladores. El acumulador almacena fluido a presión proveniente 
de una bomba hidráulica. Esta componente se usa a menudo en circuitos 
hidráulicos para tener disponible el fluido a presión ante la demanda y para 
suavizar las pulsaciones en el flujo. 

Actuadores. Los actuadores hidráulicos realizan la función opuesta 
que las bombas hidráulicas en el sentido de que convierten la energía 
hidráulica en energía mecánica con el objeto de permitir el trabajo útil. 
Enlazado mecánicamente a la carga de trabajo, este dispositivo es actuado 
por el fluido a presión de la bomba. Los actuadores pueden clasificarse como 
lineales y rotatorios. 

Actuadores lineales. Los actuadores lineales vienen en la forma de un 
ariete o cilindro. La figura 4-8(a) y (b) muestra unos cilindros de doble acción. 
En un cilindro de doble acción la presión hidráulica puede aplicarse en cual¬ 
quiera de los lados de pistón. (El pistón puede moverse en una u otra direc¬ 
ción. El tipo mostrado en la Fig. 4-8(a) se llama cilindro diferencial porque 
el área del pistón a la izquierda es mayor, proporcionando así una carrera 
de trabajo más lenta y más potente cuando se aplica la presión por el lado 
izquierdo. La carrera de retorno es más rápida debido al área del pistón más 
pequeña. La figura 4-8(b) muestra un tipo de cilindro no diferencial . Se ne¬ 
cesitan fuerzas iguales en ambas direcciones. 




(o) 


(b) 


Fig. 4*8. Cilindros de doble acción. 


Actuadores rotatorios. Los actuadores rotatorios incluyen motores de 
Pistón, motores de aspas y motores de engranes. Muchas de las bombas 
hidráulicas (como las bombas de pistón, las bombas de aspas y las bombas 
de engranes) pueden usarse como motores con una modificación pequeña o 
sin modificación. 

La figura 4-9 es un diagrama esquemático de un motor de pistón axial. 
El pistón en el lado de alta presión es empujado hacia afuera por la fuerza 
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Fig. 4-9. Motor de pistón axial. 


Ap t donde A es el área del pistón y p la presión del fluido. Esta fuerza puede 
descomponerse en la fuerza normal y la paralela al plato impulsado. Para 
cada pistón, la fuerza paralela al plato es Ap sen a. Por lo tanto, el par T 
que actúa sobre la flecha es 

T = '£ApstnaL-Rsen0 t 

i 

donde es el ángulo entre la línea O Y y la línea que conecta al punto O y el 
centro del i-ésimo émbolo sumergido y R está definido en la Fig. 4-9. 

En un motor de pistón radial, el fluido a presión entra en la mitad de 
los orificios del bloque del cilindro, forzando radialmente los pistones res¬ 
pectivos desde el eje del bloque del cilindro. Estos pistones pueden moverse 
radialmente girando a un punto donde el contorno del rotor está más aleja¬ 
do del perno. Así pues, al impulsar los pistones radialmente se hace que el 
bloque del cilindro y los pistones giren. Este principio de operación se ilustra 
en la Fig. 4-10. El bloque del cilindro está conectado a la flecha de salida. 


(Baja presión) 
Salida 




Fig. 4-10. Motor de pistón radial 


Fig. 4-11. Motor de engranes. 
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La figura 4-11 ilustra un motor de engranes. Puesto que este dispositivo es 
u n motor, ambos engranes son engranes impulsados, pero sólo uno está conec¬ 
tado a la flecha de salida. La operación es esencialmente la inversa de la bomba 
de engranes. El fluido hidráulico de la bomba entra a la cámara A y fluye en 
una y otra dirección alrededor de la superficie interna de la carcasa hacia la cá¬ 
mara B, forzando a los engranes a girar como se indica. Asi, el movimiento ro¬ 
tatorio queda entonces disponible para el trabajo en la flecha de salida. 

Válvulas hidráulicas de control. La válvula hidráulica de control es un 
dispositivo que utiliza movimiento mecánico para controlar la dirección del 
flujo del fluido hacia el actuador. Las válvulas hidráulicas de control co¬ 
múnmente usadas pueden dividirse en cuatro tipos: de carretes deslizantes, 
de batidor o aleta, de tubo de chorro y de disco. 

Válvulas de carretes deslizantes. Usadas bastante en los sistemas hidráu¬ 
licos, las válvulas de carretes deslizantes usualmente se clasifican por el núme¬ 
ro de vías por donde el flujo puede entrar a la válvula o salir de ella. 

En la figura 4-12 se muestra una válvula de cuatro vías de carretes deslizan¬ 
tes (o válvula deslizante de cuatro vias) conectada a un cilindro de potencia (o ac¬ 
tuador). El principio de operación es el siguiente. El carrete puede ser corrido en 
una dirección o en la otra. Si se cambia a la derecha, como se muestra, el puerto 
B se abre a la entrada de presión P y el puerto A se abre al drenaje. El pistón de 
potencia (o actuador) se mueve a la izquierda. En forma similar, si el carrete se 
cambia a la izquierda, el punto A se abre a la entrada de presión P, el puerto B 
se abre al drenaje y el pistón de potencia se mueve hada la derecha. 

Esta válvula de cuatro vias tiene dos discos en el carrete. (En las válvu¬ 
las de carrete, el número de discos varía de uno hasta tres o cuatro.) Si el 
ancho del disco es menor que el puerto en la manga de la válvula, se dice que 


Flg, 4-12. Válvula de carretes des¬ 
cantes de cuatro vías conectada a 
Un cilindro de potencia. 


Aceite 
bajo presión 

Drenaje Drenaje 

t I t 
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la válvula es subtraslapada. Las válvulas sobretraslapadas tienen un ancho 
de disco mayor que el ancho del puerto cuando la manga está en posición 
neutral. Una válvula de traslape cero tiene un ancho de disco que es idéntico 
al ancho del puerto. 

La figura 4-13 muestra una válvula de tres vías conectada a un cilindro 
de potencia. Requiere una presión sesgada actuando en un lado de un pistón de 
potencia de área desigual para invertir la dirección. 


Drena |e 

i 


Aceite 
bajo presión 

i 


i 
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FIr. 4*13. Válvula de tres vías conecta¬ 
da a un cilindro de potencia. 



Válvulas de aleta. Las válvulas de aleta también son llamadas válvulas 
de tobera o aleta , Una aleta se coloca entre dos toberas opuestas (Fig. 4-14). 
Si la aleta se mueve ligeramente hacia la derecha, ocurre un desbalance en la 
presión en las toberas y el pistón de potencia se mueve a la izquierda, y vice¬ 
versa. 



Flg. 4-!4. Válvula de aleta conectada 
a un cilindro de potencia. 
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Estos dispositivos se usan frecuentemente en servos hidráulicos como 
válvula de primera etapa en servoválvulas de dos etapas. Esto es asi porque 
puede necesitarse de una fuerza considerable para la carrera de las grandes 
válvulas de carretes que resulta de la fuerza que fluye en estado permanente, 
para reducir o compensar esta fuerza a menudo se emplea una configura¬ 
ción de válvula de dos etapas; se usa una válvula de aleta en la primera etapa 
para proporcionar la fuerza necesaria para la carrera de la segunda válvula 
de carrete. 

Válvulas de tubo de inyección. La figura 4-15 muestra una válvula de 
tubo de inyección conectada a un cilindro de potencia. El fluido hidráulico 
se introduce por el tubo de inyección. Si el tubo de inyección es cambiado 
hacia la derecha desde su posición neutral, el pistón de potencia se mueve ha¬ 
cia la izquierda y viceversa. La válvula de tubo de inyección no se usa tan¬ 
to como la válvula de aleta debido al flujo nulo, respuesta más lenta y 
características más bien impredecibles. Su principal ventaja está en su insen¬ 
sibilidad a los flujos sucios. 



\ 


Tubo de inyección 



Fig. 4-15. Válvula de tubo de inyección 
conectada a un cilindro de potencia. 


Válvula de movimiento vertical. Básicamente, las válvulas de movi¬ 
miento vertical son válvulas de dos vías. Las válvulas de movimiento verti¬ 
cal típicas se encuentran en las válvulas de retención y en las válvulas de ali¬ 
vio, donde no se necesita invertir la dirección del flujo. 

La válvula de retención es una válvula direccional de una vía en el sentido 
de que permite el flujo en una dirección y lo evita en la otra. 

El propósito de la válvula de alivio es el de proporcionar protección 
contra la sobrecarga en las componentes de los circuitos o limitar la fuerza 
Que pueda ejercer un actuador. Tales válvulas se necesitan en casi todos los 
circuitos hidráulicos con el objeto de controlar la presión. La figura 4-16 
muestra una válvula de alivio simple en la cual un puerto está conectado a la 
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línea de presión y el otro al depósito. La 
fuerza del resorte mantiene a la válvula sobre 
su asiento. El tornillo de ajuste controla la 
presión de operación. 

La válvula de alivio opera como sigue. 
Cuando la presión a la entrada excede la 
fuerza del resorte, se fuerza a la válvula a de¬ 
jar su asiento y el fluido fluye de la linea de 
presión a través de la válvula de depósito. 
Cuando la presión cae por debajo de la fuer¬ 
za del resorte, la válvula recupera su asiento 
y el flujo se detiene. La presión a la cual la 
válvula se fuerza primero a dejar su asiento y 
comienza a pasar fluido se llama presión de 
descarga. A medida que el flujo a través de la 
válvula se incrementa, la válvula es empuja¬ 
da más lejos de su asiento y la presión del 
flujo pleno se hace más alta que la presión 
de descarga. Este fenómeno de incremento de 
presión en la linea a medida que el flujo a 
través de la válvula de alivio se incrementa se 
llama supresión de la presión . 



Fig. 4-16. Válvula de alivio. 


Ventajas y desventajas de los sistemas hidráulicos. Hay ciertas venta¬ 
jas y desventajas en el uso de los sistemas hidráulicos más notables que en 
otros sistemas. Algunas de las ventajas se enlistan a continuación. 

1. El fluido hidráulico actúa como lubricante, además de transportar 
el calor generado en el sistema hasta un intercambiador de calor con¬ 
veniente. 

2. Los actuadores hidráulicos de tamaño comparativamente pequeño 
pueden desarrollar grandes fuerzas o pares. 

3. Los actuadores hidráulicos tienen una mayor velocidad de respuesta 
con arranques, paros e inversiones de la velocidad rápidos. 

4. Los actuadores hidráulicos pueden operarse sin dañarse en condi¬ 
ciones continuas, intermitentes, inversoras y de paro. 

5. La disponibilidad de actuadores lineales y rotatorios ofrece flexibili¬ 
dades en el diseño. 

6. Por el escaso escurrimiento en los actuadores hidráulicos, la caída 
de velocidad es pequeña cuando se aplica carga. 

Por otra parte, existen varías desventajas que tienden a limitar su uso. 

1. La potencia hidráulica no está tan fácilmente disponible compara¬ 
da con la potencia eléctrica. 
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2. El costo de su sistema hidráulico puede ser mayor que un sistema 
eléctrico semejante que realice una función similar. 

3. Existen riesgos de fuego y explosión a menos que se usen fluidos a 
prueba de incendio. 

4. En vista de que es difícil mantener un sistema hidráulico libre de es- 
currimientos, el sistema tiende a ser sucio. 

5. El aceite contaminado puede causar fallas en el funcionamiento 
correcto de un sistema hidráulico. 

6. Como resultado de la no linealidad y otras características complejas 
involucradas, el diseño de sistemas hidráulicos complicados es muy 
comprometedor. 

7. Los circuitos hidráulicos generalmente tienen características de 
amortiguamiento limitadas. Si un circuito hidráulico no está diseña¬ 
do correctamente, pueden ocurrir o desaparecer algunos fenómenos 
de inestabilidad, dependiendo de las condiciones de operación. 

Comentarios. Se necesita de una atención particular para asegurarse 
que el sistema hidráulico es estable y satisfactorio en todas las condiciones 
de operación. Puesto que la viscosidad del fluido hidráulico puede afectar 
en gran medida los efectos de amortiguamiento y fricción de los circuitos 
hidráulicos, las pruebas de estabilidad deben llevarse a cabo a la temperatu¬ 
ra de operación más alta posible. 

Debe notarse que pueden ocurrir ciertos fenómenos indeseables en los 
sistemas hidráulicos, dos de los cuales son el martilleo del aceite y la cavita¬ 
ción. Aunque no se presentan en los sistemas bien diseñados, pueden 
ocurrir en algunos; por lo tanto, es aconsejable diseñar los sistemas 
hidráulicos evitando estos fenómenos. 

Martilleo o golpeteo del aceite. Cuando el aceite o el agua que fluyen 
en un tubo se detiene súbitamente a causa del cierre instantáneo de una vál¬ 
vula en el extremo de una tubería, puede producirse una fuente de presión 
violenta, causando con eso una serie de choques que suenan como golpes de 
martillo. Este fenómeno se llama martillo de aceite o martillo de agua , de¬ 
pendiendo del medio fluido involucrado. (También se conoce como golpe 
de ariete.) 

El fenómeno del martillo de agua puede ocurrir en los sistemas de 
plomería domésticos. Por ejemplo, cuando los grifos se cierran rápidamen¬ 
te o cuando el flujo de agua se corta automáticamente por un equipo 
usuario de agua, como una lavadora de platos o una lavadora de ropa, 
puede darse el sonido del martilleo. Tal martilleo de agua se debe a que el 
agua que fluye a través de un tubo desarrolla cierta cantidad de movimien¬ 
to. Cuando el flujo se corta súbitamente por el cierre de un grifo o por la ac¬ 
ción de una válvula eléctrica dentro de una máquina lavadora, el agua aún 
continúa moviéndose a causa de esta cantidad de movimiento, y puesto que 
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el agua difícilmente puede ser comprimida, ésta golpea estrepitosamente las 
paredes del interior del tubo. (Debe notarse que algunos tubos pueden hacer 
ruidos de martilleo por una razón bastante diferente, tal como estar monta¬ 
dos de manera insegura de modo que el agua que por allí se precipita causa 
que el tubo se mueva en su entorno y golpee con estrépito contra las vigas u 
otros tubos cercanos.) 

En cualquier sistema hidráulico, si la válvula en el extremo de la tubería 
se cierra súbitamente, la energia cinética de la columna detenida de fluido 
hidráulico se expande, comprimiendo el fluido y estirando las paredes del 
tubo. Al detener el flujo de fluido hidráulico, la energía cinética se transfor¬ 
ma en energía potencial. (La presión máxima en el instante del cierre de la vál¬ 
vula puede obtenerse al igualar la energía cinética y la energía potencial.) Se 
encuentra que el incremento en la presión es proporcional a la velocidad re¬ 
frenada del flujo del fluido hidráulico. Asi es que, con el objeto de reducir la 
fuente de presión, es aconsejable tener baja velocidad del fluido haciendo 
las áreas del tubo lo suficientemente grandes. (Una regla empírica consiste 
en limitar la velocidad del fluido hidráulico a 5 m/s.) 

Nótese que la fuente de presión resulta solamente cuando la válvula se 
cierra en menos de un viaje redondo de la onda de presión. Si el flujo del 
fluido no se para rápidamente, entonces la onda de presión tiene tiempo para 
viajar hasta el extremo de la linea hidráulica y regresar varias veces mientras 
el paro va en progreso, la presión excesiva se reduce mucho. (La onda de 
presión continúa viajando de ida y vuelta hasta que la energía involucrada 
se pierde por fricción.) En consecuencia, para evitar fuentes de presión 
violentas, es aconsejable el uso de válvulas de cierre lento en las tuberías lar¬ 
gas y la instalación de dispositivos de alivio o dispositivos de antimartilleo, 
tales como los tanques de oscilación, en lugares adecuados para absorber el 
choque de la fuente de presión. Un dispositivo de antimartilleo, el cual bási¬ 
camente consta de una cámara con aire encerrado, funciona como colchón 
neumático para absorber el choque creado cuando el fluido hidráulico de 
flujo rápido es obligado a parar. En lugar del estruendoso golpeteo del 
fluido hidráulico contra los tubos y accesorios, se fuerza su rumbo hacia la 
cámara de aire del dispostivo antimartilleo. El aire se comprime fácilmente, 
por lo tanto, el fluido hidráulico precipitado comienza a comprimir el aire 
interior, absorbiendo asi la energía extra que pudiera de otra forma causar 
martilleo. Cuando el fluido hidráulico de nuevo está en reposo, el aire inte¬ 
rior comprimido se expande y queda listo para el siguiente acontecimiento. 

En los sistemas de plomería domésticos, donde las máquinas lavadoras 
crean casi siempre este tipo de problema a causa de los frecuentes ciclos de 
apertura y cierre de las válvulas automáticas, un dispositivo antimartilleo 
(tal como un tubo o cilindro con un extremo sellado y el otro extremo co¬ 
nectado a la tubería de agua de modo que el aire quede encerrado dentro del 
tubo del cilindro) se instala cerca de los grifos que suministran el agua a es¬ 
tos equipos. 
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Cavitación. Cuando la velocidad del flujo liquido se incrementa local¬ 
ícente y el liquido fluye en una región donde la presión se reduce a la pre¬ 
sión de vapor, el liquido hierve y se desarrollan bolsas de vapor. En esta si¬ 
tuación, las burbujas de vapor son transportadas con el líquido hasta que se 
alcanza una región de más alta presión y estallan súbitamente. Cuando las 
bolsas de vapor estallan, las fuerzas ejercidas por el líquido que se precipita 
dentro de la cavitación crean una muy alta presión localizada y causan cha¬ 
paleteo de la superficie sólida, un proceso que se da acompañado de ruido y 
vibración. Este proceso de vaporización y estallido subsecuente de las bur¬ 
bujas de vapor en un flujo rápido de un líquido se llama cavitación. Por 
ejemplo, en una bomba centrífuga, si la cavitación aparece a causa de una 
caída de presión en la entrada, ocurren vibración y ruido y la eficiencia cae. 
Más aún, la bomba puede dañarse. Puesto que este proceso causa tales efec¬ 
tos indeseables como la disminución de la eficiencia, el daño a los conductos 
del flujo, ruido y vibración, los sistemas hidráulicos deben diseñarse para 
evitar la cavitación eliminando regiones de baja presión local y/o utilizando 
materiales especiales resistentes a la cavitación o recubrimientos. 


4-3 PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS HIDRÁULICOS 

Las propiedades del fluido hidráulico tienen un efecto importante en el 
funcionamiento de los sistemas hidráulicos. Además de servir como un me¬ 
dio para la transmisión de potencia, el fluido hidráulico debe mantener al 
mínimo el desgaste de las partes móviles proveyendo una lubricación satis¬ 
factoria. En la práctica', los aceites basados en el petróleo con los aditivos 
adecuados son los fluidos hidráulicos más comúnmente utilizados porque 
ofrecen buena lubricación para las partes móviles en el sistema y son casi in¬ 
compresibles. Es necesario el uso de aceite limpio de alta calidad para la 
operación satisfactoria del sistema hidráulico. Las páginas siguientes descri¬ 
ben aquellas características físicas de los fluidos hidráulicos que son necesa¬ 
rias para explicar los sistemas hidráulicos. 

Densidad y volumen especifico. La densidad de masa p de una sustan¬ 
cia es su masa por unidad de volumen. Las unidades comúnmente usadas 
son kg/m 3 , lb/ft 3 , slug/ft 3 , etcétera. Para el agua a la presión atmosférica 
estándar (1.0133 x 10* N/m 2 abs, la cual es igual a 1.0332 kg/cm 2 abs o 
14.7 lb/in 2 abs) y temperatura estándar (277.15 K que es igual a 4°C 
o 39.2°F), la densidad de masa es 

p = 1000 kg/m 3 = 62.43 lb/ft 3 = 1.94 slug/ft 3 

Para los aceites basados en petróleo, la densidad de masa es aproximada¬ 
mente 


p = 820 kg/m 3 = 51.2 lb/ft 3 = 1.59 slug/ft 3 
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El volumen específico v es el recíproco de la densidad p. Es el volumen 
ocupado por una unidad de masa del fluido, o bien 



P 


Peso específico y densidad específica. El peso especifico y de una sus¬ 
tancia es su peso por unidad de volumen. Las unidades comúnmente usadas 
son N/m 3 , kg/m 3 , etcétera. Para el agua a la presión atmosférica y tempe¬ 
ratura estándar, 

y = 9.807 X 10 3 N/m 3 = 1000 kg^m 3 = 62.43 lb f /ñ 3 

Para los aceites basados en petróleo, el peso específico es aproximada¬ 
mente 

y = 8.04 x 10 3 N/m 3 = 820kg,/m 3 = 51.21^/ft 3 
El peso específico y y la densidad de masa p están relacionados por 

7 = Pg 

donde g es la aceleración de la gravedad. 

La densidad específica de una sustancia es la relación de su peso con 
respecto al peso de un volumen igual de agua a la presión atmosférica y tem¬ 
peratura estándar. 

La densidad p de un líquido es función de la presión y la temperatura. 
Puede escribirse 

P = Poi 1 + a{p - p 0 ) - b($ - #„)} 

donde p, p, y $ son la densidad de masa, la presión y la temperatura, respec¬ 
tivamente. (Se supone que la densidad del líquido es p 0 cuando la presión es 
po y la temperatura#,,-) Los valores de a y b son positivos. Así pues, la densi¬ 
dad de masa de un líquido se incrementa cuando la presión se incrementa y 
decrece cuando la temperatura se incrementa. Los coeficientes ay b se lla¬ 
man módulo de compresibilidad y coeficiente de expansión cúbica, respecti¬ 
vamente. 


Módulos de compresibilidad y de dispersión. La compresibilidad de un 
liquido se expresa por medio de su módulo de dispersión. El módulo de dis¬ 
persión de un liquido y el módulo de compresibilidad son recíprocamente 
inversos. Si la presión de un líquido de volumen V se incrementa por dp , esto- 
causará un decrecimiento en el volumen d V. El módulo de dispersión K se 
define por 


K = 


_dp 

-dV¡V 


(Nótese que dV es negativo, de modo que -dVe s positivo.) El módulo de 
dispersión del agua a la temperatura y presión ordinarias es aproximada¬ 
mente 2.1 x 10* N/m?, lo cual es igual a 2.1 GPa (gigapascal), 2.14 x 10 
kg/cm 2 , o 3 x 10 8 lb/in 2 . 
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Es importante observar que todos los fluidos hidráulicos se combinan 
con el aire en cierta medida. De modo que en la determinación experimental 
del módulo de dispersión y el valor de éste, de cualquier líquido, depende de 
la cantidad de aire que contenga. 

Viscosidad. La viscosidad , la propiedad más importante del fluido 
hidráulico, es una medida de la fricción interna o de la resistencia del fluido. 
Una viscosidad baja significa un incremento en las pérdidas por escurri- 
miento y una alta viscosidad implica una operación lenta. En los sistemas 
hidráulicos, las viscosidades disponibles están limitadas por las característi¬ 
cas de operación de la bomba, motor y válvulas, tanto como por las tempe¬ 
raturas del ambiente y de operación. La viscosidad de un líquido decrece 
con la temperatura. 

La viscosidad se mide mediante la observación del tiempo requerido 
por un cierto volumen del líquido para fluir, en ciertas condiciones como 
enfrentarse a un tubo corto de orificio pequeño. 

La resistencia causada por un fluido al movimiento relativo de sus par¬ 
tes se llama viscosidad dinámica o absoluta. Es relación de su esfuerzo cor¬ 
tante a la razón de cambio en la deformación cortante de un fluido. El coe¬ 
ficiente de viscosidad dinámica o absoluta (i es la resistencia causada por 
una lámina del fluido al movimiento paralelo a esa lámina u otra lámina del 
fluido a una distancia unitaria de ella, con una velocidad relativa unitaria. 

Las unidades del SI para la viscosidad dinámica son N-s/m 2 y kg/m-s. 
La unidad cgs de la viscosidad dinámica es el poise (P) (dyn-s/m 2 o g/cm-s). La 
unidad del SI diez veces mayor que la unidad poise. El centipoise (cP) es 
1/100 de poise. (Nótese que la viscosidad dinámica del agua a 20.2°C o 
68.4°F es 1 centipoise.) Las unidades BES de viscosidad dinámica son Ib/- 
s/ft 2 y slug/ft-s. Nótese que 

1 slug/ft-s = 1 Iby-s/ft 2 = 47.9 kg/m-s = 47.9 N-s/m 2 
1P = lOOcP = 0.1 N-s/m 2 

La viscosidad cinemática v es la viscosidad dividida entre la densidad 
de masa o 

V = JL 
P 

donde p es la densidad de masa del fluido. La unidad en el SI de la viscosidad 
cinemática es mVs, en tanto que la unidad cgs de la viscosidad cinemática es 
el stoke (St) (cmVs) y 1/100 stoke se llama centistoke (cSt). La unidad BES 
de viscosidad cinemática es fF/s. Al cambiar del stoke al poise, multiplique 
por la densidad de masa en g/cm 3 . Adviértase que 

1 mVs (Unidad en el SI de viscosidad cinemática) 

= 10.764 ft 2 /s (Unidad BES de energía cinemática) 

1 St = 100 cSt = 0.0001 m 2 /s 
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La tabla 4-2 resume las unidades usadas para las viscosidades dinámica y ci¬ 
nemática en diferentes sistemas de unidades, y la tabla 4-3 muestra las visco¬ 
sidades dinámica y cinemática del agua. Para aceites hidráulicos en condi¬ 
ciones de operación normales, la viscosidad cinemática es de alrededor de 5 
a 10 centistokes (5 x 10"* a 100 x 10"* m 1 2 3 /s). 

Los aceites de petróleo tienden a adelgazarse cuando la temperatura se 
incrementa y a engrosarse cuando la temperatura decrece. Si el sistema ope¬ 
ra sobre una amplia escala de temperatura, debe usarse un fluido que tenga 
una sensibilidad relativamente menor a los cambios de temperatura. 


Tabla 4-2. Unidades de las viscosidades dinámica 

V CINEMÁTICA 


\ Sistema 
\ de 
\unida- 
Mes 
Visco-\ 
sidad \ 

Sistemas absolutos 

Sistemas gravitacionales 

SI 

mks 

cgs 

Métrico 
de ingeniería 

Inglés 

de ingeniería 

Viscosidad 

dinámica 

M 

N-s Q kg 
m 2 m-s 

N* 0 Jcg 
m 2 m-s 

dyn-s Q g 
cm 2 cm-s 

(poise) 

kg/-s 

m 2 


Viscosidad 

cinemática 

V 

m 2 

s 

m 2 

s 

cm 2 

s 

(stoke) 


ft 2 

s 


Algunas observaciones adicionales sobre los fluidos hidráulicos. Para 
concluir esta sección, en seguida se hacen algunas observaciones adicionales. 

1. Aunque los fluidos como el agua, el aceite crudo, los aceites vegetal 
o animal transmitirán potencia hidráulica, no deben usarse como fluidos 
hidráulicos por su falta de capacidad para lubricar correctamente y resistir 
asperezas, corrosión, jabonadura, etcétera. 

2. La vida operativa de un fluido hidráulico depende de su resistencia a 
la oxidación. La oxidación del fluido hidráulico la causan el aire, el calor y la 
contaminación. Obsérvese que cualquier fluido hidráulico se combina con 
el aire en cierta medida, especialmente a altas temperaturas de operación. 
Nótese también que la temperatura de operación del sistema hidráulico debe 
conservarse entre 30 y 60°C. En temperaturas de operación por arriba de 
70°C, la oxidación se acelera. Los fluidos de grado Premium usualmente 
contienen inhibidores que abaten la oxidación. 

3. Cuando se opera a altas temperaturas, las propiedades importantes 
del fluido son la lubricidad, la viscosidad, la estabilidad térmica, el peso y el 
módulo de dispersión. (Adviértase que estas no son variables independientes.) 
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Tabla 4-3. Viscosidades dinámica y cinemática 
DEL AGUA 



4. En sistemas hidráulicos localizados cerca de fuentes de alta tempe¬ 
ratura, deben usarse fluidos resistentes al fuego. Estos fluidos están dispo¬ 
nibles en varios tipos generales, tales como agua glicolada, aceite sintético y 
emulsiones de agua y aceite. (En las emulsiones de agua y aceite, el aceite 
forma moléculas alrededor del agua para proveer la lubricidad.) 

4-4 LEYES BÁSICAS DEL FLUJO DE FLUIDOS 

Aquí obtendremos las ecuaciones básicas que gobiernan el flujo de un 
fluido tales como las ecuaciones de continuidad, la ecuación de Euler y la 
ecuación de Bernoulli. Comenzaremos con definiciones del número de Rey¬ 
nolds, flujos laminar y turbulento, y otra terminología necesaria y luego ob¬ 
tendremos las ecuaciones. 

Número de Reynolds. Las fuerzas que afectan el flujo de un fluido 
don debidas a la gravedad, la flotación, la inercia del fluido, la viscosidad, 
la tensión superficial y factores semejantes. En muchas situaciones de flujo, 
las fuerzas resultantes de la inercia del fluido y la viscosidad son las más sig¬ 
nificativas. De hecho, los flujos de fluido en muchas situaciones importan¬ 
tes están dominados ya sea por la inercia o por la viscosidad del fluido. La 
relación adimensional de la fuerza de inercia con respecto a la fuerza viscosa 
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llama número de Reynolds. Así pues, un número de Reynolds grande in¬ 
dica el predominio de la fuerza de inercia y un número pequeño el predomi¬ 
nio de la viscosidad. El número de Reynolds R está dado por 

R = eaD 

M 

donde p es la densidad de masa del fluido,/i la viscosidad dinámica, v la ve¬ 
locidad promedio del flujo y D una longitud característica. Para el flujo en 
tubos, la longitud característica es el diámetro interior del tubo. Puesto que 
la velocidad promedio v del flujo en un tubo es 



donde Q es la razón de flujo volumétrico, A el área del tubo y D el diámetro in¬ 
terior del tubo, el número de Reynolds para el flujo en tubos puede darse por 

fí _ pvD __ *PQ 
H nfiD 

Flujo laminar y flujo turbulento. El flujo dominado por la fuerza de 
viscosidad se llama flujo laminar. Esta caracterizado por un movimiento del 
flujo suave, según lineas paralelas. Cuando dominan las fuerzas de inercia, 
el flujo se llama flujo turbulento y está caracterizado por un movimiento del 
flujo irregular y como remolino. Para un número de Reynolds por abajo de 
2000 o R < 2000, el flujo es siempre laminar. Para un número de Reynolds 
4000 o R > 4000, el flujo es usualmente turbulento excepto en casos espe¬ 
ciales. 



Flujo laminar en tubo 
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Flujo turbulento en tubo 

Fig. 4-17. (a) Perfil de velocidad del flujo laminar; (b) perfil de 
velocidad del flujo turbulento. 
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En los tubos capilares el flujo es laminar. Si las velocidades se man¬ 
tienen muy bajas o las viscosidades son muy altas, el flujo en tubos de 
diámetro relativamente grande puede resultar también un flujo laminar. En 
general, el flujo en un tubo es laminar si la sección transversal del conducto 
es comparativamente pequeña y/o la longitud del tubo es relativamente 
grande. De otro modo resulta el flujo turbulento. Debe notarse que el flujo 
laminar es sensible a la temperatura, ya que depende de la viscosidad. 

En el flujo laminar, el perfil de velocidad en un tubo se hace parabólico 
como en la Fig. 4-17(a). La figura 4-17(b) muestra el perfil de velocidad en 
un tubo con flujo turbulento. 

Los procesos industriales a menudo incluyen el flujo de líquidos a tra¬ 
vés de tubos de conexión y tanques. En los sistemas de control hidráulicos 
hay muchos casos de flujo a través de pequeños conductos tales como un 
flujo entre carrete y orificio y entre pistón y cilindro. Las propiedades de tal flu¬ 
jo a través de pequeños conductos depende del número de Reynolds del flujo 
involucrado en cada situación. 

Linea de comente. Una línea de corriente es una línea continua tendi¬ 
da a través del fluido de modo que tenga la dirección del vector velocidad en 
cada punto (Fig. 4-18). Por lo tanto, ningún flujo puede cruzar a una línea 
de corriente. 

Tubo de corriente. Un tubo de corriente es el tubo hecho con todas las 
lineas de corriente que pasan por una curva cerrada (Fig. 4-19). Ningún flu¬ 
jo puede atravesar sus paredes porque el vector de velocidad no tiene com¬ 
ponente normal a la superficie del tubo. 




Flujo estable. Si la presión, la velocidad, la densidad, la temperatura y 
factores similares en cualquier punto del flujo no cambian con el tiempo, se 
dice que el flujo es estable. Esto es, en flujo estable cualquier punto se man- 
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tiene 


constante en el espacio. 






donde p, v, p, y T son la presión, el vector de velocidad, la densidad y la tem¬ 
peratura, respectivamente. 

Se dice que el flujo es inestable si la condición en cualquier punto cam¬ 
bia con el tiempo. El análisis del flujo inestable es mucho más complejo que 
el del flujo estable. 


Volumen de control. Un volumen de control se refiere a una región en 
el espacio. Aunque del todo arbitrario, el tamaño y la forma del volumen de 
control frecuentemente se escogen con el objeto de simplificar el análisis. El 
uso de un volumen de control es conveniente en el análisis de situaciones 
donde el flujo ocurre adentro y afuera del espacio. 


Ecuaciones de continuidad. Las ecuaciones de continuidad se obtienen 
aplicando el principio de conservación de la masa del flujo. Este principio 
establece que la masa dentro de un sistema permanece constante con el tiempo. 

Las ecuaciones de continuidad para un volumen de control establecen 
que la razón de incremento con respecto al tiempo de la masa dentro de un 
volumen de control es igual a la razón de cambio neto de masa que fluye ha¬ 
cia el volumen de control. 

Considérese un flujo estable a través del tubo de corriente mostrado en 
la Fig. 4-20(a), donde el volumen de control constituye las paredes del tubo 
de corriente y las secciones transversales dA t y dA¡ que son normales al 



(a) 



Flg. 4-20. (a) Tubo de corriente; (b) conjunto de tubos de corriente. 
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tubo de corriente. Si definimos p x y p 2 como las densidades de masa en las 
secciones transversales dA x y dA 2i respectivamente, entonces al aplicar el 
principio de conservación de masa, obtenemos 

p x v x dA x = p 2 v 2 dA 2 

Esta es la ecuación de continuidad aplicada a dos secciones transversales a 
lo largo de un tubo de corriente en flujo estable. 

En una colección de tubos de corriente como se muestra en la Fig. 4-20(b), 
si las densidades promedio son p x y p 2 sobre las secciones transversales A x y 
A% , respectivamente, y las velocidades promedio son V x y V 2 sobre las sec¬ 
ciones transversales A x y A 2y respectivamente, entonces, 

P\ ^ 1^1 = Pz^2^2 

donde 

v, = ~ £ V, dA u V 2 = j- £ v 2 dA¡ 

Definiendo las descargas Q y Q¡ como 

Q\ = A\V\* Qz = A 2 V 2 
podemos escribir la ecuación de continuidad como 

PiQi = PiQz 

Para flujo estable incompresible, tenemos p x — p 2 . Por lo tanto, 

Qi = Qz 

o bien 

A X V X = A 2 V 2 

Esto signifíca que la razón de cambio del flujo de un líquido en un tubo es 
constante en cualquier sección transversal. 

Ecuación de movimiento de Eider. Considérese un tubo de corriente 
infinitesimal de longitud ds como se muestra en la Fig. 4-21. Considérese 
también el volumen de control compuesto por la pared del tubo de corriente 
entre las secciones 1 y 2 más las áreas de las secciones 1 y 2 que son normales 
al tubo de corriente. Fijemos este volumen de control en el espacio y consi¬ 
deremos el flujo que lo atraviesa. Para simplificar el análisis, supongamos 
que la viscosidad es cero o que el fluido no tiene fricción. 

La masa del fluido en el volumen de control es p dA ds y la aceleración 
de esta masa es dv/dt. La fuerza de presión que actúa sobre la sección 1 en 
la dirección positiva de s es p dA y la que actúa en la sección 2 en la direc¬ 
ción negativa de 5 es p + (dp/ds)ds dA. La fuerza de gravedad es pg dA ds. 
Cualesquiera fuerzas sobre los lados del volumen de control son normales a 
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Flg. 4-21. Tubo de corriente infini¬ 
tesimal de longitud ds. 


s y no participan en la ecuación. Aplicando la segunda ley de Newton, tene¬ 
mos la ecuación de movimiento 

= p dA — -f ^ ” PS dA ds eos 0 
donde m — pdA ds. So 


o bien 


p dA ds^ = — ^ ds dA — pg dA ds eos 0 




(4-1) 


(4-2) 


En general, la velocidad v de s y /, o v - v(j, t). Por lo tanto, 

dv _ dv ds , dv _ dv , dv 
dt ~ Js dt ^ (ft ~ ^ 97 

Al sustituir la Ec. (4-2) en la Ec. (4-1), encontramos 

dv , dv 1 dp n 

v Ts + Ji=-J ^~ ga * 9 

Y observando que eos 0 = dzfis, donde z es el desplazamiento vertical, esta 
última ecuación puede escribirse 


•S¡+Sf+7Í+'8-° 


(4-3) 


la cual es la ecuación de movimiento de Euier. 

El flujo estable, dvfit = 0, y la Ec. (4-3) se simplifica a 

..dv 1 dp , dz __ n 

"Sí + 731 + *3? 

El flujo estable, puesto que v, p y z son funciones de s, sólo la última 
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ecuación puede reesCy dv , J_dp _> f dz = q 

ds ' D ds s ds 


o bien 


„í" +J_ÍE + g « 0 

ds ' p ds 5 ds 


v dv + & + gdz = 0 


(4-4) 


(a cual es la ecuación de Euler de movimiento en flujo estable. 


Ecuación de Bernoulli. Para flujo estable, sin fricción (significa que el 
flujo tiene viscosidad despreciable) e incompresible, la Ec. (4-4) puede ser 
integrada para dar 


v 2 



+ gz = constante 


(4-5) 


Esta ecuación es la ecuación de energía para el flujo estable a través de un 
volumen de control. Al dividir ambos lados de la Ec. (4-5) entre g, tenemos. 

D 

4- ~ + 2 = constante (4-6) 

donde y = pg. Esta ecuación se llama ecuación de Bernoulli. Cada uno de 
sus términos tiene la dimensión de longitud. La ecuación (4-6) muestra que 
a lo largo de un tubo de corriente la suma de la velocidad v 2 /(2g), la presión 
p/y y la altura potencial z es constante (Fig. 4-22). Si la velocidad en alguna 
sección se incrementa, la presión de altura más la altura potencial deben 
decrecer y viceversa; estos es, la altura total en todas las secciones es cons¬ 
tante. 



Fig. 4-22. Diagrama para ilustrar que 
la suma de la altura de velocidad, la al¬ 
tura de presión y la altura potencial es 
constante-ecuación de Bernoulli. 
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Para el flujo inestable, la Ec. (4-3) puede reescribirse como 


dv d /v 2 


TsX 


o 


La integración de esta última ecuación a lo largo del tubo de corriente resulta 

constante 


. 


-L 2! 4. £. + ez 
di ' 2 + p + g 


En la secciones transversales 1 y 2, obtenemos 


f 


dv 


>•2 




■ - r 


dv de 4-^J Pl 
5 _ ds + T + 


gZ 2 


o bien 


(í+^+<-.)-(í+í + *>o-r^ <«> 


La ecuación (4-7) se llama ecuación de energía para el flujo inestable a tra¬ 
vés de un volumen de control. 


Flujo a través de un orificio. Un orificio es una restricción súbita de 
corta longitud en un conducto de flujo. Existen dos tipos de régimen de flu¬ 
jo, dependiendo de que dominen las fuerzas viscosas o las de inercia [Fig. 
(4-23(a) y (b)]. A causa de la ley de continuidad, la velocidad del flujo a tra¬ 
vés de un orificio debe incrementarse por arriba de la velocidad corriente 
arriba. 





(o) 


Fig. 4-23. (a) Flujo a través de un ori¬ 
ficio cuando el número de Reynolds es 
bajo; (b) flujo a través de un orificio 
cuando el número de Reynolds es alto. 




*i,pi 








y 



r 7 ?¿y//y/y/77s/?77 T. 


(b) 


En la Fig. 4-23(a) la caída de presión se origina por las fuerzas cortan¬ 
tes internas que resultan de la viscosidad. Esta situación ocurre cuando el 
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número de Reynolds es bajo. La figura 4-23(b) muestra el caso donde la 
caída de presión a través del orificio se origina por la aceleración del fluido 
de la velocidad corriente arriba a la velocidad del chorro más alta. La si¬ 
tuación aparece aqui cuando el número de Reynolds es alto. El flujo 
corriente abajo se hace turbulento. Puesto que los flujos de orificio más im¬ 
portantes ocurren como en la Fig. 4-23(b), a continuación consideraremos 
este caso en detalle. 

En relación con la Fig. 4-23(b), la velocidad del fluido se incrementa a 
velocidad de chorro entre las secciones 1 y 2. El área del chorro emitido es 
menor que el área del orificio. El punto a lo largo del chorro donde el área 
del chorro se hace mínima se llama vena contracta. La relación entre el área de 
la corriente A 2 en la vena contracta y el área del oficio A 0 se llama coefi¬ 
ciente de contracción C ct o sea 


A 


2 


C c A 0 


Puesto que el flujo entre las secciones 1 y 2 es de línea de corriente, 
puede aplicarse la ecuación de Bernoulli. De la Ec. (4-6) obtenemos, en las 
secciones 1 y 2, la ecuación 


f + zi + Zl = ñ + Pi + Z2 
2g 'y 1 2 g y 


(4-8) 


Si suponemos Z\ = entonces la Ec. (4-8) se hace 

- v\ = ^(p, - p 2 ) (4-9) 

De la ecuación de continuidad, tenemos 

ü,/*! = v 2 A 2 (4-10) 

donde A t y A 2 son las áreas de la corriente en las secciones 1 y 2, respectiva¬ 
mente. 

Utilizando las Ecs. (4-9) y (4-10), encontramos 


v 2 = 


1 rj 

j—(a,íaJ^T { p ' - Pl) 

Entonces la razón del flujo volumétrico en la vena contracta es 


V*y A 1 - 


J\ - {AJA 
C c A 0 


Pi) 


Vi - (CJÁÜW)yy^' ~ Pl) 


(4-11) 


La ecuación (4-11) da la razón de flujo a través del orificio. Sin embargo, 
esto es aproximado porque la fricción viscosa del fluido no fue considerada. 
Para tomar en cuenta la fricción viscosa despreciada, se introduce un factor 
empírico llamado coeficiente de velocidad C„ para dar la razón de flujo Q: 

Q = C v v 2 A 2 
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o bien 

e = y¡ - ~ Pi) = cA °'Jj (Pi -pJ < 4 - 12 > 

donde c, el coeficiente de descarga, es 

Vi - (CUITA) 

El valor del coeficiente de descarga c casi siempre se obtiene en forma expe¬ 
rimental. 

En el caso de las válvulas hidráulicas donde el área de estrangulamiento 
se ajusta para controlar la presión y la razón de flujo, la Ec. (4-12) sirve como 
una ecuación básica. 

Comentarios. En conclusión, nos gustaría mencionar que las pérdidas 
por fricción excesivas en las líneas hidráulicas deben evitarse. Cuando un 
fluido fluye en una línea hidráulica, algo de la energía que se transfiere, se 
pierde en la forma de energía calorífica que resulta de la fricción. Al diseñar 
lineas hidráulicas deben eliminarse las causas de fricción excesiva, tales como 
demasiada longitud de las líneas, un número grande de curvas (o codos), ac¬ 
cesorios y válvulas, la velocidad del fluido excesiva como resultado de líneas 
subdimensionales y la excesiva viscosidad del fluido. 


4-5 ELABORACIÓN DE MODELOS MATEMÁTICOS (MODELADO 

MATEMÁTICO) DE SISTEMAS HIDRÁULICOS 

Los procesos industriales a menudo incluyen sistemas que constan de 
tanques llenos de liquido conectados por tubos con orificios, válvulas y 
otros dispositivos que restringen el flujo. Las características dinámicas de 
tales sistemas pueden analizarse mediante el uso de las leyes fundamentales 
(Sec. 4-4) que gobiernan el flujo de los líquidos. En esta sección trataremos 
el modelado matemático de los sistemas hidráulicos. (El modelado matemá¬ 
tico de una válvula hidráulica se expone en la Sec. 4-6 y los detalles del mo¬ 
delado de controladores hidráulicos en el capitulo 8.) 

En los capítulos 2 y 3 se estableció que existen tres tipos de elementos 
básicos en los sistemas mecánicos y eléctricos: elementos de inercia, elemen¬ 
tos de resorte y elementos amortiguadores para los sistemas mecánicos; ele¬ 
mentos resistivos, elementos capacitivos y elementos inductivos para siste¬ 
mas eléctricos. Al igual que en los sistemas mecánicos y eléctricos, hay tres 
tipos de elementos básicos en los sistemas hidráulicos que aquí nos atañen: 
elementos resistivos, elementos capacitivos y elementos de inertancia. [Nó¬ 
tese que los términos inercia , inductancia e inertancia representan efectos de 
inercia de los sistemas. El término inercia se usa en los sistemas mecánicos, 
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el término inductancia en los sistemas eléctricos y el término inertancia en 
los sistemas de fluidos (hidráulico y neumático)]. 

Comenzaremos esta sección con exposiciones sobre un líquido que flu¬ 
ye desde un orificio en la pared de un tanque, seguidas por definiciones de 
resistencia, capacitancia e inertancia de los sistemas hidráulicos. Luego ob¬ 
tendremos modelos matemáticos de sistemas de nivel de liquido en términos 
de la resistencia y la capacitancia. La sección concluirá con un análisis de 
respuesta simple de sistemas de nivel de liquido. 

Flujo desde un orificio en la pared de un tanque. Considérese el flujo 
de un liquido a través de un orificio en la pared de un tanque. En relación 
con el sistema de nivel de liquido de la Fig. 4-24, supóngase que el líquido con 
viscosidad pequeña o despreciable chorrea por el orificio y que el flujo es 
turbulento. La sección transversal del chorro es menor que el área del orifi¬ 
cio. La sección transversal donde la contracción es mayor es la vena 
contracta. Las líneas de corriente son paralelas a lo largo del chorro en esta 
sección y la presión es la atmosférica. 


Fig. 4-24. Sistema de nivel líquido. 


i) 



Denotemos por H la altura al nivel del orificio que se mide desde el 
centro del orificio hasta la superficie libre y se supone constante. 

Si aplicamos la ecuación de Bernoulli desde la superficie libre (nivel 
1-1) hasta el centro de la vena contracta (nivel 2-2), entonces 


É.4.P1 
2 g + y 


+ Z - ®Ij-£í4-z 

+ ,_ 2« + y +z * 


Escojamos la presión atmosférica como presión de referencia y el nivel 2-2 
como elevación de referencia. Al sustituir v t = 0, a = 0, Z\ = H, y = 0 
en esta última ecuación, tenemos 



o bien 
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Como resultado de la fricción del liquido (debida a la viscosidad) en el orifi¬ 
cio, la velocidad real es de 1 a 2% menor que la obtenida por esta última 
ecuación. Para tomar las pérdidas por fricción, generalmente introducimos 
el coeficiente de velocidad C v . La descarga real Q desde el orificio es el pro¬ 
ducto de la velocidad real de la vena contracta y el área del chorro. En tér¬ 
minos del coeficiente de contracción C c o 



donde A 0 es el área del orificio y A 2 es el área del chorro, la descarga real 
puede darse como 

Q — CvC e A 0 +f2gH = cA 0 */2gH (4-13) 

donde c = C v C c es el coeficiente de descarga. 

El orificio estándar para propósito de medición o regulación es el orifi¬ 
cio de borde afilado u orificio de placa delgada. El valor del coeficiente de 
descarga de estos orificios es alrededor de 0.61. 


Resistencia. La resistencia de un elemento físico (ya sea mecánico, 
eléctrico, hidráulico o neumático) puede definirse como el cambio en poten¬ 
cial requerido para producir un cambio unitario en la corriente, razón de 
flujo o velocidad, o bien 

^ . cambio en potencial 

Resistencia = _ 

cambio en corriente, razón de flujo o velocidad 


En flujo líquido en tubos, orificios, válvulas o cualesquier otro disposi¬ 
tivo restrictor de flujo, el potencial puede corresponder ya sea a la presión 
diferencial (N/m?) (diferencia de presión entre la corriente arriba y la 
corriente abajo en un dispositivo restrictor de flujo) o altura diferencial (m), 
y la razón de flujo puede ser la razón de flujo liquido (mVs). Al aplicar la 
definición general precedente de resistencia a un flujo líquido, tenemos 


Resistencia R = 

o bien 


cambio de potencial N/m 2 
cambio en presión diferencial mVs 


o 


N-s 

m 5 


Resistencia R = 


cambio en altura diferencial m s 
cambio en razón de flujo mVs m 2 


Ejemplo 4-1. Considérese el sistema mostrado en la Fig. 4-25(a) y (b). En la parte (a) 
el orificio en un tubo de conexión restringe el flujo. De igual forma, en la parte (b), 
la válvula en un tubo también restringe el flujo. Las propiedades dinámicas de tal sis¬ 
tema no dependen de la construcción física del dispositivo que causa la restricción. 
En consecuencia, estos dos sistemas pueden tratarse en forma semejante definiendo 
la resistencia del flujo a través de un orificio o válvula en un tubo. 
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En relación con la Fig. 4-25(b), escojamos la altura como una medida del po 
tendal. 


h 



“ r~ 




"Z 



- = - 

1 


-+Q 

(o) 





"i 


t 

1 

!=cJ<J== 

I 




Flg. 4-25. Sistema de nivel liquido. 


(b) 


Entonces la resistencia puede definirse como el cambio en la altura diferencial nece¬ 
sario para causar un cambio unitario en la razón de flujo o 


Resistencia R = 


cambio en la altura diferencial m 
cambio en la razón de flujo mVs 


d(H x - H 2 ) 
dQ 


s/m 2 


La resistencia del flujo liquido depende de las condiciones del flujo (flujo lami¬ 
nar y flujo turbulento). Consideremos primero la resistencia del flujo laminar. 

En el flujo laminar, la razón de flujo Q rrf/s y la altura diferendal {H x - Hj )m 
son propordonales o 

Q = UH X - H 2 ) 


donde K¡ es una constante de propordonalidad. Por lo tanto, la resistencia del flujo 
laminar R, puede darse por 


_ d(H x - H 2 ) _ H x -H 2 _ J_ 
K ‘ “ dQ ~ Q “ K t 


s/m 2 


Nótese que la resistenda del flujo laminar es constante. 

Al considerar el flujo laminar a través de un tubo cilindrico, la reladón entre la 
altura diferencia A (= - ¿4) m y la razón de flujo Q ni /s está dada por la fórmu¬ 

la de Hagen-Poiseuille 



128vL 
gnD 4 


Q 


donde 


v = viscosidad dnemática, m*/s 
L = longitud del tubo, m 
D ~ diámetro del tubo, m 
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Por lo tanto, la resistencia del flujo laminar R t para el flujo líquido a través de tubos 
cilindricos está dada por 


R, 


dh _ 128 vL 
dQ gnD A 


s/m 2 


En la práctica, debe notarse que el flujo laminar en los tubos raramente ocurre en los 
procesos industriales. 

Pasemos a continuación a la resistencia del flujo turbulento R r Para el flujo 
turbulento, en relación con la Ec. (4-12) o (4-13), la razón de flujo a través de la 
restricción puede darse por 


Q = K¿H X - H z (4-14) 

donde K, es una constante. Puesto que Q y (H x — H 2 ) están relacionadas por una 
ecuación no lineal, la resistencia del flujo turbulento R, no es constante. De la Ec. 
(4-14) tenemos 


d(H x - H 2 ) 2(Hi - H 2 ) 
dQ ~ Q 
La resistencia del flujo turbulento R t está dada por 


- d(H x - H 2 ) _ 2 (Ht - H z ) 
f “ dQ - Q 

El hecho de que la resistencia del flujo turbulento R, no sea constante sino que de¬ 
penda de la razón de flujo Q y de la altura diferencial (H x — H 2 ) significa que debe¬ 
mos definirla mediante una condición de operación (como la razón de flujo y la altu¬ 
ra diferencial) y usar este valor de la resistencia solamente en la vecindad de la condi¬ 
ción de operación. 


Capacitancia. La capacitancia de un elemento físico puede definirse 
como el cambio en la cantidad de material o distancia requerido para pro¬ 
ducir un cambio unitario en potencial o 


Capacitancia = 


c ambio en cantidad de material o distancia 
cambio en potencial 


En un sistema de tanque lleno de líquido, la cantidad de material puede 
ser el volumen del líquido (m 3 ), y el potencial puede ser, ya sea la presión 
(N/m?) o la altura (m). Si aplicamos la definición general precedente de la 
capacitancia al sistema del tanque lleno de líquido, el resultado es 


_ . „ cambio en la cantidad de líquido m 3 m 5 

Capacitancia C =-c ambio cn ' pre üóH-' Ñ75* ° Ñ 

o bien 

_ . _ cambio en la cantidad de liquido m 3 , 

Capacitancia C = -^— t- - - - ° m* 

cambio en la altura m 

Al obtener modelos matemáticos del sistema, tanque lleno de líquido, es 
conveniente escoger la altura como una medida del potencial, puesto que 
con esta selección la capacitancia del tanque lleno de liquido coincide con el 
área de la sección transversal del tanque. Si ésta es constante, la capacitan- 
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cía es constante para cualquier altura. Debe notarse que la capacitancia (m 2 ) 
es diferente de la capacidad (m 3 ). 


Inertancia. Los términos inertanda, inerda e inductanda se refieren al 
cambio en potencial necesario para producir una razón de cambio unitaria 
en la razón de flujo, la velocidad o la corriente [cambio en la razón de flujo 
por segundo, cambio en la velocidad por segundo (aceleración), o cambio 
en la corriente por segundo], o bien 

Inertancia (inercia o inductanda) 

_ cambio en el potencial 

cambio en la razón de flujo (veloddad o corriente) por segundo 


Para el efecto de inercia en el flujo de líquidos en tubos y dispositivos 
semejantes, el potencial puede ser aún la presión (N/m 2 ) o la altura (m), y el 
cambio en la razón de flujo por segundo puede ser la aceleración del flujo 
líquido volumétrico (n?/s 2 ). La aplicadón de la definición general prece¬ 
dente de inertancia, inercia o inductancia da 


Inertancia / = 
o bien 


cambio en presión N/m 2 N-s? 

cambio en la razón de flujo por segundo mVS^ m 5 


Inertancia / __ cambio en la altura _m_ 0 _í_ 

cambio en la razón de flujo por segundo mVs 2 m 2 


Ejemplo 4-2. Considérese un flujo de un líquido en una tubería. La inertancia del 
flujo liquido es la diferencia de potencial (ya sea diferencia de presión o diferencia de 
altura) entre dos secciones en el tubo, requerida para causar una razón de cambio 
unitaria en la razón de flujo (una aceleración de flujo volumétrico unitaria). 

Supóngase que el área de la sección trasversal de un tubo es constante e igual a 
Ave? y que la diferencia de presión entre dos secciones en el tubo es A/7 N/m 2 . En¬ 
tonces la fuerza A A p acelerará el liquido entre las dos secciones o 

M^ = AAp 

donde M kg es la masa del líquido en el tubo entre las dos secciones y v m/s es la velo¬ 
cidad del flujo líquido. Nótese que la masa M es igual a pAL, donde p kg/m 3 es la 
densidad y L es la distancia entre las dos secciones consideradas. Por lo tanto, la últi¬ 
ma ecuación puede escribirse 


pAL^^AAp 

Observando que Av mVs es la razón de flujo volumétrico y definiendo Q = Av 
m 3 /s, podemos reescribir esta última ecuación como 


pL d Q a n 
-Á~df~ Áp 


(4-15) 
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Si la presión (N/m 2 ) se escoge como medida del potencial, entonces la inertancia / del 
flujo líquido se obtiene como 

Inertancia del flujo líquido / = ^ 

Si la altura (m) se escoge como medida del potencial, entonces, observando que Ap = 
Ahpg, donde Ah es la altura diferencial, la He. (4-15) se hace 


o bien 


pLdQ 
A dt 


— A hpg 


L_dQ 
Ag dt 


= A h 


En consecuencia, 

Inertancia del flujo líquido 


A h L 

dQ¡dt Ag 


s 2 

m 2 


Con el objeto de ilustrar el cálculo de la inertancia del flujo liquido, considérese 
el flujo de agua a través de un tubo, el área cuya sección trasversal es constante y es 
de 1 x 10 - 3 m 2 y donde hay dos secciones separadas 15 m. Entonces, 


o bien 


/ _ PJk — 1000 x _15 MiB. =¡i 5 x 10 1 N-s 2 /m s 
1 A 1 x 10-3 m 3 m 2 x w 8 /m 


/ — A. — _U_JE 5Í — 1529 s 2 /m 2 

1 Ag 1 x 10-3 x 9 . 8 i m a m s / m 


Esto significa que si hay una altura diferencial de 1 m entre las dos secciones que es¬ 
tán separadas 15 m, la aceleración del flujo de agua volumétrico dQ/dt es 


dQ Ah Ah 1 
dt “ / L¡Ag ~ 1529 


= 0.000654 m 3 /s 2 


Comentarios. 

1. Al obtener modelos matemáticos de sistemas hidráulicos en térmi¬ 
nos de la resistencia, la capacitancia y la inertancia, estas cantidades deben 
expresarse en unidades consistentes. Por ejemplo, si escogemos presión 
(N/m 2 , kg 7 /cm 2 , lb/in 2 , etc.) o altura (m, cm, in, etc.) como una medida de 
potencial, la misma unidad de medida de potencial debe usarse para expre¬ 
sar resistencia, capacitancia e inertancia. Un comentario semejante se aplica 
a la razón de flujo liquido (m 3 /s, cm 3 /s, inVs, etc.). En la medida que use¬ 
mos unidades consistentes, el modelo matemático permanece igual. 

2. La capacitancia del líquido y la inertancia del flujo liquido almace¬ 
nan energía como resultado de la presión y el flujo, respectivamente, y la re¬ 
sistencia del flujo liquido disipa energía. 

3. Los elementos de inercia en los sistemas mecánicos y los elementos 
inductivos en los sistemas eléctricos son elementos importantes para descri¬ 
bir la dinámica del sistema. Sin embargo, al obtener modelos matemáticos 
de tanques llenos de líquido conectados por tubos con orificios, válvulas, et- 
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cétera, sólo la resistencia y la capacitancia son importantes, y los efectos de 
la inertancia del flujo líquido pueden ser despreciables. Tal inertancia del 
flujo líquido se hace importante sólo en casos especiales. Por ejemplo, 
juega un papel dominante en la vibración transmitida a través del agua, tal 
como el martilleo del agua que resulta de los efectos de la inercia del flujo de 
agua en tubos y los efectos elásticos o de capacitancia del flujo del agua en 
tubos. Nótese que esta vibración o propagación de ondas resulta de los efec¬ 
tos de inertancia-capacitancia de los circuitos hidráulicos (comparables a la 
vibración libre en un sistema mecánico masa-resorte o la oscilación libre en 
un circuito eléctrico LC . 

Elaboración de modelos matemáticos para sistemas de nivel de líquido. 
Volviendo al sistema de nivel de liquido mostrado en la Fig. 4-26(a), obten¬ 
gamos un modelo matemático. Si la oscilación de operación consiste en que 


Q+q¡ 



presión 

/ 


Resistencia 

R 


5 + q 0 


(a) 



(b) 

Fig. 4-26. (a) Sistema de nivel liquido; (b) curva altura contra razón 
de flujo. 
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la altura y la razón de flujo varían poco respecto al periodo de tiempo consi¬ 
derado, puede encontrarse fácilmente un modelo matemático en términos 
de la resistencia y la capacitancia. En el presente análisis suponemos que el 
liquido que fluye de la válvula es turbulento. 

Definamos 

H - altura en estado estable (antes de ocurrir cualquier cambio), m 
h — pequeña desviación de la altura de su valor en estado estable, m 
Q = razón de flujo en estado estable (antes de ocurrir cualquier cam¬ 
bio), m 3 /s 

q¡ — pequeña desviación de la razón de flujo de entrada de su valor en 
estado estable, mVs 

q Q ~ pequeña desviación de la razón de salida de su valor en estado es¬ 
table, mVs 

El cambio en el líquido almacenado en el tanque durante dt segundos es 
igual al flujo de entrada neto al tanque durante los mismos dt segundos y, 
por lo tanto, 

C dh — (q,~ q 0 ) dt (4-16) 

donde C es la capacidad del tanque. 

La resistencia R del flujo liquido a través de una válvula es, por defini¬ 
ción, 


n _ dH 
R dQ 

donde, para el flujo turbulento, Q está relacionado con H por 

Q = KjH 

Puesto que la razón de flujo Q es proporcional a la raiz cuadrada de la altu¬ 
ra //, el valor de la resistencia R no es constante. En situaciones prácticas, 
aunque la ecuación exacta que relaciona altura y razón de flujo puede no ser 
conocida, puede disponerse de una curva experimental que relacione altura 
y razón de flujo. Considérese la curva de altura contra razón de flujo 
mostrada en la Fig. 4-26(b), la cual puede ser o bien experimental o bien teó¬ 
rica. La resistencia R en el punto de operación {H - H, Q_ - Q) es igual a la 
pendiente de la curva en ese punto, la cual es igual a 1H/Q. (Cuando el pun¬ 
to de operación se mueve, está claro que el valor de la resistencia R cambia.) 

Nótese que si la condición de operación varia un poco, esto es, si los 
cambios en altura y razón de flujo son pequeños durante el periodo de ope¬ 
ración considerado, entonces el valor de la resistencia R puede considerarse 
constante durante el período de operación entero y el sistema puede ser linea- 
lizado usando un valor de resistencia promedio. 

En el presente sistema definimos h y q a como pequeñas desviaciones de 
la altura en estado estable y de la razón de cambio de salida en estado es- 
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table, respectivamente. Así, 

dH — h, dQ = q 0 

Y la resistencia promedio R puede escribirse como 



dH_ __ h_ 
dQ q 0 


Al sustituir q 0 =.h/R en la Ec. (4-16), obtenemos 


o bien 




RC^ + h = 
dt 



(4-17) 


Nótese que RC tiene la dimensión del tiempo y es la constante de tiempo del 
sistema. La ecuación (4-17) es un modelo linealizado del sistema cuando h 
se considera la salida del sistema. Es válido tal modelo matemático linealiza¬ 
do con tal que los cambios en la altura y en la razón de flujo de sus respecti¬ 
vos valores en estado estable sean pequeños. 

Si q Q (el cambio en la razón del flujo de salida) se considera la salida del 
sistema en vez de h (el cambio en altura), entonces se puede obtener otro: 
modelo matemático. Sustituyendo h = Rq 0 en la Ec. (4-17) da 


RC^f + q 0 = q, (4-18) 

la cual es también un modelo matemático linealizado del sistema. 

Obsérvese que el sistema de nivel de liquido es análogo al sistema eléctri¬ 
co mostrado en la Fig. 4-27. Un modelo matemático para este último es 

+ <>, = «, (4-19) 


Fig. 4-27. Sistema eléctrico análogo al 
sistema de nivel de liquido mostrado 
en la Fig. 4.26(a). 


R 



Comparando las Ecs. (4-18) y (4-19), vemos que son de la misma forma y 
por lo tanto, son análogos. 


Ejemplo 4-3. En relación con el sistema de nivel de líquido de la Fig. 4-26(a), supón¬ 
gase que el tanque es circular con radio de 1.7 m y que la condición de operación en 
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estado estable corresponde a 

JÍ = 2m, Q = 0.5 m 3 /min 

Cuando la razón de flujo de entrada se cambia de 0.5 mVmin a 0.6 mVmin (o q i = 
0.1 irf/min), ¿cuál es el cambio h en la altura como función del tiempo? 

tuesto que Q - H están relacionadas por 

Q = KV'H 

el coeficiente K se determina por 

0.5 = K^n 


como. 


K = 0.3536 

La nueva altura en estado estable H + h( oo) debida al cambio 
entrada puede encontrarse por 


en la razón de flujo de 


Q+q t = K*Jñ + h{ oo) 


como 


H + A(oo) = = 2.88 

De modo que la resistencia promedio R para el periodo transitorio es 

R = dü = l/} + *(CQ)1 -ñ _ 2.88 - 2 _ 8 8 mi 

dQ (0 + q,) - Q 0 6 - 0.5 

La capacitancia C es la misma que el área de la superficie del tanque, 9.08 m*. El 
délo matemático del sistema definido por la Ec. (4-17) se hace ahora 


o también 


8.8 x 9.08 ^ + /i = 8.8x 0.1 


79.9 ^ + h = 0.88 


(4-20) 


Nótese que la condición inicial es ¿(O) = 0. 

Definamos x = h — 0.88. Entonces la Ec. (4-20) se hace 

79.9 d ~~ + x = 0, x{0) = -0.88 

Al suponer que la solución x(t) es 

jc(/) = Ae lt 

obtenemos 

79.9AXe Xt + Ae xt = 0 
La ecuación característica es entonces 

79.9A + 1=0 

de la cual 

A _L 

A 79.9 
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También, a partir de la condición inicial 

jc(0) = A = -0.88 


y se infiere que 


x(t) = —0.88e -(,/79 - 9,/ 


En consecuencia, h(t) puede obtenerse como 

h(t) = x(t ) -1- 0.88 = 0.88(1 - e - ii/79 9 >‘] 


Esta ecuación da el cambio en altura como función del tiempo. Cuando / — oo, h(t) 
se aproxima a 0.88 ra. (La altura total H + h se aproximará a 2.88 m.) 


*4-6 UNEALIZACIÓN DE SISTEMAS NO UNEALES 

En esta sección exponemos una técnica de Unealización aplicable a 
muchos sistemas no Uneales. Es importante el proceso de linealizar sistemas 
no lineales, porque mediante la Unealización de ecuaciones no lineales, es 
posible aplicar numerosos métodos de análisis lineal que producirán infor¬ 
mación acerca del comportamiento de sistemas no Uneales. El proceso de li- 
nealización que aquí se explica se basa en la expansión de la función no li¬ 
neal en series de Taylor en la vecindad del punto de operación y la retención 
sólo el término lineal. Debido a que despreciamos los términos de más alto 
orden de la expansión en series de Taylor, estos términos despreciados de¬ 
ben ser lo suficientemente pequeños; esto es, que las variables se desvien sólo 
ligeramente de la condición de operación. 

Unealización dez = j\x) alrededor de un punto (x, z). Considérese un 
sistema no lineal cuya entrada es x y cuya salida es z. Entonces, la relación 
entre z y x puede escribirse 

*=/(*) (4-21) 

Si la condición de operación normal corresponde al punto (Je, z), entonces la 
Ec. (4-21) puede expandirse en series de Taylor alrededor de este punto como 
sigue: 

*=/(*)=/(*) + ¿L{x - x) + - x) z + • • • (4-22) 

donde las derivadas dffdx , </ 2 //¿x 2 ,... están evaluadas en el punto de opera¬ 
ción, x =x, z =* z. Si la variación x — x es pequeña, podemos despreciar los 
términos de más alto orden en x - x. Nótese que z = A*), luego la Ec. 
(4-22) puede escribirse 


z — z — a(x — x) (4-23) 

•Las secciones con asterisco tratan de tomar más desafiantes que el resto del libro. De¬ 
pendiendo de los objetivos del curso, estas secciones (aunque importantes) pueden omitirse en 
las exposiciones de clase sin perder la continuidad del tema principal. 
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donde 


La ecuación (4-23) indica que z - z es proporcional ax - x. Este es un mo¬ 
delo matemático lineal del sistema no lineal dado por la Ec. (4-21) cerca del 
punto de operación x = x, z ~ Z- 

Linealización de z - Ax, y) alrededor de un punto (x, y, z). A conti¬ 
nuación, considérese un sistema no lineal cuya salida z es una función de 
dos entradas x y y de modo que 

2 = /(*, y) (4-24) 

Con objeto de obtener un modelo matemático lineal para este sistema no li¬ 
neal alrededor del punto de operación (x, y, z), expandamos la Ec. (4-24) en 
una serie de Taylor alrededor de este punto. Entonces, la Ec. (4-24) se hace 

2 = f(x, y) 4- [J£(x - x) + |£(y - y)] 

+i® - i)i+2 m ~ y)+d $ (y - p){ ]+• • • 

donde las derivadas parciales se evalúan en el punto de operación x = x, y = 
y, z - z. Cerca de este punto, los términos de más alto orden pueden des¬ 
preciarse. Observando que z = Ax, y), un modelo matemático lineal de este 
sistema no lineal, cerca del punto de operación x = x, y = y, z - z, es 

z — z = a(x — x) + b(y — y) 


donde 


a — 


df 


>>=¥ 






Es importante recordar que en el presente procedimiento de linealiza¬ 
ción las desviaciones de las variables de la condición de operación deben ser 
suficientemente pequeñas. De otro modo no se aplica este procedimiento. 


Linealización de características de las válvulas. La figura 4-28(a) 
muestra un servo hidráulico formado por una válvula de carretes de cuatro 
vías y un cilindro y pistón de potencia. Aplicaremos la técnica de linealiza¬ 
ción recién presentada para obtener un modelo matemático linealizado de la 
válvula de carretes de cuatro vías. La válvula, que se supone subtraslapada y 
simétrica, admite fluido hidráulico bajo presión en un cilindro de potencia que 
contiene un pistón grande, de modo que se establece una gran fuerza hi¬ 
dráulica para mover una carga. Suponemos que la inercia y la fricción de la 



SEc. 4-6 


LlNEAUZACiÓN DE SISTEMAS NO LINEALES 207 


„ area son n-nueflas comparadas con la gran fuerza hidráulica. En el presen- 
i análisis se supone que el fluido hidráulico es incompresible y la fuerza de 
nercia del pistón de potencia, despreciable. Suponemos también, como 
usualmente es el caso, que el área del orificio (el ancho de la ranura en la 
manga de la válvula) en cada puerto es proporcional al desplazamiento x de 

la válvula. 





X 

(b) 

Fig. 4-28. (a) Sistema servo hidráulico; (b) diagrama amplificado del 
área del orificio de la válvula. 
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En la Fig- 4-28(b) tenemos un diagrama aumentado del área del orificio 
de la válvula. Definamos las áreas de los orificios de la válvula, de los puer¬ 
tos 1, 2, 3,4 como A 1 ,A 2 ,A 3 A 4 , respectivamente, y también definamos las 
razones de flujo a través de los puertos 1, 2, 3, 4 como q if <fc, <74. respec¬ 
tivamente. Puesto que la válvula es simétrica, Ai = A 3 y A 2 = A+. Supo¬ 
niendo que el desplazamiento x sea pequeño, obtenemos 

A¡ = A, = k(* + x) 

A X — A a = k — x^ 
donde k es una constante. 

Además, supondremos que la presión de retorno/* en la línea de retor¬ 
no es pequeña y, por lo tanto, puede despreciarse. Entonces, en relación con 
la Fig. 4-28(a), las razones de flujo a través de los orificios de la válvula son 

91 - c \Ax^j^(p,- Px) = c x «jp s ~Pi(y + 

9 2 = CiAiaJ?j(p, ~ p z ) = C 2 Jp, -p 2 (y ~ 

q 3 — c { A 3/ yJ~~£(p 2 ~ Po) — Pi ~ Po "1" x'j — C, p 2 -j- x'j 

9* = c zA Á/ J ~ÍP\ Po) — P\ Po — x'j — C 2 JJx — x ^ 

donde C, = c^^lgjy y Q = c 2 kjlgly. Por eso, la razón de flujo q al lado 
izquierdo del pistón es 

9 — 9i “ 94 — CjVp* “ Pl (t + *) “ (y — x ) ( 4 ‘ 25 ) 

La razón de flujo del lado derecho del pistón hacia el drenaje es el mismo 
que esta q y está dada por 

9 = 9s — 9z - + *) - C 2 Jp, - p 2 (y - 

Nótese que el fluido es incompresible y que la válvula es simétrica. De 
modo que tenemos = q 3 y q 2 — q 4 . Al igualar q x y q 3 , obtenemos 


Pm Pi — P 2 

o también 

P, = Pi + Pi 

Si definimos la diferencia de presión a través del pistón de potencia como 

AP o a _ 

Ap — Pi Pi 


Pi 


= p, + á p , 
2 


P2 =& 


Ap 


entonces 
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Para la válvula simétrica mostrada en la Fig. 4-28(a), la presión a cada lado 
del pistón de potencia es \p s cuando no se aplica carga, o Ap = 0. A medida 
que se desplaza la válvula de carretes, la presión en una línea se incrementa 
y la presión en la otra linea decrece en la misma cantidad. 

En términos de p s y Ap, podemos reescribir la razón de flujo q dada por 
la Ec. (4-25) como 

+-)- - ') 

Observando que la presión de suministro p s es constante, la razón de flujo q 
puede escribirse como función del desplazamiento x de la válvula y de la di¬ 
ferencia de presión Ap, o bien 

q = + x) - =/(*, Ap) 


Al aplicar la técnica de linealización explicada a este caso, la ecuación 
linealizadaalrededor del punto x = x, Ap = Ap, q - qe s 


q — q s a (x — x) + b(Ap — Ap) 


(4-26) 


donde 


q = f(x, Ap) 
a 


df 

Tx 


Ap-Ap,a-f V ¿ V Z 


6 = 


df 

6 Ap 


Ap* Ap,g~£ 


~[ 


C, 


_/*o 

Jp t — Ap\ 2 
C 


+ x 


) 


+ 2*/Tjk+*p& *)] <0 


Los coeficientes a y b se llaman coeficientes de la válvula. La ecuación 
(4-26) es un modelo matemático linealizado de la válvula de carretes de 
cuatro vías cerca de un punto de operación x = x, Ap = Ap, q = q. Los va¬ 
lores de los coeficientes de la válvula ay b varían con el punto de operación. 
Nótese que df/d Ap es negativa y, por lo tanto, b es negativo. 

Puesto que el punto de operación normal es el punto donde x = 0, Ap = 0, 
<7 = 0, cerca del punto de operación normal, la Ec. (4-26) se hace 


q — K x x — K 2 Ap (4-27) 

donde 

= (c, + c t )je¿ > o 

Kt = (Ci + Ci) 4 Trfjf. > 0 
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(Nótese que Q = Q cuando x = 0, Ap = 0.) La ecuación (4-27) es un mo¬ 
delo matemático linealizado de la válvula de carretes de cuatro vías cerca del 
origen (x = 0, Ap = 0, q = 0). Nótese que la región cercana al origen es 
muy importante porque la operación del sistema usualmente ocurre cerca de 
este punto. Tal modelo matemático linealizado es útil para analizar el fun¬ 
cionamiento de las válvulas de control hidráulicas. 

Conclusión. En este capítulo hemos expuesto brevemente material bá¬ 
sico de los sistemas hidráulicos y las técnicas de elaboración de modelos ma¬ 
temáticos para tales sistemas. En el capítulo 8 se explican con más detalle las 
válvulas de control hidráulicas, donde se tratan sistemas de control y 
controladores automáticos de diferentes tipos. 
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EJEMPLOS DE PROBLEMAS Y SOLUCIONES 

Problema A-4-1. Se comprime agua en un cilindro. Si el volumen del agua es 1 x 
10' 3 m J (1000 era 3 ) a la presión de 1.7 x 10 3 N/m 2 abs (170 kPa abs), ¿cuál es el volu¬ 
men del agua cuando se aplica una presión de 8 x 10 s N/m 2 abs (800 kPa abs)? Su¬ 
póngase que el módulo de dispersión K del agua es 2.1 x 10 9 N/m 2 . 

Solución. Puesto que el módulo de dispersión K está dado por 

v - d P 
* “ -dVIV 
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ai sustituir los valores numéricos dados, obtenemos 

- , v , n » _ (8 - 1.7) x 10* _ 6.3 x 10* 
“ -dVf{ 1 X 10“ 3 ) " ~dV 

o bien 


-dV = 


6.3 x 10 2 
2.1 x 10 » 


= 3 x 10 ' 7 


Puesto que el volumen del agua a la presión de 8 x I0 S N/m 2 abs es 

(1 x 10-3 _ 3 x 10- 7 ) m 3 = 999.7 x 10 " 6 m 3 = 999.7 cm 3 


Probema A-4-2. Si la viscosidad dinámica de un aceite basado en petróleo es 8 cP y la 
gravedad especifica es 0.83, determínese la viscosidad dinámica n en unidades del SI y 
BES. Determínese también la viscosidad cinemática v en unidades del SI y BES. 


Solución. Puesto que /¿ es 8 cP, /i = 0.08 g/cm-s. Entonces, 

u = 0.008 ÍÜ = 0.008 — (unidad SI) 

^ m z m-s 

= 0.000167 = 0.000167 ^ (unidad BES) 

La viscosidad cinemática v se obtiene de v - p¡p. Puesto que p - 830 kg/m 3 = 
1.610 slug/ft?, tenemos . / 

V = ^ = 9.64 x 10- s! (unidad SI) 

— j = 1.037 x 10 4 — (unidad BES) 


Problema A-4-3. Considérese el movimiento de balanceo del barco mostrado en la 
Fig. 4-29. La fuerza debida a la flotación es - w y la debida a la gravedad es w. Estas 
dos fuerzas producen un par que causa el movimiento de balanceo del barco. El pun¬ 
to donde la línea vertical que pasa por el centro de flotación C' interseca la linea si- 


-w 



Flg. 4-29. Movimiento de ba¬ 
lanceo de un barco. 


w 
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métrica a través del centro de gravedad, la cual está en el plano de la línea central del 
barco, se llama metacentro. El metacentro se muestra como el punto M. Defínase 

R = distancia del metacentro al centro de gravedad del barco = MG 

J = momento de inercia del barco alrededor de su eje centroidal longitudinal 

Derívese la ecuación del movimiento de balanceo del barco cuando el ángulo de ba¬ 
lanceo 9 es pequeño. 


Solución. De la Fig. 4-29, obtenemos 

jé = — wRsznO 


o también 


jé + wRsenO = 0 


Para un 9 pequeño, tenemos que sen 9 = 9. Por lo tanto, la ecuación del movimiento 
de balanceo del barco es 

jé -f- wRd = 0 

La fre cuen cia natural del movimiento de rotación es yvRJJ. Nótese que la distancia 
R (= MG) se considera positiva cuando el par de peso y flotación tiende a girar al 
barco a la posición vertical. Esto es, R es positiva si el punto M está sobre el punto G 
y negativa si el punto M está bajo el punto G. 


Problema A-4-4. Suponiendo que la unidad de potencia hidráulica mostrada en la 
Fig. 4-30 se usa como bomba y que el lado izquierdo del pistón está a la presión at¬ 
mosférica, muéstrese que 


J'pVp — pQp 

donde F p es la fuerza aplicada al pistón, v p la velocidad del pistón, p la presión ma- 
nométrica del fluido en la cámara de descarga y Q p la razón de descarga. 



Fig. 4-30. Unidad de potencia hidráulica. 


Solución. Defínase el área del pistón como A. Entonces la presión p desarrollada en 
la cámara de descarga es 
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La razón de descarga Q, es 



así 


Fp v p pQp 

Asi pues, en una bomba hidráulica la potencia mecánica F p v p se transforma en la po¬ 
tencia hidráulica pQ, en ausencia de pérdidas por fricción. 


Problema A-4-S. Las válvulas de carretes reales son sobretraslapadas o subtrasla¬ 
padas a causa de las tolerancias de manufactura. Considérense las válvulas de carre¬ 
tes sobretraslapada y subtraslapada mostradas en la Fig. 4-31 (a) y (b). Trácense cur¬ 
vas relacionando el área de la entrada no cubierta A contra el desplazamiento x. 


Flg. 4-31. (a) Válvula de carretes sobre¬ 
traslapada; (b) válvula de carretes sub¬ 
traslapada. 


x 


x 


I 


*0 

J \ 


*0 

r 

-T 

• 




1 


r 


Alto Bajo 

presión presión 


(a) 


1 


*0 

2 \ 

i 

» 

V 

*0 

/ 2 

— 



i 

F 


ir 



1 


Alta Baja 

presión presión 


(b) 


Solución. Para la válvula sobretraslapada, existe una zona muerta entre - \xq y 

'jXo, o -yj»b < x< \xq. El área A de la entrada no cubierta contra el desplazamiento 

x definen una curva como la mostrada en la Flg. 4-32(a). Tal válvula sobretraslapada 
es impropia como válvula de control. 

Para la válvula subtraslapada, el área A de la entrada contra el desplazamiento 
x definen una curva como la mostrada en la Fig. 4-32(b). La curva efectiva de la re¬ 
gión subtraslapada tiene una pendiente más alta, lo que significa una sensibilidad 
mayor. Las válvulas usadas en los controles son usualmente subtraslapadas. 
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Flg. 4*32. (a) Curva del área A de la 
entrada descubierta contra el despla¬ 
zamiento x en una válvula sobretrasla¬ 
pada; (b) curva del área A de la entra¬ 
da descubierta contra el desplazamien¬ 
to x en una válvula subtraslapada. 

Problema A-4-6. En la Fig. 4-3? el medidor de Venturí se utiliza para determinar la 
razón de flujo en un tubo horizontal. Supóngase que está fluyendo agua. Supóngase 
también que el diámetro en la sección 1 es de 0.15 m y el de la sección 2 es de 0.1 m. 
Encuentre la razón de flujo Q m 3 /s a través del tubo cuando p x - p 2 ~ 0.1373 x I0 5 
N/m» (= 13.73 kPa). 

^“TT" 

0.15 m 

...i I 

1 

Fig. 4-33. Medidor de Venturi. 

Solución. De la ecuación de Bernoulli, Ec. (4-6), 

2g + y + 2l Jg + y + Zl 

Puesto que *i = z lt tenemos 

Pí — Pi __ v\ v\ 

y^-Tg-Tg 




(4-28) 
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De la ecuación de continuidad, 

Q — A x v x — A 2 v 2 

donde A t y A z son las áreas de las secciones trasversales en las secciones 1 y 2, respec¬ 
tivamente. 

Del enunciado del problema 


En consecuencia, 


De la Ec. (4-28) 


o bien 


. /0.15\* * , /O.IX* 

A i = (-¿-J 7t m\ A 2 = (^j-J n m 


V 2 = ^r-v 1 = 2.25t>i 


p^—ll = ( 2 -25) 2 «? _ p. = 4.0625 
y 2 g 2 g 2 g 


_ 2g(Pi -Pi) _ 2 (Pi ~Pi) 
Vt y x 4.0625 _ p x 4.0625 


Por lo tanto, observando que p = yfg — 1 000 kg/m 3 , tenemos 

^ Á /0.15\ a /2(pj p 2 ) i ncn v tft-2 /2 x 0.1373 

G = = (-y- ) ^Vpx-40^25 " 1,767 X 10 V 10 3 x 4.i 


x 10 5 
4.0625 


= 0.04594 m 3 /s 


Problema A-4-7. Considérense el sistema de nivel de liquido mostrado en la Fig. 
4-34. La razón de flujo Q a través del orificio es igual a cA 0 */2gH = donde Aq 
es el área del orificio, c es el coeficiente de descarga, g es la constante de aceleración 
de la gravedad, Hes la altura sobre el centro del orificio y K = cAo*/2g .La capaci¬ 
tancia del tanque es constante y es igual a C. Supóngase que en t = 0 la altura es 
Encuéntrese el tiempo / necesario para abatir la altura de Hq a H x (0 < H x < Ho), 
ambas alturas medidas desde el centro del orificio. 


Flg. 4-34. Sistema de nivel de 
liquido. 



Solución. Supóngase que la razón de flujo Q está medida en metros cúbicos por se¬ 
gundo, la capacitancia en metros cuadrados y la altura en metros. Entonces, el liqui¬ 
do descargado desde el orificio en dt segundos es Q dt y el cual es igual a la reducción 
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en volumen en el tanque durante los mismos dt segundos. Por tanto, 

Qdt = —C dH 


Y así 



C 

K*fH 


dH 


Supongamos que H = H\ en / = / t . Se infiere que 



Asi pues, el tiempo necesario para abatir la altura de Hq metros a H\ metros es 
{2C/K)’{*yH 0 — */H\) segundos. 


Problema A-4-8. En el sistema de nivel de líquido de la Fig. 4-35 supóngase que la 
razón de flujo de salida Q m 3 /s a través de la válvula de salida está relacionada con 
la altura H m por 

Q = K*/H =0.0\*/H 

Supóngase también que cuando la razón de flujo de entrada Q es 0.015 mVs, la altura 
permanece constante. En / = 0 la válvula de entrada de flujo se cierra y, por lo tanto 
no hay flujo de entrada para t ^ 0. Encuéntrese el tiempo necesario para vaciar el 
tanque a la mitad de su altura original. La capacitancia del tanque es de 2 m 2 . 





Fig. 4-35. Sistema de nivel 
de liquido. 


Solución. Cuando la altura es estacionaria, la razón del flujo de entrada es igual a la 
razón del flujo de salida. Asi, la altura en / = 0 se obtiene de 

0.015 = 0.01 y/H¡ 

o bien 


H q = 2.25 m 


La ecuación del sistema para t > 0 es 


— C dH — Qdt 


dH _ Q -0.01 JH 

dt ~ C ~~ 2 


o bien 
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En consecuencia, 


dH 

s/H 


= —0.005 dt 


Supóngase que H = 1.125 m en / = ti. Integrando ambos lados de esta última 
ecuación, tenemos 

= (-0.005)¿/ = -0.005/, 

2.25 Vff Jo 

por lo tanto, se infiere que 


ZjH 


1.125 


2.25 


o bien 


= Vl-125 - V2.25 = -0.005/, 


/, = 176 s 


Problema A-4-9. Supóngase que el sistema de nivel de liquido mostrado en la Fig. 
4-35 se encuentra en estado estable con una razón de flujo de entrada igual a Q miVs 
y altura igual a H m. En / = 0 la razón de flujo de entrada se cambia de Q a Q + 
0.001 mVs. Después de transcurrido un tiempo suficiente, se alcanza el estado es¬ 
table con una nueva altura igual a H + 0.05 m. 

Suponiendo que el área de la sección trasversal del tanque sea 2 ni 2 , deteminese 
la resistencia promedio de la válvula de salida del flujo. ¿Cuál es la constante de 
tiempo del sistema? 


Solución. La resistencia promedio R de la válvula de salida del flujo está dada por 

D dH 0.05 , , 

dQ~ 0.001 “ 50 s/m 

La capacitancia C del tanque es 

C = 2 m 2 

Por lo tanto, la constante de tiempo T del sistema es 

T = RC = 50 x 2 = 100 s 


Problema A-4-10. Considérese el flujo de agua a través de un tubo capilar mostra¬ 
do en la Fig. 4-36. Suponiendo que la temperatura del agua sea de 20°C y que el flujo 
sea laminar, obténgase la resistencia R del tubo capilar. 


¿Solución. De la fórmula de Hagen-Poiseuille tenemos 


. _ 128vL 
n " gnD* 

Por lo tanto, la resistencia R se obtiene como 


Q 


_ dh = 128vL 
dQ gnD A 


(4-29) 


Notando que la viscosidad cinemática v del agua a la temperatura de 20° C es de 
1.004 x 10* 6 irf/s, obtenemos, al sustituir los valores numéricos en la Ec. (4-39), 


128 x 1.004 x ÍO- 6 x 1 
” 9.81 x 3.14 X (3 x 10“ 3 ) 4 


= 5.15 x 10 4 s/m 2 
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Fig. 4-36. Flujo de agua a través de un tubo capilar. 


Problema A-4-11. Considérese el sistema de nivel de líquido de la Fig. 4-37(a). La 
curva de altura contra razón de flujo se muestra en la Fig. 4-37(b). Supóngase que en 
estado estable la razón de flujo es 4 x lO* 4 mVs y la altura en estado estable es 1 m. 
En t = 0, la válvula de entrada de flujo se abre algo más y la razón de flujo de entra¬ 
da cambia a 4.5 x 10" 4 mVs. Determínese la resistencia promedio R de la válvula de 
flujo de salida. También, determínese el cambio en altura como función del tiempo. 
La capacitancia C del tanque es de 0.02 tri*. 



(o) (b) 

Fig. 4-37. (a) Sistema de nivel de liquido; (b) curva de altura contra 
razón de flujo. 

Solución. La razón de flujo a través de la válvula de flujo de salida se puede suponer 
como 

Q = Ks/H 

A partir de la curva dada en la Fig. 4-37(b) vemos que 

4 x 10~ 4 = KaJ~X~*\ 
o bien S 

< > 


K = 4 x 10"* 
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por lo tanto, si la razón de flujo en estado estable se cambia a 4.5 x 10 -4 mVs, en¬ 
tonces la nueva altura en estado estable puede obtenerse de -> 

4.5 x 10“ 4 = 4 x 10r 4 ^// 

o bien «'* ’ 

H = 1.266 m 

Esto significa que el cambio en altura es 1.266 - 1 = 0.266 m. La resistencia prome¬ 
dio R de la válvula de flujo de salida es entonces 

* = § = ( TI' -I k ío - -< “ 0 532 x 104 s "" 2 

Observando que el cambio en el liquido almacenado en el tanque durante dt se¬ 
gundos es igual al flujo de entrada neto al tanque durante los mismos dt segundos, 
tenemos 

C dh = (q¡ — q 0 ) dt 

donde q¡ y q 0 son los cambios en la razón de flujo de entrada y la razón de flujo de 
salida del tanque, respectivamente, y h es el cambio en altura. Asi 



Qi Qo 


puesto que 

R = — 


<io 

se infiere que 

„dh h 


C ^ =q ‘-R 

o también 

RCtf + h = Rq, 

Sustituyendo/? = 
tima ecuación da 

0.532 x 10 4 s/m 2 , C = 0.02 m 2 , y q¡ ~ 

0.532 

x 10 4 x 0.02 ~ + h = 0.532 x 10 4 

o bien 

106.4 ^ + h = 0.266 


0.5 x 10~ 4 m 3 /sen esta úl- 

x 0.5 x 10' 4 


Finalmente, resolviendo para h, 

hit) = 0.266(1 — e -í/i06. 4 ) m 

Esta última ecuación da el cambio en altura como función del tiempo. 


Problema A-4-12. En el sistema de nivel de liquido mostrado en la Fig. 4-38, la ra¬ 
zón de flujo en estado estable a través del tanque es Q y las alturas en estado estable 
del tanque 1 y el tanque 2 son H x y H 2t respectivamente. En / = 0 la razón de flujo de 
entrada se cambia de Q a Q + q, donde q es un cambio pequeño en la razón de flujo 
de entrada. Los cambios correspondientes en las alturas (h x y h 2 ) y los cambios en la 
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Flg. 4*38. Sistema de nivel de líquido. 

razón de flujo (q x y (h) se suponen pequeños. Las capacitancias del tanque 1 y el tan¬ 
que 2 son Q y C¡, respectivamente. La resistencia de la válvula entre los tanques es 
R x y la correspondiente a la válvula de salida es R 2 . 

Suponiendo que q es la entrada y es la salida, obténgase el modelo matemáti¬ 
co (ecuación diferencial) del sistema. 


Solución. Para el tanque 1, tenemos 

C, dhi = (q —q { )dt 

donde 


<tx 


h ~ h 2 

Rx 


Asi pues 


Para el tanque 2, tomamos 


donde 


Cx ~dt^R¡~ 


q -f- 

H T R x 


Por lo tanto. 


C 2 dh 2 = (q x - q 2 ) dt 


K 


2 dt + R x ^ R 2 R x 


(4-30) 


(4-31) 


Al eliminar h x de las Ecs. (4-30) y (4-31), el resultado es 

*iC,* a Ca + («,C, + Ü,C 2 + R jC.) ^ + *a = * 2 ? 
Observando que A* = obtenemos 

+ (-JíiCi + R 2 C 2 + /?2^i) + di — 

Este es el modelo matemático deseado o ecuación diferencial que relaciona q¡ y q> 
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Problema A-4-13. De acuerdo con el sistema de nivel de líquido de la Fig. 4-39, la 
razón de flujo de entrada en estado estable es Q , la razón de flujo entre tanque es cero 
y las alturas del tanque 1 y el tanque 2 son ambas H. En t = 0 , la razón de flujo de en¬ 
trada cambia de Q a Q + q, donde q es un cambio pequeño en la razón de flujo de 
entrada. Los cambios resultantes en las alturas (h x y hz) y las razones de flujo (<7, y 
(fy) se suponen pequeñas. Las capacitancias del tanque 1 y el tanque 2 son Q y Q , 
respectivamente. La resistencia de la válvula entre los tanques es R x y la de la válvula 
de salida de flujo es R 2 - 



Fig. 4-39. Sistema de nivel de liquido. 


Obténganse los modelos matemáticos del sistema cuando (a) q sea la entrada 
y h 2 la salida, (b) q sea la entrada y q 2 la salida, y (c) q sea la entrada y h x la salida. 

Solución. Para el tanque 1 , tenemos 

Cj dh\ — q 1 dt 

donde 


_ hy-jU 


En consecuencia, 


Para el tanque 2, tomamos 


<?i = 


=A 2 


C 2 dh 2 = (0 - 01 - 02) dt 


donde 


se sigue que 




01 = 


dh , . R. 




RxC 2 —j* + 7^2 + h 2 = R 2 q + 1 

Al eliminar hx de las Ecs. (4-32) y (4-33), tenemos 


(4-32) 


(4-33) 


XiCiKzCx + (*iC, + R 2 C 2 + * a C|) + h 2 = R X R 2 C X + R 2 q 

(4-34) 
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Este es un modelo matemático deseado en el cual q se considera la entrada y h 2 la salida. 
Entonces la sustitución h 2 = Rtf 2 en la Ec. 4-34 da 

RíCíRíC 2 + (^jCi + RtC% + R 2 Ci) ^ + qi — R\C\ ^ 4- q 

Esta última ecuación es también un modelo matemático deseado en el cual q se consi¬ 
dera la entrada y la salida. 

Finalmente, la eliminación de de las Ecs. (4-32) y (4-33) da 

*,C,* 2 C 2 + (tf.C, + Í 2 C 2 + * 2 C,)^l + h t = Rtf 

la cual es un modelo matemático del sistema el cual q se considera la entrada y /ij la 
salida. 

Problema A-4-14. La razón de flujo Q y la altura H en el sistema de nivel de 
liquido de la Fig. 4-35 están relacionadas por 

Q = K*/H 

Supóngase que en el estado estable la altura es Hy la razón de flujo es Q = Q = Q. 
Encuéntrese un modelo matemático linealizado que relacione la razón de flujo con la 
altura en la vecindad del punto en estado estable H - H, Q = Q. 

Solución. Demostraremos dos enfoques para obtener el modelo matemático lineali¬ 
zado que relaciona la razón de flujo y la altura en la cercanía del punto en estado es¬ 
table H = H,Q = Q. 

El primero consiste en encontrar la resistencia R de la válvula de salida del flu¬ 
jo. Puesto que la resistencia R está dada por 


_dH_2H 
K ~dQ~ Q 

cerca del punto en estado estable H ~ H, Q - Q, 



dH H-H „ 2 H 

dQ~ Q-Q K Q 


Por consiguiente 

Q - Q = -¡¡(ff - ñ) 


0 bien 





(4-35) 


Esta ecuación es un modelo matemático linealizado que relaciona la razón de flujo Q 
y la altura H cerca del punto en estado estable H = H, Q = Q. 

El segundo enfoque consiste en expander la ecuación no lineal 

e = k*jh =m > 

en series de Taylor alrededor del punto H = R, Q = Q. 

Q = /<»> =/(J?) + ¿¡¡¡(H -H) + - ñ 1 + 


■ • • 
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Al despreciar los términos de más alto orden en H — /?, tenemos 

Q — Q = a{H — Ñ) 

donde 

Q = fifi) = AV J? 




JH 


H-a,Q-o 


ls/H 


^JL r== _é 

n-n.Q-o ~ 2VH 2 H 


Se sigue 


q-q^A(h-H) 


Esta ecuación es idéntica a la Ec. (4-35) y es un modelo matemático linealizado que 
relaciona la razón de flujo Q y la altura H en la vecindad del punto en estado estable 
H = H, Q = Q. 


'Problema A-4-15. Encuentre la ecuación linealizada de 

2 = 0.4*3 = f(x) 

alrededor del punto x = 2, z = 3.2. 


Solución. La expansión en series de Taylor de/I*) alrededor del punto (2, 3.2) es 


donde 


z — z — a(x — x) 


a = & = 1 . 2* 2 

«■*U-2,*-3.2 


= 4.8 


*-2.*-3.2 


Por lo tanto, una aproximación lineal de la ecuación no lineal dada es 

z- 3.2 = 4.8(x - 2) (4.36) 

La figura 4-40 representa una curva no lineal z = 0.4* 3 y la ecuación lineal dada por 
la Ec. (4-36). Nótese que la aproximación en linea recta de la curva cúbica es válida 
cerca del punto (2, 3.2). 


Fi». 4-40. Curva no lineal z - 
0.4*3 y su aproximación lineal 
en el punto * = 2 y z = 3.2. 
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•Problema A-4-16. Lineallcese la ecuación no lineal 

z = xy 

en la región 5 £ * ^ 7, 10 á y £ 12. Encuentre el error si la ecuación linealizada se 
usa para calcular el valor de z cuando * - 5, y - 10. 


Solución. Puesto que la región considerada está dada por 5 £: x £ 7, 10 2 : y 2 : 12, 
escójase* = 6, y = 11. Entonces z = xy = 66 . Obtengamos una ecuación linealiza- 
da para la ecuación no lineal cerca del punto * = 6 , y - 11 , z = 66 . 

Expandiendo la ecuación no lineal en seríes de Taylor alrededor del punto * = 
x, y - y, z = z y despreciando los términos de mayor orden, tenemos 

z — z — a(x — i) + b(y — y) 

donde 


. <?(*.>-) 
dx 


= y = U 




oy Le—J 


Por lo tanto, la ecuación linealizada es 

z - 66 = 11(*- 6 ) + 60- 11) 

o bien 

z = 11 * 4 - 6y — 66 

Cuando * = 5, y = 10, el valor de z dado por la ecuación linealizada es 

z = 11* + 6y — 66 = 55 + 60 - 66 = 49 

El valor exacto de z es z — xy = 50. El error es por lo tanto 50 — 49 = 1. En térmi¬ 
nos de porcentaje, el error es de 2 Vo. 


•Problema A-4-17. La figura 4-41 muestra un servo hidráulico que consta de una 
válvula de carretes y un cilindro y pistón de potencia. Supóngase que la válvula de 




Fig. 4-41. Sistema servo hi¬ 
dráulico. 
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carretes es simétrica y no tiene traslape, las áreas de los orificios de la válvula son pro¬ 
porcionales al desplazamiento x de la válvula, y el coeficiente del orificio y la caída 
de presión a través del orificio son constantes e independientes de la posición de la 
válvula. Además, supóngase lo siguiente: la presión de suministro es p s> la presión de 
retorno p¡ en la línea de retorno es pequeña y puede despreciarse, el fluido hidráulico 
es incompresible, la fuerza de inercia del pistón de potencia y las fuerzas reactivas de 
la carga son despreciables comparadas con la fuerza hidráulica desarrollada por el 
pistón de potencia, y el escurrimiento del flujo alrededor de la válvula de carretes 
desde el lado de la presión de suministro al lado de la presión de retorno es despre¬ 
ciable. 

Obténgase un modelo matemático linealizado de la válvula de carretes cerca del 
origen. 

Solución. Definamos las áreas de los orificios de la válvula en el puerto 1 y el puerto 
2 como A x y A 2 , respectivamente. Entonces A x = A 2 = kx, donde k es una constan¬ 
te. En relación con la Fig. 4-41, las razones de flujo a través de los orificios de la vál¬ 
vula son 


qi = cA X/ J~(ps -Px) = Ca/p, -P\ x 

Qx = (p 2 - p 0 ) = - p Q x = CV/>¡ * 


donde C = ck*/2g/y. Puesto que sabemos que no hay escurrimiento de flujo alrede¬ 
dor de la válvula desde el lado de la presión de suministro al lado de la presión de re¬ 
torno, estas dos ecuaciones son las únicas ecuaciones de razón de flujo que nos ata¬ 
ñen en el presente análisis. 

Observando que qx = tenemos 


P» ~ P i — Px 

Definamos la diferencia de presión a través del pistón de potencia como Ap o 

Ap — Pi — p 2 

Entonces px y Px pueden escribirse 


Pí = 


_Pt_±Ap 


P x = 


_p t - Ap 


La razón de flujo qx al lado derecho del pistón de potencia es 

9i = CVp/ ~P\ x = C^/ ft ~2 — x = /(*, Ap) 

La ecuación linealizada cerca de un punto de operación x — i, Ap = Ap, q x = q x es 

<¡\ — Qi — o(x - x) + b(Ap — Ap) (4-37) 


a 


u. 

dx 






donde 
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b = 


df 
d Ap 


2 p s — Ap 

Cerca del origen (x = 0 ,Ap = 0, q x = 0) la Ec. (4-37) se hace 

q i = K x x — K z Ap 

donde 


x ^0 


K, = C/’ - A ' 

= cM 

*»0, AP«0,4i = 0 V ¿ 

^ C 

2 1 VWp.- 

Ap 5 

= 0 

S = 0, A/*0,tfi=0 


Por consiguiente, 

< 7 i = K x x 

la cual es un modelo matemático lineal cerca del origen de la válvula de carretes 
mostrada en la Fig. 4-41. 


'Problema A-4-18. Considérese otra vez el servo hidráulico mostrado en la Fig. 
4-41 y supóngase la entrada al servo es el desplazamiento x de la válvula de carretes y 
que la salida es el desplazamiento y del pistón de potencia. Las direcciones positivas 
de x y y están indicadas en el diagrama. Suponiendo incomprensible el fluido 
hidráulico, y la fuerza de inercia del pistón de potencia y las fuerzas reactivas de la 
carga son despreciables comparadas con la fuerza hidráulica desarrollada por el pis¬ 
tón de potencia, obténgase un modelo matemático del sistema relacionando los 
desplazamientos x y y cuando x sea pequeña. 


Solución. Puesto que el fluido hidráulico es incompresible, tenemos 

Ap dy = q x dt 

donde A (m 2 ) es el área del pistón de potencia, p (kg/m 3 ) es la densidad de masa del 
fluido, dy (m) es el desplazamiento del pistón de potencia durante dt (s), y q x (kg/s) 
es la razón de flujo del fluido en el lado derecho del pistón de potencia. Esta última 
ecuación puede escribirse 

Ap% = q, (4-38) 


Para una x pequeña, un modelo matemático lineal de la válvula de carretes se obtuvo 
en el problema A-4-17 como 

qi = K x x (4-39) 


Asi, al eliminar qi de las Ecs. (4-38) y (4-39), tenemos 

W^Xp x = Kx 

donde K = K x /(Ap). Si integramos ambos lados de esta última ecuación, el resul¬ 
tado es 


y = K J x dt 

la cual es un modelo matemático del sistema relativo a los desplazamientos x y y. Nó¬ 
tese que el desplazamiento de salida .y es proporcional a la integral del desplazamien¬ 
to de la válvula x. 
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Po P, Po 

í I 1 



Fig. 4-42. Sistema servo hidráulico. 


•Problema A-4-19. El sistema servo hidráulico de la Fig. 4-42 consta de una válvu¬ 
la de carretes, un cilindro y pistón de potencia, y un elemento de carga (masa, fric¬ 
ción viscosa y resortes). Suponiendo que la fuerza de inercia del pistón de potencia es 
despreciable y las fuerzas reactivas de la carga también son despreciables, obténgase 
un modelo matemático del sistema. Supóngase también que la válvula de carretes es 
simétrica y que las áreas de los orificios de la válvula son proporcionales al desplaza¬ 
miento x de la válvula. 

Solución. Si la fuerza de inercia del pistón de potencia y las fuerzas reactivas de la car¬ 
ga son despreciables, puede suponerse que el coeficiente de orificio y la caída de pre¬ 
sión a través del orificio son constantes e independientes de la posición de la válvula. 

Puesto que las áreas de los orificios de la válvula se suponen proporcionales al 
desplazamiento de la válvula, la razón de flujo q (kg/s) puede escribirse 

q = K x x 

donde x (m) es el desplazamiento de la válvula y K t (kg/m-s) es una constante. 


Para el pistón de potencia 

Ap dy = q dt 

donde A (m 2 ) es el área del pistón de potencia y p (kg/m 3 ) es la densidad del aceite. 
Por lo tanto. 


m ! =Ap = M X = KX 

donde K = K x (Ap). Integrando ambos lados de esta última ecuación da 


y = K J x dt 

Así pues, el desplazamiento del pistón de potencia .y es proporcional a la integral del 
desplazamiento x de la válvula. Las características dinámicas del servo mostrado en 
la Fig. 4-42 son las mismas que aquellas del servo de la Fig. 4-41. 
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Es importante punt ua ^ zar c * uc el presente análisis se aplica solamente cuando 
las fuerzas reactivas de * a car 8 a y la fuerza de inercia del pistón de potencia son 
despreciables. 

♦Problema A-4-20. Otf a vez » en relación con la Fig. 4-42 y suponiendo que las 
fuerzas reactivas de la ca^ a no son despreciables, obténgase un modelo matemático. 
Supóngase también que I a masa del pistón de P° tencia está incluida en la masa de la 

carga m. 

Solución Al obtener un niodelo matemático del sistema cuando las fuerzas reacti¬ 
vas de la carga no son deS preciables > se deben tomar en cuenta efectos como la caída 
de presión a través del of íficío * el escurrimiento de aceite alrededor de la válvula y 
alredecor del pistón y la compresibilidad del aceite. 

La caída de presión a través del orificio es una función de la presión de sumi¬ 
nistro o y la diferencia d* P resión = A - Pz • Así pues, la razón de flujo q es una 
función no lineal del desp lazamiento x de la valvula y de ,a diferencia de presión Ap o 

q = /(*, A P) 

Linealizando esta ecuación «o «neal alrededor del origen (x = 0, Ap = 0, q = 0), 
obtenemos, en relación ¿ on Ec * 4-27)* 

q = K t x — K 2 Ap (4-40) 

Puede considerarse que I* raz6n de nu j° <¡ consiste en tfes P"*«« 

Q = 4o + + Qc (4-41) 


donde 

Qo 


Ql 

Qc 


razón de fluj° “til ^ cilindro de potencia que causa 
el movimiento del pistón de potencia, kg/s 
razón de flujo del escurrimiento, kg/s 
razón de fluj° de compresibilidad equivalente, kg/s 


Obtengamos expresiones especificas para q„ q L y q c . El flujo q„ dt al lado izquierdo 
del pistón de potencia ca» 5 ® que el P ist ° n ** mueva a la derecha en dy. Por lo tanto, 

tenemos 


Ap dy — q Q dt 


donde A (ni) es el área <0 P istón de potencia, p (kg/m 3 ) la densidad del aceite y dy 
(m) el desplazamiento & P istón de potencia. Entonces, 

= (4-42) 


La componente de escurti' nient0 q L Puede escribirse 

qt—LAp (4-43) 


donde Les el coeficientt de escurrimiento del sistema. 

La razón de flujo d* compresibilidad equivalente q c puede expresarse en térmi¬ 
nos del módulo de disud 5 ^ 11 efectivo K del aceite (incluyendo los efectos del aire 
contenido, la expansión ^ los tubos » etc-)» donde 


v dAp 

K ~=3vfv 
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(Aquí dV es negativo y, por consiguiente, -dV es positivo.) Reescribiendo esta últi¬ 
ma ecuación da 

-dV = ^dAp 

o bien 

. ~dV pVdAp 
p dt ~T di 


Observando que q c = p(—dV/dt , encontramos 


de = 


pV d Ap 
K dt 


(4-44) 


donde Fes el volumen efectivo del aceite bajo compresión (esto es, aproximadamen¬ 
te la mitad del volumen total del cilindro de potencia). 

Utilizando las Ec.s (4-40) hasta (4-44), 

q = K, x - AT 2 Áp = Afi f t + L &p + ^ ^ 

o bien 


+ +(L + K 2 )A.p = K,x (4-45) 


La fuerza desarrollada por el pistón de potencia es A Ap, y esta fuerza se aplica a los 
elementos de carga. Así, 

m ^ + ky = A Ap (4-46) 

Eliminando Ap de las Ecs. (4-45) y (4-46) resulta 

pVmd 3 y , YpVb , (L 4- J£ 2 )/W1 d 2 y 
KA dO ^ L KA A J dt 2 

Este es un modelo matemático del sistema que relaciona el desplazamiento x de la 
válvula de carretes y el desplazamiento y del pistón de potencia cuando las fuerzas re¬ 
activas de la carga no son despreciables. 


PROBLEMAS 

Problema B-4-1. Un liquido se comprime en un cilindro. Si el volumen del liquido 
es de 2 x 10 -3 m 3 a la presión de 1 x 10* N/m 2 abs (1 MPa abs) y 1.9995 x 10* 3 m 3 a 
la presión de 1.5 x 10* N/m 3 (1.5 MPa abs), encuentre el módulo de dispersión de 
elasticidad. 

Problema B-4-2. La ley de Pascal establece que la presión en cualquier punto de un 
liquido estático es la misma en cualquier dirección y ejerce igual fuerza sobre áreas 
iguales. En relación con la Fig. 4-43, si se aplica una fuerza P\ al lado izquierdo del 
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pistón, encuentre la fuerza P 2 que actúa sobre el lado derecho del pistón. También, 
encuentre la distancia x 2 recorrida por el pistón de la derecha cuando el de la izquier¬ 
da se mueve x x . 



Flg. 4-43. Sistema hidráulico. 


Problema B-4-3. La Fig. 4-44 muestra un acumulador que usa un resorte. Obtenga 
la energía máxima que puede almacenar el acumulador. Suponga que la presión varía 
de p m!n a Ptráx como se muestra en el diagrama y que el desplazamiento del resorte es 
•’Wxí^in) cuando la presión p (presión manométrica) es (Anin)• 




Ap 

k 


Flg. 4-44. Curva acumulador y su desplazamiento contra presión. 


Problema B-4-4. En la Fig. 4-45 un depósito de agua está conectado mediante una 
tubería larga a un sistema, generador hidráulico. La válvula en el extremo de la 
tubería está controlada por un gobernador de turbina y puede detener rápidamente 
el flujo de agua si el generador pierde su carga. Explique el papel del tanque de osci¬ 
lación *n tal sistema. 
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Problema B-4-5. Considere la unidad de potencia hidráulica mostrada en la Fig. 
4-46. Cuando se usa como motor, muestre que 

PQm ~ FmVm 

donde p es la presión manométrica del fluido de suministro, Q„ la razón del flujo al 
cilindro, v m la velocidad del pistón y F m la fuerza aplicada a la carga. Suponga que el 
lado izquierdo del pistón está a la presión atmosférica. 


Fig. 4-46. Unidad de potencia hi¬ 
dráulica. 



Problema B-4-6. En relación con el medidor de Venturi mostrado en la Fig. 4-33, 
encuentre la razón de flujo Q a través el tubo cuando p x — Pz = 1 x 10 4 N/m 2 (10 
kPa). Suponga que está fluyendo aceite con una densidad de masa de 800 kg/m 3 . 

Problema B-4-7. En el sistema de nivel de liquido mostrado en la Fig. 4-47, supon¬ 
ga que en t = 0 la altura i/está a 5 m sobre el orificio. Encuentre la velocidad del flu¬ 
jo a través del orificio en t - 0. Si la razón de flujo en t = 0 es 0.04 mVs, ¿cuánto 
tardará en bajar la altura a 3 m sobre el orificio? Suponga que la capacitancia del 
tanque es de 20 m 2 . 
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Flg. 4-47. Sistema de nivel de 
liquido. 

Problema B-4-8. Considere un sistema de nivel de liquido donde el tanque tiene un 
área de 4 ni en la sección trasversal a nivel del orificio. El área de la sección trasver¬ 
sal varia linealmente con el nivel de modo que es de 2 m 2 a nivel de 5 m sobre el 
centro del orificio. Suponga que la razón de flujo del orificio es 

Q = cA*aJT¿H = K^H 

donde c = 0.62, Aq = 0.01 m 2 , g = 9.81 m/s 2 , H es el nivel sobre el orificio en m, y 
K = cA^yflg. Encuentre el tiempo en segundos necesario para bajar el nivel de 5 m 
a 3 m sobre el orificio. 

Problema B-4-9. En el sistema mostrado en la Fig. 4-48 la altura se mantiene a 1 m 
durante / <, 0. La válvula de entrada de flujo se cambia en t = 0 y la razón de flujo 
de entrada es 0.05 mVs para / a 0. Determine el tiempo necesario para llenar el tan¬ 
que a un nivel de 2.5 m. Suponga que la razón del flujo de salida Q mVs y la altura H 
están relacionados por 

Q = O.Ols/H 

La capacitancia del tanque es de 2 ni 2 . 

O 05 m 3 /s 




Flg. 4-48. Sistema de nivel de 
liquido. 


Problema B-4-10. En relación con la Fig. 4-49, suponga que la válvula de salida del 
flujo se ha cerrado durante t < 0 y que las alturas de ambos tanques son iguales, o 
sea, H x = H v En í = 0 la válvula de salida de flujo se abre. Suponiendo que los flu- 
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jos a través de las válvulas son laminares, obtenga un modelo matemático que rela¬ 
cione la altura del tanque 2 con el tiempo t. 

Tanque 1 Tanque 2 


Flg. 4-49. Sistema de nivel de 
líquido. 

Problema B-4-11. Obtenga un sistema análogo del sistema de nivel de liquido 
mostrado en la Fíg. 4-26(a) y dado por la He. (4-18). 

Problema B-4-12 l En estado estable la razón de flujo a través del sistema mostrado 
en la Fig. 4-50 es Q y las alturas del tanque 1 y el tanque 2_son H x y H 2y respectiva¬ 
mente. en t = 0 la razón de flujo de entrada se cambia de Q a Q + q t donde q es un 
pequeño cambio en la razón de flujo de entrada. Los cambios resultantes en las altu¬ 
ras (¿i y h 2 ) y las razones (q t y <&) se suponen pequeñas. Las capacitancias del tanque , 
1 y el tanque 2 son C\ y Q, respectivamente. La resistencia de la válvula del flujo de 
salida del tanque 1 es R x y la del tanque 2 es R 2 . Obtenga un modelo matemático del 
sistema cuando q sea la entrada y q 2 la salida. 




Flg. 4-50. Sistema de nivel de líquido. 

Problema B-4-13. Encuentre un sistema eléctrico análogo del sistema de nivel de 
liquido mostrado en la Fig. 4-50. 

Problema B-4-14. Obtenga un sistema eléctrico análogo del sistema de nivel de 
líquido mostrado en la Fig. 4-38 donde q es la entrada y <k la salida. 
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Problema B-4-15. Encuentre un sistema mecánico análogo del sistema de nivel 
líquido mostrado en la Fig. 4-38 cuando q es la entrada y la salida. 

Problema B-4-16. Considere el sistema hidráulico mostrado en la Fig. 4-51. Supo¬ 
niendo que el desplazamiento x del pistón es la entrada y el desplazamiento y del ci¬ 
lindro es la salida, obtenga un modelo matemático del sistema. 



Fig. 4-51. Sistema hidráulico. 


‘Problema B-4-17. Obtenga una aproximación lineal de 

Q = 0.\a/H = f(H) 
alrededor de un punto H - 4, Q = 0.2. 

‘Problema B-4-18. Encuentre una ecuación linealizada de 

z — 5x 2 

alrededor de un punto x - 2, z - 20. 

‘Problema B-4-19. Linealice la ecuación no lineal 



en la región definida por 90 s x £ 110, 45 s y «s 55. 

* Problema B-4-20. Linealice la ecuación no lineal 

z = x 2 -f 2 xy 4- 5 y 2 
en la región definida por 10 s x :s 12, 4 £ y ^ 6. 




SISTEMAS NEUMÁTICOS 


5-1 INTRODUCCIÓN 

Los sistemas neumáticos son sistemas de fluido que utilizan el aire como el 
medio para la transmisión de señales y de potencia. (Aunque el fluido más co¬ 
mún en estos sistemas es el aire, otros gases pueden usarse del mismo modo.) 

Los sistemas neumáticos se usan extensamente en la automatización de 
maquinaria de producción y en el campo de los controladores automáticos. 
Por ejemplo, circuitos neumáticos que convierten la energia del aire compri¬ 
mido en energia mecánica gozan de un considerable uso, y se encuentran di¬ 
ferentes tipos de controladores mecánicos en la industria. Además, desde el 
principio de los años 60 los dispositivos neumáticos llamados fluidicos se 
han aplicado como elementos de decisión o circuitos lógicos en almacenaje 
automático, secuenciamiento y operaciones similares. Debido a que los siste¬ 
mas neumáticos se encuentran con abundancia en la industria, los ingenieros 
deben estar tan familiarizados con los principios básicos de las componentes 
y sistemas neumáticos como con los correspondientes de los sistemas 
hidráulicos. 

Las figuras 5-1 a 5-3 ilustran tres ejemplos de utilización del aire. En la 
Fig. 5-1 tenemos un diagrama esquemático de una bomba elevadora de aire; 
la Fig. 5-2 muestra un colchón de aire en un sistema de volante y la Fig. 5-3 
un dedo mecánico. (En la Fig. 5-3, Ay B son eslabones y Cestá unido a la 
barra del pistón. Cuando la barra del pistón se mueve hacia arriba, el dedo 
mecánico atrapa una pieza de trabajo. Cuando la barra del pistón se mueve 
hacia abajo, aquél suelta la pieza de trabajo.) 
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Fig. 5-2. Colchón de air«. 


Flg. 5-3. Dedo mecánico. 


El uso del aire en las industrias puede clasificarse de la siguiente manera. 

1. Se utiliza el oxigeno del aire. (Sistemas de combustión) 

2. Se utiliza el flujo del aire relativo. (Aeroplanos, paracaídas, etc.) 
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3. Se utiliza la fuerza debida al viento. (Yates, bombas elevadoras de 
aire, etc.) 

4. Se utiliza la energía del aire comprimido. (Frenos de aire, herra¬ 
mientas de aire comprimido, etc.) 

5. Se utiliza la compresibilidad del aire. (Colchones de aire) 

6. Uso de ciertos fenómenos debidos al flujo del aire. (Fluidicos) 

Comparación entre sistemas neumáticos y sistemas hidráulicos. Como 
ya se ha notado, el fluido encontrado en los sistemas neumáticos es el aire; 
en los sistemas hidráulicos es el aceite. Y principalmente son las diferentes 
propiedades de los fluidos involucrados los que caracterizan las diferencias 
entre los dos sistemas. Estas diferencias pueden enlistarse como sigue. 

1. El aire y los gases son compresibles, en tanto que el aceite es in¬ 
compresible. 

2. El aire carece de propiedades lubricantes y siempre contiene vapor de agua. 
El aceite funciona como fluido hidráulico y también como lubricador. 

3. La presión de operación normal de los sistemas neumáticos es 
mucho más baja que la de los sistemas hidráulicos. 

4. Las potencias de salida de los sistemas neumáticos son considerable¬ 
mente menores que las correspondientes a los sistemas hidráulicos. 

5. Las exactitud de los actuadores neumáticos es escasa a bajas veloci¬ 
dades, en tanto que la exactitud de los actuadores hidráulicos 
puede ser satisfactoria a todas las velocidades. 

6. En los sistemas neumáticos el escurrimiento externo es permisible en 
cierta medida, pero el escurrimiento interno debe evitarse porque la 
diferencia de presión efectiva es más bien pequeña. En los sistemas 
hidráulicos el escurrimiento interno es permisible, pero el escurri¬ 
miento externo debe evitarse. 

7. No se necesitan tubos de retomo en los sistemas neumáticos cuando se 
usa aire, en tanto que siempre se necesitan en los sistemas hidráulicos. 

8. La temperatura de operación normal para los sistemas neumáticos 
es de 5 a 60°C. El sistema neumático, sin embargo, se puede operar 
en la escala de 0 a 200°C. Los sistemas neumáticos son insensibles a 
los cambios de temperatura, en contraste con los sistemas hidráuli¬ 
cos, donde la fricción del fluido debida a la viscosidad depende en 
gran medida de la temperatura. La temperatura de operación nor¬ 
mal para los sistemas hidráulicos es de 20 a 70°C. 

Esquema del capitulo. La sección 5-1 es una breve introducción a los 
sistemas neumáticos. En la Sec. 5-2 expondremos componentes y sistemas 
neumáticos, incluyendo bombas, actuadores y válvulas, seguido por las 
propiedades físicas y termodinámicas del aire y otros gases en la Sec. 5-3. La 
sección 5-4 describe el flujo de gases a través de orificios, y la Sec. 5-5 la 
elaboración de modelos matemáticos de los sistemas neumáticos. Después 
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de cosiderar algunos materiales introductorios de los dispositivos fluídicos 
en la Sec. 5-6, concluimos el capitulo con una descripción de fluídica digital 
y los circuitos lógicos en la Sec. 5-7. 

5-2 SISTEMAS NEUMÁTICOS 

Las fuerzas neumáticas realizan diferentes funciones (empujan, jalan, 
atrapan, por ejemplo) como en los polipastos neumáticos, las herramientas 
neumáticas, los dedos neumáticos y dispositivos similares. En esta sección 
exponemos los componentes neumáticos tales como compresores que pro¬ 
ducen aire comprimido, actuadores neumáticos que convierten la energía 
neumática en energía mecánica para realizar trabajo mecánico útil, y válvu¬ 
las neumáticas que controlan la presión y/o el flujo. (Dispositivos neumáti¬ 
cos como los dispositivos fluídicos se explican en la Sec. 5-6 y en la Sec. 5-7. 
Los controladores neumáticos convencionales se exponen en el capitulo 8.) 

La figura 5-4 muestra un diagrama funcional de un circuito neumático 
simple cuyas mayores componentes son un compresor, un filtro, un lubrica¬ 
dos válvulas y un actuados En las páginas siguientes describiremos breve¬ 
mente cada uno de estos componentes. 


Compresor 




Tanque de 
almacena¬ 
miento 



Filtro 



Fig. 5-4. Diagrama funcional de un circuito mecánico simple. 

Compresores. Como lo implica su nombre, los compresores son má¬ 
quinas para comprimir aire o gas. Pueden clasificarse en dos tipos: de 
desplazamiento positivo y centrífugos. El tipo de desplazamiento positivo 
incluye todas las máquinas que operan tomando una cierta cantidad de aire 
o gas en un espacio cerrado donde su volumen se reduce y su presión se 
incrementa. Tales compresores pueden dividirse en compresores de movi¬ 
miento alternativo (reciprocantes) y rotatorios. El segundo tipo, los 
centrífugos , también incluyen a los compresores axiales. En la Fig. 5-5 se 
muestran diagramas esquemáticos de estos compresores. 

Los compresores centrífugos para presión inferior al x 10* N/m 2 ma- 
nométrica (0.1 MPa manométrica) se conocen generalmente como soplado- 
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De desplazamiento 
positivo 

Compresoras 
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Compresores 
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Fig. 5-5. Compresores. 

res o ventiladores. Cuando las presiones están por arriba de 2 x 10 5 N/m 2 
manométrica (0.2 MPa manométrica) en compresores centrífugos, la 
energía cinética se recupera como presión. En los sopladores y ventiladores, 
sin embargo, la energia cinética usualmente se disipa en remolinos. Nótese 
que para la conversión de presión de N/m 2 a kg/cm 2 o lby/m 2 , 

1 MPa = 10 6 N/m 2 = 10.197 kg^cm 2 = 145 lb,/in. 2 = 145 psi 
0 N/m 2 manométrica = 0 kg/cm 2 manométrica = 0 psig = 1.0133 x 10 5 

N/m 2 abs 

= 1.0332 kgy/cm 2 abs = 14.70 lb r /in. 2 abs = 14.7 psia 

El tipo de compresor conocido como de movimiento alternativo puede 
producir alta presión. Si las presiones están entre 5 x 10 5 N/m 2 manométri¬ 
ca y 35 x 10 9 N/m 2 manométrica (0.5 MPa manométrica y 3.5 MPa mano- 
métrica), se usan compresores de dos etapas, y presiones hasta de 8 x 10* 
N/m 2 (8 MPa) requieren compresores de tres etapas. Cuando la presión 
varía de 15 x 10 6 N/m 2 a 35 x 10* N/m 2 (15 MPa a 35 MPa) o aún más 
alta, entonces son necesarios compresores de cuatro etapas. Con el objeto 
de obtener altas presiones, el aire (o gas) debe ser enfriado durante su paso de 
una etapa a otra. 

A causa de los compresores reciprocantes operan a velocidad constante, 
independiente de la demanda de aire comprimido, se han usado diferentes ti¬ 
pos de relevadores de carga para economizar. Cuando se excede la región pre¬ 
determinada, el relevador de carga evita mayor comprensión del aire hasta 
que la presión disminuye a una cantidad predeterminada y en esa etapa el 
compresor reanuda la compresión del aire. 

En el compresor centrifugo, existen grandes separaciones entre el rotor 
y las partes estacionarias. Las únicas partes en rozamiento son los cojinetes. 
Puesto que el aire y los gases tienen bajas densidades, los compresores 
centrífugos se corren a alta velocidad. Además, mantienen una presión bas¬ 
tante constante dentro de una amplia escala de volúmenes de entrada. Para 
cada velocidad, sin embargo, hay un cierto volumen de entrada por abajo 
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del cual la operación se hará inestable. (A baja carga, puede ocurrir un fe¬ 
nómeno conocido como presión ondulatoria o pulsaciones por la compresi¬ 
bilidad del aire o gas. En esta situación, un ligero ajuste de la condición de 
operación puede detener la pulsación.) 


Filtros y lubricadores neumáticos. El mayor problema en los sistemas 
neumáticos es el mantenimiento del suministro de aire limpio y seco a pre¬ 
sión constante. La humedad, los liquidos corrosivos o las partículas extra¬ 
ñas arrastradas al sistema neumático por el suministro de aire pueden 
causar problemas. A medida que el aire se comprime, la temperatura se ele¬ 
va y la humedad relativa disminuye. Cuando el aire comprimido es enfriado 
por un postenfriador del compresor y la humedad relativa se eleva, la hu¬ 
medad se condensará en el tanque de almacenamiento. Gran parte de la 
humedad del aire es removida en forma de agua condensada del tanque de 
almacenamiento. Cualquier humedad remanente y partículas extrañas 
pueden removerse mediante un filtro neumático. Para asegurarse que la 
caída de presión resultante de la filtración sea pequeña, la capacidad del 
filtro neumático debe ser lo suficientemente grande. 

Para los controladores neumáticos y los dispositivos fluidicos, el sumi¬ 
nistro de aire debe estar libre de aceite. Sin embargo, en otros equipos el su¬ 
ministro de aire debe contener aceite atomizado para lubricar el actuador 
neumático. El lubricador es un dispositivo que atomiza aceite en el flujo de 
aire con el objeto de lubricar el actuador neumático. Usualmente un filtro 
neumático, una válvula de control de presión, y un lubricador están combi¬ 
nados en una unidad, conocida como unidad de control de presión de aire , 
como se muestra en la Fig. 5-6. 


Fig. 5-6. Unidad de control 
de presión de aire. 




Válvula de 
control de 
presión 



Filtro de aire 


Lubricador 
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Actuadores neumáticos. Los actuadores neumáticos , los cuales con¬ 
vierten la energía neumática en energia mecánica, pueden dividirse en dos ti¬ 
pos: el cilindro neumático (para movimiento lineal) y el motor neumático 
(para movimiento rotatorio continuo). Los actuadores neumáticos más co¬ 
múnmente usados caen dentro del grupo de cilindro. Pueden obtenerse dife¬ 
rentes movimientos no lineales (tal como el movimiento rotatorio angular li¬ 
mitado) combinando los mecanismos apropiados de movimiento lineal del 
actuador del tipo de cilindro. 

Cilindros neumáticos. Los cilindros neumáticos pueden clasificarse 
como los del tipo de pistón, del tipo de émbolo sumergido (ariete) y del tipo 
de fuelle. En la Fig. 5-7, se dan diagramas esquemáticos de cada uno de 
ellos. Los cilindros del tipo de fuelle no tienen partes en rozamiento, pero 
deben ser de carrera corta con gran diámetro. 


(a) 



(b) 



Fig. 5-7. (a) Cilindro neumático del 
Upo de pistón: (b) cilindro neumático (c) 
del tipo de émbolo sumergido; (c) ci¬ 
lindro neumático del Upo de fuelle. 



Los cilindros del tipo pistón pueden adoptar diferentes configuraciones 
como se muestra en la Fig. 5-8. 

Cuando se usa aire como medio de transmisión de potencia, es impor¬ 
tante reconocer el efecto de la compresibilidad sobre el funcionamiento del 
sistema. Considérese el sistema neumático mostrado en la Fig. 5-9. Cuando 
el aire comprimido entra del puerto 1, la presión a la cámara A se desarrolla 
hasta que la fuerza de presión excede la fuerza de fricción estática máxima 
que existe entre la superficie del cilindro y la superficie del pistón. Este cre¬ 
cimiento de la presión es rápido, puesto que el volumen de la cámara A es 
pequeño. Al arrancar el movimiento, la fricción se reduce en forma abrupta 
porque la fricción deslizante es considerablemente menor que la fricción es- 
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|| |f Fig. 5-8. Cilindros del tipo de pistón. 

tática máxima. En consecuencia, el pistón desplegará un movimiento impul¬ 
sivo y golpeará la abrazadera casi instantáneamente. Nótese que inmediata¬ 
mente después de arrancar el movimiento impulsivo del pistón, el volumen 
de la cámara A se incrementará rápidamente. Esta situación causará una 
caída de presión súbita en la cámara porque el flujo de entrada de aire a la 
cámara no se puede asimilar con el incremento en volumen de la cámara. 
(En algunos casos, la fuerza de afianzamiento puede resultar insuficiente 
hasta que el aire comprimido ha llenado el volumen incrementado de la cá¬ 
mara A.) El aire comprimido suministrado a la cámara A, una vez que el 
pistón ha golpeado la abrazadera, hará menos trabajo útil del que pudiera, 
puesto que el aire pronto será purgado a la atmósfera a medida que la válvu¬ 
la opere y el pistón se mueva a la izquierda. (Tal pérdida de energía disminu¬ 
ye la eficiencia del sistema neumático.) Como resultado de esta situación, es 
imposible un control de velocidad preciso del pistón. 

En algunos equipos, si la carrera necesaria es muy corta, una válvula de 
control de velocidad para controlar la velocidad del pistón será impotente 
porque una carrera corta terminará antes de que la velocidad se haga uni¬ 
forme. Entonces, será necesario utilizar un cilindro largo y reducir la carre¬ 
ra por medio de un mecanismo de enlace (Fig. 5-10). 


r 

i 

-j 


Fig. 5-9. Sistema neumático. 

En muchos cilindros del tipo de pistón, el control exacto del movimien¬ 
to de baja velocidad del pistón es difícil. Con el objeto de obtener tal 
control, los cilindros neumáticos pueden combinarse con cilindros hidráuli¬ 
cos como en la Fig. 5-11. (En cada diagrama una válvula de control de flujo 
controla el flujo hidráulico al cilindro hidráulico. Puesto que los pistones de 
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Fig. 5*10. Mecanismo de enlace para reducir la carrera. 



Fig. 5-11. Glindros neumáticos com¬ 
binados con cilindros hidráulicos. 



ambos cilindros, el hidráulico y el neumático están conectados mecánica¬ 
mente, las velocidades de ambos pistones están controlados de modo seme¬ 
jante.) 


Comentarios sobre los cilindros neumáticos. Es importante que se ten¬ 
ga el cuidado apropiado (tal como se enlista abajo) para tener buen éxito en 
la operación de los cilindros neumáticos sin problemas. 


1. La barra del pistón debe estar libre de momentos de flexión. 

2. Al manejar una carga de gran inercia, debe proveerse un tapón ade¬ 
más del mecanismo de colchón del cilindro. 

3. Si un cilindro va a terminar su operación, debe añadirse una canti¬ 
dad suficiente de aceite atomizado al aire limpio (libre de polvo y 
humedad) del cilindro. 
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Motores neumáticos. Hay dos ciases de motores neumáticos , los de 
pistón y los de aspa. La Fig. 5-12 muestra un ejemplo de los primeros. Al 
suministrar aire comprimido a los tres cilindros en el orden apropiado, el ci¬ 
güeñal puede hacerse girar en la dirección deseada. Tal motor neumático del 
tipo de pistón gira a baja velocidad pero tiene un gran par de salida. 




Fig. 5-13. Motor neumático del tipo 
de aspas. 


Suministro de aire 
Rotación en sentido de 
las manecillas del 
reloj 


Suministro de aire 
Rotación contraria a la 
dirección de las 
manecillas del reloj 


Un motor neumático del tipo de aspa se ilustra en la Fig. 5-13. Cuando 
se suministra aire comprimido a los compartimentos, el rotor gira a causa 
del desbalanceo de la fuerza aplicada a las aspas. Este tipo gira a alta veloci¬ 
dad, pero la potencia de salida es más bien limitada. 

Los motores neumáticos encuentran un uso extenso en dispositivos ta¬ 
les como los taladros neumáticos y los esmeriles neumáticos, tanto como en 
muchas máquinas de minería. Este uso difundido se basa en los siguientes 


factores. 
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1. Si el motor neumático se sobrecarga, la fuerza de la presión del aire 
y la fuerza de la carga se balancean entre si y el motor simplemente 
se detiene sin sufrir daño. 

2. El motor neumático es a prueba de incendio v explosión. 

3. El motor neumático tiene un gran par de arranque. 

4. Son posibles los arranques y paros rápidos. 

5. La reversión de la dirección de la rotación es fácil. 

6. El motor neumático tiene un peso ligero comparado con el motor 
eléctrico de la misma capacidad de salida. 


Ejemplo 5-/. En el polipasto neumático de tres poleas de la Fig. 5-14, supóngase que 
el área A del pistón del actuador neumático es de 15 in 2 y que la presión de suminis¬ 
tro P\ del aire es de 70 psig. Encuéntrese la masa m del peso máximo que puede ser le¬ 
vantado. 



I 


mg Fig. 5-14. Polipasto de tres poleas neumático. 

Puesto que la tensión F en el cable es la misma en su longitud entera y tres 
cables soportan el peso mg, obtenemos 

3 F — mg 

La fuerza de elevación es igual a la tensión F. Por lo tanto, 

Api- p,) = F=!f 

mg — 5A(j>x ~Pi) = 3 x 15 x 70 = 3150 Ib/ 


o bien 
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Nótese que la masa m en slugs es 


m — 


3150 

32.2 


97.8 slugs 


Ejemplo 5-2. Resuélvase el mismo problema del ejemplo 5-1 en términos de unida¬ 
des SI. 

Puesto que 1 in 2 = 2.54 2 x 10 -4 m 2 , el área A del pistón es 

A = 96.77 x 10" 4 m 2 


La diferencia de presión p x - p 2 es 


P i 


— Pr — 70 T—k 
m. 2 


70 x 4.448 N 
2.54 2 x 10“ 4 m 2 


= 48.26 x 10 4 -4 


En consecuencia, 

mg = 3 A(p x -p 2 ) = 3 x 96.77 x 10' 4 x 48.26 x 10 4 = 1.401 x 10 4 N 
La masa m del peso máximo que puede ser levantado es 


m = 


1.401 x 10 4 
9.81 


= 1428 kg 


Válvulas de control de presión. En un sistema neumático cierta canti¬ 
dad de aire comprimido se almacena en un tanque. Cuando se presenta la 
necesidad, se toma aire comprimido del tanque y la presión se reduce por 
medio de una válvula de control de presión a un valor deseado para asegu¬ 
rar la operación de los dispositivos neumáticos. Las válvulas de control de 
presión pueden dividirse en válvulas reductoras de presión y válvulas de 
alivio. 

Válvulas reductoras de presión. La figura 5-15 muestra una válvula re- 
ductora de presión de acción directa sin alivio. Cuando el resorte grande se 
abate por la rotación del maneral, la barra de la válvula baja, permitiendo 
que el aire fluya del. lado primario al secundario. Si la presión en el lado se¬ 
cundario se eleva, él diafragma será empujado hacia arriba, en un paso que 
tiende a cerrar el conductor de aire. De esta manera, se controla el flujo de 
aire y la presión en el lado secundario se mantienen constante. 

En la Fig. 5-16 se representa una válvula reductora de presión actuada 
por piloto. Aquí el control de presión del lado secundario ocurre a través de 
la presión del aire más que a través del resorte, como en el caso de la válvula 
de acción directa. El principio de operación es el mismo de la válvula de ac¬ 
ción directa de la Fig. 5-15. 

Las ventajas de las válvulas actuadas por piloto son las siguientes. 

1. Las características de flujo de la válvula actuada por piloto son su¬ 
periores a las de la válvula de acción directa. 
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2. El control de presión de un flujo de aire grande ocurre fácilmente 
con válvulas actuadas por piloto. 

3. El control remoto es posible con válvulas actuadas por piloto, en 
tanto que es imposible con válvulas de acción directa. 



Fig. 5-15. Válvula reductora de presión de acción directa. 



Fig. 5-16. Válvula reductora de presión actuada por piloto. 


Válvulas de alivio. En los circuitos neumáticos, la presión del aire en 
los tubos se controla por medio de válvulas reductoras de presión. La pre¬ 
sión del aire en el circuito puede, sin embargo, elevarse anormalmente como 
resultado del mal funcionamiento de algunas componentes del circuito. En 
este caso, se usa una válvula de alivio para liberar el exceso de aire a la at- 
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mósfera. Las válvulas de alivio son del tipo de acción directa o bien del tipo 
actuada por piloto. 

Un ejemplo de la válvula de alivio de acción directa aparece en la Fig. 
5-17. Estas válvulas de alivio de acción directa se encuentran instaladas en la 
mayor parte de los tanques de aire. 

La figura 5-18 muestra una válvula de alivio actuada por piloto. Cuan¬ 
do la presión del circuito se eleva sobre un valor predeterminado, la válvula 
auxiliar se abre y la presión posterior de la válvula principal se abate, en 
consecuencia, la válvula principal se retrae y permite que el aire escape a la 
atmósfera. Este tipo de válvula de alivio actuada por piloto es conveniente 
cuando la presión de ruptura es de 10 6 N/m 2 (1 MPa) manométrica (aproxi¬ 
madamente 10 kgycm 2 manométrica o 145 psig) o mayor. 



Fig. 5-17. Válvula (te acción Fig. 5-18. Válvula actuada por piloto 

directa de alivio. de alivio. 
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Válvulas de control de flujo. Las razones de flujo pueden ser controla¬ 
das por la válvula de control de flujo, las cuales vienen en forma de válvulas 
de movimiento vertical, válvula de aguja, etcétera. La figura 5-19 muestra 
una válvula de movimiento vertical. Ésta se abre totalmente cuando el huso 
vertical baja alrededor de un cuarto del diámetro del puerto. En general, este 
tipo tiene buenas características. 

Válvulas de control direccional. Las válvulas que controlan la direc¬ 
ción del flujo se llaman válvulas de control direccional. Por ejemplo, son 
necesarias para cambiar la dirección del movimiento del pistón de potencia. 
Las válvulas de control direccional pueden clasificarse como válvulas desli¬ 
zantes y válvulas de carretes. 

En la figura 5-20 se muestran ejemplos de válvulas deslizantes. Este tipo 
es de larga vida y pueden hacerse de tamaño pequeño, pero requieren de una 
fuerza más bien grande para ser operadas. 


Fig. 5-20. Válvulas des¬ 
lizantes. 




La figura 5-21 muestra una válvula de carretes, la cual es una válvula 
balanceada que requiere una pequeña fuerza para ser operada. Puesto que 
ambas, la deslizante y la de carretes están fabricadas con precisión, el polvo 
en el suministro de aire no causará dificultades en la operación normal. 


Fig. 5-21. Válvula de 
carretes. 



Válvulas magnéticas. Usadas extensamente para controlar flujos en 
sistemas neumáticos, las válvulas magnéticas operan sobre el principio de 
encendido o apagado (abierto o cerrado). 

La figura 5-22(a) muestra una válvula magnética de dos puertos de ac¬ 
ción directa en la cual el magneto está en posición de apagado y la válvula 
está en posición cerrada. La figura 5-22(b) muestra el magneto en la posi¬ 
ción de encendido y la válvula en la posición abierta. (La posición de la vál¬ 
vula se cambia por medio de un solenoide.) 

Una válvula magnética de tres puertos, dos posiciones , de acción direc¬ 
ta con magneto para encendido y apagado se ilustra en la Fig. 5-23(a) y (b), 
respectivamente. Estas válvulas se usan para control secuencial, conmuta- 
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ción de alta presión y baja presión y operaciones similares. En válvulas de 
gran capacidad se prefieren normalmente válvulas actuadas por piloto más 
que válvulas de acción directa. 

Válvulas piloto neumáticas de tres puertos. La figura 5-24 muestra una 
válvula piloto neumática de tres puertos que se usa para conmutar trayecto¬ 
rias de flujo. [La figura 5-24(a) corresponde a la posición de cerrada y la fi¬ 
gura 5-24(b) a la posición de abierta.] Diferente de las válvulas magnéticas, 
esta clase no usa electricidad y por lo tanto puede usarse ventajosamente 
cuando la temperatura o la humedad son muy altas o cuando se manejan 
gases explosivos. 



(o) (b) 

Fig. 5-22. Válvula magnética de acción directa, de dos puertos; 
(a) posición de válvula cerrada (magneto apagado); (b) posición de 
válvula abierta (magneto encendido). 



(o) (b) 

Flg. 5-23. Válvula magnética de acción directa, de dos posiciones, tres 
puertos; (a) posición de válvula cerrada (magneto apagado); (b) posi¬ 
ción de válvula abierta (magneto encendido). 
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Válvulas de interfaz. Con el advenimiento de los dispositivos fluídicos 
la presión en la línea piloto se ha hecho más y más baja. La presión de salida 
de los dispositivos fluídicos es del orden de 1 x 10 4 N/rh 2 manométrica 
(aproximadamente 0.1 kg y /cm 2 manométrica o 1.4 psig). Las válvulas piloto 
neumáticas usadas en conexión con los dispositivos fluídicos se llaman vál~ 


Presión de la 


Presión de la 



Fig. 5-24. Válvula piloto neumática de tres puertos; (a) posición de 
válvula cerrada; (b) posición de válvula abierta. 


vula de interfaz . La presión en la línea piloto de la válvula de interfaz es 
muy baja, algo como 7 x 10 2 a 1 x 10 4 N/m 2 manométrica (aproximada¬ 
mente 0.007 a 0.1 kg 7 /cm 2 manométrica o 0.1 a 1.4 psig). 

En la Fig. 5-25(a), la cual muestra una válvula de interfaz, la presión 
aplicada al pistón es atmosférica y la válvula principal está en la posición de 
cerrada. Cuando se aplica la presión de la línea piloto al pistón como se 
muestra en la Fig. 5-25(b), el émbolo sumergido cierra la tobera fuente. Este 
paso causa que la presión de la cámara sobre el diafragma I se eleve, con el 
resultado de que el diafragma es empujado hacia abajo y la válvula princi¬ 
pal se abre y resulta el flujo del puerto A al puerto B . 
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Fig. 5-25. Válvula de interfaz; (a) posición de válvula cerrada; (b) po¬ 
sición de válvula abierta. 


Válvulas de retención. Una válvula de retención (Fig. 5-26) permite al 
aire o gas fluir en una dirección solamente por medio de un resorte y una 
válvula. 



Fig. 5-26. Válvula de re¬ 
tención. 


Válvulas de vaivén. La figura 5-27 muestra una válvula de vaivén, dis¬ 
positivo que, en esencia, es una combinación de dos válvulas de retención. 
La dirección del flujo puede ser de A a C o de B a C, pero no de A a B o de B 
a A. 


B 

Fig. 5-27. Válvula de 
vaivén. 

Resumen sobre los sistemas neumáticos. Ya sea solos o combinados 
con sistemas hidráulicos o eléctricos, los sistemas neumáticos tienen un uso 
muy difundido en la industria. En particular, los sistemas neumáticos y 
eléctricos se emplean a menudo en control secuencial. Tales sistemas 
híbridos ofrecen las ventajas de los sistemas neumático y eléctrico o 
hidráulico y las desventajas que pueden ser compensadas. 

Las ventajas de los sistemas neumáticos sobre otros sistemas se enlistan 
a continuación. 



1. En el sistema neumático la potencia de salida puede controlarse fá¬ 
cilmente. 

2. La rapidez del actuador puede variarse con la amplitud, aunque e) 
control de velocidad exacto es difícil de alcanzar. 

3. La sobrecarga no perjudicará a los sistemas neumáticos. 
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4. Puesto que el aire comprimido se puede almacenar en un tanque, el 
sistema neumático puede responder a una fuerte demanda ocasional 
aun si la compresora del sistema es de tamaño pequeño. 

5. El sistema neumático puede operarse en una escala amplia de tem¬ 
peratura y está a prueba de incendio y explosión. 

Algunas desventajas de los sistemas neumáticos, en general, son los siguien¬ 
tes. 

1. El aire no tiene la capaciad de lubricar las partes móviles. 

2. La humedad y las partículas extrañas en el aire pueden causar difi¬ 
cultades en la operación normal de los sistemas neumáticos. 

3. La eficiencia de los sistemas neumáticos es generalmente baja (20 a 
30%). 

4. La compresibilidad del aire causa atraso en la respuesta. 

5-3 PROPIEDADES FÍSICAS Y TERMODINÁMICAS 

DE LOS GASES 

En esta sección revisaremos primero las propiedades del aire y después 
expondremos brevemente las propiedades termodinámicas de los gases. 

Propiedades físicas del aire. El aire que no contiene humedad se llama 
aire seco. La composición volumétrica del aire seco al nivel del mar es apro¬ 
ximadamente 


N z : 78% 

Oz: 21% 

Ar, CO*, etc.: 1% 

Las propiedades físicas del aire y otros gases a la presión y temperatura es¬ 
tándar se muestran en la tabla 5-1. La presión estándar/? y la temperatura t 
se definen como 

p = 1.0133 x 10 s N/m 2 abs = 1.0332 kg^cm 2 abs 
= 14.7 Ib^/in. 2 atfc = 14.7 psia 
t = 0°C = 273 K = 32° F = 492°R 

La densidad p, el volumen especifico t?, y el peso específico y del aire a 
la presión y la temperatura estándar son 

p = 1.293 kg/m 
v = 0.7733 m 3 /kg 
y = 12.68 N/m 5 
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Tabla 5-1. Propiedades de los gases 


Gas 

Peso 

molecu¬ 

lar 

Constante del gas 

Calor específi¬ 
co kcal/kg K o 
Btu/lb °R 

Relación 
de calo¬ 
res espe¬ 
cíficos 

Cp/Cu 

N-m/kg K 

ft-lb//lb °R 

C P 

Cv 

Aire 

29.0 

287 

53.3 

0.240 

0.171 

1.40 

Hidrógeno (H 2 ) 

" 

2.02 

4121 

766 

3.40 

2.42 

1.41 

Nitrógeno (N 2 ) 

28.0 

297 

55.2 

0.248 

0.177 

1.40 

Oxigeno (0 2 ) 

32.0 

260 

48.3 

0.218 

0.156 

1.40 

Vapor de agua 
(H 2 0) 

18.0 

462 

85.8 

0.444 

- 

0.334 

1.33 


Unidades de calor. £1 calor es energía transferida de un cuerpo a otro 
por una diferencia de temperatura. La unidad de calor del SI es el joule (J). 
Otras unidades de calor usadas comúnmente en cálculos de ingeniería son la 
kilocaloria (kcal) y la Btu (British thernal unit). 

1 J = 1 N-m - 2.389 x 10" 4 kcal = 9.480 x 10~ 4 Btu 
I kcal = 4186 J = Wh =1.163 Wh 

u.ooU 

I Btu = 1055 J = 778 ft-lb. 

Desde el punto de vista de la ingenieria, la kilocaloria puede conside¬ 
rarse como la energía necesaria para elevar la temperatura de un kilogramo 
de agua de 14.5 a 15.5°C. La Btu puede considerarse como la energía re¬ 
querida para elevar una libra de agua un grado Fahrenheit a algún nivel de 
temperatura escogido arbitrariamente. (Estas unidades dan aproximada¬ 
mente los mismos vajóres que los definidos antes.) 

Ley del gas perfecto. Considérese un gas perfecto que cambia de un es¬ 
tado representado por p u V t , T x a un estado representado por/? 2 , V 2y T z . Si 
la temperatura se mantiene constante en T pero la presión (presión absolu¬ 
ta) cambia de p x a p 2y entonces el volumen del gas cambiará de V t a V' de 
modo tal que 

Pi|/,=/7 2 F' (5-1) 

Si la presión se mantiene constante pero la temperatura se incrementa de 7*i 
a T 2 , entonces el volumen del gas llega a V 2 . Así, 

V’ V 2 
T\ “ T 2 


(5-2) 



































Sec.5-3 


Propiedades FIsicas y Termodinámicas de i os Gases 255 


Al eliminar V* entre las Ecs. (5-1) y (5-2), tenemos 

P\Y -1 Pz^i 

r, t 2 


Esto significa que para una cantidad fija de un gas perfecto, sin importar 
los cambios físicos que ocurran, p V/T será constante. En consecuencia, po¬ 
demos escribir 


pV 

Zjr = constante 

En presiones bajas y temperaturas bastante altas todo gas se acerca a 
una condición tal que 

pV=mRT (5-3) 


donde /?(N/m 2 ) es la presión absoluta del gas, K(m 3 ) el volumen del gas, 
m(kg) la masa del gas, 7XK) la temperatura absoluta del gas, y /¡?(N-m/kg K) 
una constante del gas que depende del mismo. 

Si el volumen del gas corresponde a un peso molecular, la constante del 
gas es la misma para todos los gases. Asi que si definimos el volumen ocupa¬ 
do por un mole de gas como v (mVkg mol), la ley del gas perfecto viene a ser 

pv = RT (5-4) 

donde R se llama la constante del gas universal. El valor de la constante del 
gas universal es 

R — 8314 N-m/kg-mole K = 1545 ft-lb^lb-mole °R 


El gas satisface la Ec. (5-4) se define como un gas perfecto. Los gases reales 
por abajo de la presión crítica y por arriba de la temperatura crítica tienden 
a obedecer la ley del gas perfecto. 


Ejemplo 5-5. Hállese el valor de /? ajre , la constante del gas para el aire. 

De la Ec. (5-3) 

p PV pv 
mT~ T 

donde v = V/m - volumen específico. El volumen especifico del aire a la presión y 
la temperatura estándar es 

v = 0.7733 = m3/kg 

La presión y la temperatura estándar son 

p = 1.0133 x 10 5 N/m 2 abs 
T = 273 K 

Entonces, se sigue que 

= \°291 x21i = 287 N ' m / k 8 K = 2921 k 8/-"'/ k S K 
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En términos de las unidades BES, 

v- 12.39 ft*/lb 


Y así, 


p = 14.7 lb//in. 2 abs 
T = 492°R 


= 14,7 - X - ^ X 12 ‘ 3 - = 53.3 ft-l^/lb °R 


Propiedades termodinámicas de los gases. Si un gas adquiere calor de 
sus alrededores, una porción de la energía se usa como una adición a la 
energía interna (como elevación de la temperatura) y el resto como un traba¬ 
jo externo (como expansión del volumen). Asi pues, el calor puede conver¬ 
tirse en trabajo y viceversa. 

Aun cuando la energía se transforme de una forma a otra, no puede ser 
creada ni destruida. A este hecho se refiere la primera ley de la termodiná¬ 
mica. 

Entre el trabajo mecánico L(N-fn) y la energía calorífica Q(kcal), existe 
la siguiente relación 

L = JQ o Q = AL 

donde 

J = equivalente mecánico del calor = 4186 N-m/kcal 
= 426.9 kg 7 -m/kcal = 778 ft-lb/Btu = 4.186 J/cal 
A = equivalente térmico del trabajo 

= -y = reciproco del equivalente mecánico del calor 

Como se observó, si de los alrededores se aumenta un calor Q a un sistema, 
entonces una porción de calor se almacena como energía interna en forma de 
elevación de la temperatura y el resto se transforma en trabajo externo. Asi, 

Q « u 2 * u t + AL 

donde 

U x = energía interna en el estado inicial 
Ut = energía interna en el estado final 
AL - calor transformado en trabajo mecánico 

Calores específicos. El calor especifico de un gas se define como la re¬ 
lación entre la cantidad de calor requerida para elevar la unidad de masa del 
gas un grado, y la requerida para elevar la unidad de masa del agua un gra¬ 
do a alguna temperatura especificada, utilizando el mismo sistema de uni¬ 
dades. Generalmente se usan para los gases dos calores específicos: uno a 
presión constante (c p ) y otro a volumen constante (c v ). 

Cambios de estado en el gas perfecto. Un proceso se llama proceso re¬ 
versible si tanto el sistema como sus alrededores pueden volver a sus estados 
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originales; de otro modo se le defíne como irreversible. Todos los proce SOS 
reales con irreversibles. 

Expongamos brevemente los cambios de estado en un gas perfecta ¡^ a 
figura 5-28 muestra curvas presión-volumen de un gas perfecto. En e ) si¬ 
guiente análisis, los subíndices 1 y 2 se refieren a los estados inicial y j¡ n£ il, 
respectivamente. 

1. Cambio de estado a volumen constante ip 2 /p\ - r 2 /7\). Esto 
corresponde al cambio de estado cuando el volumen se mantiene comíante 
como se muestra en la curva 1 de la Fig. 5-28. El calor Q ¥ kcal añadido i\ sis¬ 
tema de m kg de gas de los alrededores se suma a la energía interna, pjesto 
que el volumen permanece constante, no se hace trabajo externo. Por lo 
tanto, 

L = 0 

y 

V 2 -U x = Q v = mc v (T 2 - T x ) kcal 


FYg. 5-28. Curvas presión-volumen de 
un gas perfecto. 



2. Cambio de estado a presión constante {V 2 /V x - T 2 /T x ). Coriespon- 
de al cambio de estado cuando la presión se mantiene constante como lo 
muestra la curva 2 de la Fig. 5-28. Si se añade un calor Q> p kcal al sistema de 
m kg de gas de los alrededores, una porción de él se usa para expandir el vo¬ 
lumen y el resto se conserva como una adición a la energía interna. En rela¬ 
ción con la Ec. (5-3), 

L = p{V 2 - V t ) = mR(T 2 - T x ) N-m 
U 2 - U x = Q, - AL = mc,{T x - T x ) - AmR{T 2 ~ T x ) 

= m(c p - AR)(T 2 - T x ) kcal 


i. Cambio de estado a temperatura constante ( Isotérmico ) (p 2 /p\ = 
V x /V t ). Esta situación corresponde al cambio de estado cuando la tempera¬ 
tura se mantiene constante como lo muestra la curva 3 en la Fig. 5-28. Aquí, 
el calor Q T kcal añadido al sistema de los alrededores se usa come trabajo 
externo (no hay incremento en la energía interna porque no hay ctm bio en 
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la temperatura. Por lo tanto, U 2 - U x - 0 y el trabajo realizado es 


L — í p dV = mRT ln ~ N-m 

Jv x V \ 


y 

AL-Q T kcal 

4. Cambio de estado adiabático reversible (Isentrópico) (/?, V\ — p 2 V k z ). 
El cambio de estado adiabático se refiere al estado en el cual no se transfiere 
calor al o del sistema. El cambio de estado adiabático reversible (adiabático 
sin fricción) se llama cambio de estado isentrópico. El cambio adiabático se 
muestra en la curva 4 de la Fig. 5-28. La relación entre la presión p y el volu¬ 
men V es 

pV k = constante 

donde k se llama exponente adiabático. Para un gas perfecto, es lo mismo 
que c p /c v o bien 

k = ^ = 1.40 

c v 

En el cambio de estado adiabático el calor Q kcal transferido ai sistema o 
del sistema es cero. Así, 

Q = o 

Y por lo tanto, el trabajo L hecho por el gas es igual al cambio en la energía 
interna o 

AL = í/, - U 1 = mc.(r, - r 2 ) = - Pi V 2 ) kcal 

Nótese que la compresión o expansión del aire en el cilindro neumático es 
casi adiabática. 

5. Cambio de estado politrópico (Pi V\ - p 2 ^%)- El cambio de estado 
real de un gas real cualquiera, no cae exactamente en ninguno de los cuatro 
casos antes enlistados. Este puede representarse escogiendo apropiadamen¬ 
te el valor de n en la ecuación 


P^n - constante 

El cambio de estado dado por esta última ecuación se llama politrópico y el 
exponente n se llama exponente politrópico. El cambio de estado politrópico 
es bastante general en el sentido de cubrir los cuatro cambios de estado an¬ 
tes mencionados escogiendo apropiadamente el valor de n. De hecho, dan¬ 
do al exponente politrópico diferentes valores, los cambios precedentes 
pueden ser casos especiales del cambio politrópico; esto es, para n = 1, n = 
0, n - oo y n - k t el cambio de estado es isotérmico, a presión constante, a 
volumen constante e isentrópico, respectivamente. 
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*5-4 FLUJO DE (¡ASES A TRAVÉS DE ORIFICIOS 

« 

Puesto que el gas es compresible, el flujo de gas a través de tubos y ori¬ 
ficios es más complicado que el flujo de líquidos. En esta sección se expone 
el análisis del flujo de gas a través de un orificio. En sistemas de presión 
neumática industrial, el flujo laminar ocurre rara vez; en consecuencia, aquí 
estamos interesados en el flujo turbulento a través de tubos, orificios y vál¬ 
vulas. 

Comenzaremos obteniendo ecuaciones del flujo de gas a través de un 
orificio y mostraremos que en ciertas condiciones la velocidad del gas a tra¬ 
vés suyo llega a ser igual a la velocidad del sonido. Después obtendremos 
para la razón de flujo de masa del gas que fluye a través de un orificio. Fi¬ 
nalmente, se obtendrán ecuaciones de la razón de flujo de masa para cir¬ 
cuitos neumáticos. 

Flujo de gas perfecto a través de un orificio. El flujo de un gas real a 
través de orificios y toberas puede aproximarse mediante un flujo isentrópi- 
co (adiabático sin fricción) si los efectos de la fricción y la transferencia de 
calor son despreciables. 

Consideremos el flujo estable de un gas perfecto a través de un orificio 
como en la Fig. 5-29. Aquí la sección transversal 1 se ha tomado corriente 
arriba del orificio. La sección transversal en la vena contracta (donde el área 
del chorro emitido llega ser mínimo) se denota como sección 2. 



1 I 2 

i 


Fig. 5-29. Flujo permanente de un gas 
perfecto a través de un orificio. 

El área de corriente A 2 del chorro emitido es menor que el área del ori¬ 
ficio Aq. La relación de A¡ y A 0 es el coeficiente de contracción C c o 

A¡ = C c /tu 

*Las secciones marcadas con asterisco tratan temas más desafiantes que el resto del libro. 
Dependiendo de los objetivos del curso, estas secciones (aunque son importantes) pueden omi¬ 
tirse de la exposición en clase sin perder la continuidad del tema principal. 
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En relación con la Fig. 5-29, el estado del gas en la sección 1 es p u v u 
Ti y la correspondiente a la sección 2 es p 2 , v 2 , T 2 . Las velocidades en la sec¬ 
ción 1 y la sección 2 están denotadas por w t y w 2 , respectivamente. Las pre¬ 
siones Pi y p 2 son presiones absolutas. 

Para el cambio de estado isentrópico, tenemos 

PiVi = PiV 2 = constante 

Notando que el volumen especifico v es el reciproco de la densidad. 


v — 



Por lo tanto. 


P i = P k xPtPl k 


(5-5) 


En la Sec. 4-4, derivamos la ecuación de Euler, entonces la Ec. (4-4) reescri¬ 
ta es 

w dw + & gdz = 0 

donde w se usa para la velocidad. Despreciando el cambio en elevación, la 
ecuación de Euler se hace 

wdw + & = 0 
P 


Entonces, diferenciando la Ec. (5-5) con respecto a p\ y advirtiendo que 
p 2 pl k — constante, tenemos 

dpi = dpip 2 pl k (5-6) 


La ecuación de Euler en la sección 1 es 


w t dw t -{- = 0 

Pi 

Sustituyendo la Ec. (5-6) en esta última ecuación da 

dwi + p 2 pí k kp k l - 2 dp x = 0 

Observando otra vez que p 2 pi k — P\P\ k — constante e integrando esta úl¬ 
tima ecuación, encontramos 


~ -f Pipí k k j = constante 

o bien 

T + k=l = constante 

Por lo tanto, obtenemos 

W? . k J>, _ H>I k 2i 
2 + * - 1 />, 2 ' k — 1 p t 

De la ecuación de continuidad 


(5-7) 


PtWtAi = p 2 w 2 A 2 
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se tiene que 


w ' = f l ^ = {fy k! A ¡ ^ < 5 - 8 > 

Si sustituimos la Ec. (5-8) en la Ec. (5-7) y simplificamos, el resultado es 


, k (£i _ £i 

w\_ k- l\p, Pj 

9 / n \ 2/k / A y 

¿ 1 


) 


- mt 


(5-9) 


Si el área A 2 es suficientemente pequeña comparada con el área A x y obser¬ 
vando entonces que pj/pi < 1, podemos suponer 


1 


(?rm * 


i 


Con esta suposición, la Ec. (5-9) se simplifica a 

ül = k //>, _ ¿2 

2 k- IV/), pi 

La sustitución de p 2 — (PifP\) lk p x en esta última ecuación da 


:) 


o bien 


-V 

1 

NNI 

1 

P±\\ _ 




2 ~k — \ 

pl 

Ui/ J 



u I 2k 

2 ” V k - 

í-1 

1 



(5-10) 

flujo de masa G es 





G = Pi^iAi — p x A z 

J 2k 

Px\\ (Pl> 

ik - 1 )/k~ 


V Ar — 1 

p iL \/?i> 

1 



Puesto que p 2 = {pz/p\) l> k p x yA 2 = lo* esta última ecuación puede escri¬ 
birse __ 

r r a / 2k * ~ n [(PiY /k (Pz\ k+u/k ~ 


Al obtenerla, no se consideran los efectos de la fricción debidos a la viscosi¬ 
dad del gas. Incluyendo tanto los efectos de la fricción que fueron despre¬ 
ciados y el coeficiente de contracción C c , podemos introducir un coeficiente 
de descarga c (cuyo valor exacto puede determinarse experimentalmente) y 
escribir la razón de flujo de masa como 


G — cA 



(*+!)/* “I 


(5-H) 


Observando que p\ = P x RT Xy la Ec. (5-11) puede modificarse en la siguiente 
forma 


«- - (sn 
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(5-12) 


Presión crítica, velocidad critica y razón de flujo de gas máxima. Para 
valores dados de p lt P\* A 0 y c, la razón de flujo de masa G se hace una fun¬ 
ción solamente dep 2 . En la Fig. 5-30 se muestra una curva que relaciona a C 
y a p 2 . La razón de flujo de masa se hace máxima en el punto B. El valor 
particular de la presión p 2 que corresponde al pumo B puede obtenerse como 
la presión p 2 para la cual 



En relación con la Ec. (5-12), esta condición puede modificarse a 



la cual resulta en 



O p c pi p 2 zón de flujo de masa G y la presión pi- 


Al denotar este valor particular de p 2 como p ci tenemos 


o bien 



(5-13) 


La presión p c dada por la Ec. (5-13) se llama presión crítica. 

La razón máxima de flujo de masa G mix que ocurre cuando p 2 =p c se 
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obtiene sustituyendo pz = p c en la Ec. (5-11). 


G -‘ = ~ {fr" k \ 


- cA <*¡-¡rHP'P'li 

= ¿ti(ftt) 


k -i- 1 


/ 2 \ <*♦!)/(*-u- 


2/ik-l) 


PlP 


(5-14) 


Puesto que el valor de cAq es constante y el valor de k para un gas dado es 
también una constante, la razón de flujo de masa máxima G m4x depende so¬ 
lamente de la condición en la sección 1. 

Velocidad critica. Sustituyendo pz = p c en la Ec. (5-10) da la velocidad 
crítica w c . 

K> = 


= V: 


2 k 2i 
k—lPi 

} - (?m 

2 k pu 

íi 2 ^ 

k-lp l ' 

{ k+\) 

2k Pi 


k + 1 P\ 



Nótese que para el cambio de estado isentrópico 


De la Ec. (5-13) tenemos 


P\ 


ñ p< 




(5-15) 


(5-16) 


-*/<*-!> 


(5-17) 


Y así, usando las Ecs. (5-16) y (5-17), encontramos 


o bien 


P\ = P\ 
~Pa p\ 





El = 
Px 



El 

Pc 


Al sustituir esta última ecuación en la Ec. (5-15), la velocidad critica w ( se da 
como 





= JkRT c 


Nótese que c = \fkRT es la velocidad del sonido. (Refiriéndose al problema 
A-5-9.) Por lo tanto, la velocidad w c es igual a la velocidad del sonido. (La 
velocidad del sonido en un gas depende de la naturaleza del gas y de su tem¬ 
peratura absoluta.) 
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Resumen del flujo de gas a través de un orificio. La relación entre la 
razón de flujo de masa de gas a través de un orificio y la caída de presión no 
pueden expresarse mediante una sola ecuación porque hay dos tipos distin¬ 
tos de condiciones de flujo, la sónica y la subsónica. En la condición de flu¬ 
jo sónica p 2 en la vena contracta permanece a la presión crítica p c , indepen¬ 
dientemente de la presión corriente abajo. Así, la falta de efectos corriente 
abajo se reflejará posteriormente en la presión p 2 . 

En relación con la Fig. 5-30, si el valor de p 2 se hace variar de un valor 
muy pequeño (comparando con p\) al valor igual a p u entonces la razón de 
flujo de masa G sigue la curva ABC. La razón de flujo de masa es constante 
en G máx hasta que p 2 se incrementa y se hace igual a p c y de allí en adelante la 
razón de flujo de masa decrece y finalmente se hace cero cuando p 2 alcanza 
P\. El flujo de gas es sónico entre los puntos A y B y subsónico entre los 
puntos B y C. 


Formas alternativas de las ecuaciones de razón de flujo de masa. La 
razón de flujo de masa para la condición de flujo subsónico está dada por la 
Ec. (5-11) o la Ec. (5-12). Introduzcamos el factor de expansión c 


■Vr=i 


P\ 


r/n \2/Ar / n \<*+ 

te) -te) ] <5 - i8 > 


PzÍPi 

la cual también puede escribirse 


Pz) 


^ k — 1 (pjjh) ~ l(p¡) 


lk~l)/k 


- 1 


El valor del factor de expansión e depende de los valores de k y p 2 /p\. Sin 
embargo, esto es aproximadamente constante para p\> p 2 > p c . 

En términos de este factor de expansión, la Ec. (5-12) puede escribirse 

G = cAq€^J-^t Pi) (5-19) 

La ventaja de introducir el factor de expansión e consiste en que para A 2 ^ 
A¡, donde las áreas A x y A 2 están definidas en la Fig. 5-29, las ecuaciones 
exactas para la razón de flujo de masa pueden ser aproximadas por expre¬ 
siones más simples a expensas de introducir un error de sólo un bajo porcen¬ 
taje. 

La razón de flujo de masa para la condición de flujo sónico está dada 
por la Ec. (5-14). A continuación aparecen dos formas alternativas de esta 
ecuación. Al sustituir p\ = PiRT\ en la Ec. (5-14), encontramos 


G m ¿x 


k + 


/ 2kRT t 

V Vf+t 


Sustituyendo p x = p\/{RT\) en la Ec. (5-14) da 


Gmi ' - cA °'JtF[ 


(k+1 >/<*-!> 


( 5 - 20 ) 
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Las Ecs. (5-19) y (5-20) sirven como ecuaciones básicas para los cálcu¬ 
los de la razón de flujo de masa en el flujo de gas a través de un orificio. 


Flujo de aire a través de un orificio. El análisis precedente puede apli¬ 
carse al análisis del flujo de aire en un controlador neumático, del flujo de 
aire del suministro al cilindro de potencia, etc. En el siguiente material ob¬ 
tendremos las ecuaciones de razón de flujo de masa para el aire mediante la 
sustitución de los valores apropiados de las constantes k y R en las Ecs. 
(5-19) y (5-20). 

Considérese el flujo de aire a través de un orificio. (Consulte la Fig. 
5-29.) Nótese primero que de las Ecs. (5-16) y (5-17) tenemos 


También 



(5-21) 

(5-22) 


Para el aire, k — 1.40. Así que usando las Ecs. (5-13), (5-21) y (5-22) obte¬ 
nemos 


Pe _ / 2 ' 
p 1 \k + b 

!*/<*- o 

0.528 

para k = 

£*-( 2 ' 

. l/<J(r-l) 

0.634 

para k = 

P\ \k + 1; 

/ 

T e 2 

T 1 ~k+ 1 “ 

= 0.833 

para k 

= 1.40 


1.40 

1.40 


En relación con la Fig. 5-29, las últimas tres ecuaciones muestran que la pre¬ 
sión critica para el flujo de aire es 52.8% de la presión en la sección 1, la 
densidad se reduce en 37% y la temperatura absoluta cae alrededor de 17% 
de la sección 1 a la sección 2. 


Ecuación de la razón de flujo de masa para el aire cuando /? 2 > 0.528/>i. 
Cuando la condición de presión a través del orificio es tal que p 2 > 0.528pi, la 
velocidad del flujo de aire a través del orificio es subsónica y la razón de flujo 
de masa se puede obtener sustituyendo R = R mt en la Ec. (5-19) como sigue: 

Caire = CA^J-~ Pl) (5-23) 

v ^airc 1 


Al suponer que A Q se mide en m 2 , p\ y p 2 en N/m 2 abs, y T x en K y sustitu¬ 
yendo /? aire = 287 N-m/kg K en esta última ecuación, tenemos 



0.0835cy4 0 e 



JPzÍPx ~ Pz) kg/s 


(5-24) 


donde el valor del factor de expansión e dado por la Ec. (5-18) puede ser 
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aproximado para k = 1.40 y 1 2: p 2 /p\ ^ 0.528 mediante la ecuación lineal 
í = 0.97 + 0.0636(|i _ 0.528) (l >£*> 0.528) (5-25) 

El valor de € varía linealmente de e = la p 2 /p \, af = 0.97 a P 2 /p\ - 0.528. 

Puesto que el valor de e es casi constante para 1 £: Pz/pi ^ 0.528, al 
usar un valor promedio de 0.985 para € t la razón de flujo de masa G aire está 
dado por 

G aile = 0.0822 cA,-j= VpÁPi ~ P t ) kg/s (l > 2* > 0.528) (5-26) 

donde A 0 se mide en m 2 , p i y p 2 en N/m 2 abs, y T x en K. Esta es una 
ecuación aproximada de la razón de flujo de masa para el flujo de aire a tra¬ 
vés de un orificio cuando p 2 > 0.528pj y A\ <C A\. La razón de flujo de ma¬ 
sa G airc depende del valor de c, A 0 , la temperatura corriente arriba T x , la pre¬ 
sión absoluta corriente arriba p x y la presión absoluta p 2 . Mientras sea p 2 > 
0.528pj, la velocidad del flujo de aire es subsónica y la Ec. (5-26) da la razón 
de flujo de masa. 

Ecuación de la razón de flujo para el aire cuando p 2 ^ 0.528p t . Cuan¬ 
do la condición de presión a través del orificio es tal que p 2 ^ 0.528p t , el 
flujo del aire a través del orificio se produce a la velocidad del sonido y la 
razón de flujo de masa no está influida por la-presión posterior del orificio. 
La razón de flujo de masa para esta condición se obtiene al sustituir k = 
1.40 y R = 287 N-m/kg K en la Ec. (5-20); esto es, 

= 0.0404c-2= kg/s (2* ¿ 0.528) (5-27) 

donde A 0 se mide en m 2 , p x en N/m 2 abs, y T x en K. La razón de flujo de 
masa máxima G máx depende de los valores de c, A 0 , la temperatura 
corriente arriba T\ y la presión absoluta corriente arriba p u pero es indepen¬ 
diente de la presión absoluta p 2 . Mientras sea p 2 ^ 0.528pi, la velocidad del 
flujo es sónica y la ra*ón de flujo de masa permanece constante en G Me , máx - 
Nótese que las Ecs. (5-24) y (5-27) dan la misma razón de flujo de masa 
cuando p 2 = 0.528pi. Para verificar esta declaración, adviértase primero 
que de la Ec. (5-25) tenemos e = 0.97 para p 2 /p x - 0.528. Entonces, susti¬ 
tuyendo € = 0.97 y p 2 = 0.528pi en la Ec. (5-24) da 

G v „= 0.0835 X 0.97c.4 0 -J=V0.528i,(l - 0.528)p, = 0.0404 cA a -%= 

V *1 V*1 

la cual es la misma que la Ec. (5-27). 


Ejemplo 5-4. En relación con la Fig. 5-29, supóngase que A 0 = 3 x 10" 4 m 2 , c = 
0.68, pi = 2.5 x 10* N/m 2 abs, y T\ = 273 K. Suponiendo también que fluye aire, 
calcúlense las razones de flujo de masa para los dos casos siguientes. 
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(a) La presión pz es 2 x 10 5 N/m 2 abs y la condición de flujo es subsónica. 

(b) La condición de flujo es sónica; esto es, p 2 ^ 0.528p lt donde p x y p 2 son 
presiones absolutas. 

Para las condiciones de flujo subsónicas, se aplica la Ec. (5-26); para las condi¬ 
ciones de flujo sónicas puede usarse la Ec. (5-27). 


(a) La razón de flujo de masa se obtiene sustituyendo los valores numéricos da¬ 
dos en la Ec. (5-26) como 


<7,;,, = 0.0822 x 0.68 x 3 x 10' 4 


1 


y/2 x 10 5 (2.5 x 10 3 - 2 x 10 s ) 


a,re -- V273 

= 0.101 kg/s 

(b) La razón de flujo de masa se obtiene sustituyendo los valores numéricos da¬ 
dos en la Ec. (5-27) como 

2.5 x 10 5 


r aire, mtx 


Í, = 0.0404 x 0.68 x 3 x 


y/213 


= 0.125 kg/s 


Ejemplo 5-5. Considérese el sistema neumático de presión mostrado en la Fig. 5-31 y 
suponga que, para t < 0, la presión absoluta de aire en elsistema es P. En / = 0 la 
presión en el lado izquierdo del orificio se cambia de Pa P + p,, donde p, puede ser 
positiva o negativa. (En el presente análisis, suponemos quep, es positiva. Si p, fuera 
negativa, la dirección del flujo se invertiría.) Entonces, la presión de aire en el reci¬ 
piente cambiará de P a P + p 0 . Suponemos que los cambios en la presión (tanto p, 
como po) son suficientemente pequeños comparados con la presión absoluta P. Su¬ 
poniendo que la temperatura del sistema permanece constante, muéstrese que la ra¬ 
zón de flujo de masa q es aproximadamente proporcional a la raiz cuadrada de la di¬ 
ferencia de presión óp = p¡ — Po- Trácese una curva típica de Ap contra q. 


Orificio 



Fig. 5-31. Sistema de presión 
neumática. 


Puesto que tanto p, como p 0 son suficientemente pequeñas comparadas con P , 
la condición del flujo es subsónica [P + p 0 > 0.528(P + p¡)) y la Ec. (5-23) se aplica 
a este caso. Al sustituir Pi = P + p, y p¡ = P + Po en la Ec. (5-23), tenemos 



(5-28) 
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Dado que se supuso que p 0 es suficientemente pequeña comparada con P, como una 
primera aproximación tenemos 



1 + §==1 + 4 - 


Po 

T 


Entonces, la Ec. (5-28) puede simplificarse a 

q = XV Pi — Po — K*/Ap 


(5-29) 


donde 


K = cA*J~r = OMScaJ 

V/Í aire ii V l 

Ap=p t - p 0 


= constante 


Asi pues, la razón de flujo de masa q es proporcional a la raíz cuadrada de la diferen¬ 
cia de presión Ap = p¡ - p$ sipo es suficientemente pequeña comparada con P, don¬ 
de P es la presión absoluta del aire en estado estable. La figura 5-32 representa una 
curva típica Ap contra q basada en la Ec. (5-29). 


A p 


0 


Fig. 5-32. Curva de diferencia de 
^ presión contra razón de flujo de 

Q masa. 



Obsérvese que si la razón de flujo de masa q del sistema neumático de presión 
mostrado en la Fig. 5-31 se mide experimentalmente y la diferencia de presión Ap se 
traza contra la razón de flujo de masa q % entonces puede obtenerse una curva no li¬ 
neal similar a la que se muestra en la Fig. 5-32. Tal curva desempeña un papel impor¬ 
tante en la determinación del modelo matemático del sistema neumático mostrado en 
la Fig. 5-31. (Véanse detalles en la Sec. 5-5.) 


Áreas efectivas de secciones transversales en componentes neumáti¬ 
cas. Al obtener las Ecs. (5-26) y (5-27), se supuso que el aire fluye a través 
de un orificio. Sin embargo, estas dos ecuaciones pueden servir como ecua¬ 
ciones básicas para el cálculo de la razón de flujo de masa para el flujo de 
aire a través de válvulas y otros dispositivos restrictores del flujo en cir¬ 
cuitos neumáticos, si el flujo a través de una componente neumática que 
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incluya ^ una válvula u otro dispositivo restrictor del flujo puede conside¬ 
rarse equivalente al flujo a través de un orificio. 

Aunque el área^o puede no estar definida para una válvula u otro dis¬ 
positivo restrictor de flujo, sería posible definir un área de orificio equiva¬ 
lente para una componente neumática dada, que incluya los mismos dispo¬ 
sitivos. Tal área de orificio equivalente puede determinarse como sigue. 
Apliqúese la presión p\ a la entrada de la componente neumática. Entonces, 
aparecerá la presión p 2 a la salida de la componente. Para una presión dada 
p lt si medimos la temperatura Ti, la razón de flujo de masa G, y la presión 
p 2 , entonces se puede estimar un área de orificio equivalente cA 0 usando la 
Ec. (5-26) o la (5-27). (Las presiones p\ o p 2 se miden en N/m 2 abs y la tem¬ 
peratura Ti en K.) Este tipo de área de orificio equivalente cA Q con frecuen¬ 
cia se llama área de sección transversal efectiva de una componente neumáti¬ 
ca. El concepto de área de sección transversal efectiva es útil para calcular la 
razón de flujo de masa en componentes neumáticas. 

Flujo de aire a través de una válvula en un circuito neumático. Si se 
abre una válvula en un circuito neumático, la relación de presiones p 2 /pi 
(donde /?, y p 2 son las presiones absolutas corriente arriba y corriente abajo 
de la válvula) inicialmente puede ser pequeña (p 2 /P\ £ 0.528) de modo que 
el flujo de aire a través de la válvula se hace flujo sónico y la razón de flujo 
de masa puede darse mediante la Ec. (5-27) donde el área de sección transver¬ 
sal efectiva de la válvula se usa en cA 0 . Al trascurrir el tiempo y la relación 
de presión p 2 /pi se incremente y se haga/? 2 /A > 0.528, el flujo de aire a tra¬ 
vés de la válvula se hace subsónico y la razón de flujo de masa se determina 
de acuerdo a la Ec. (5-26), donde el área de sección transversal efectiva de la 
válvula se usa en cAq. 


5-5 ELABORACIÓN DE MODELOS MATEMÁTICOS (MODELADO 

MATEMÁTICO) DE SISTEMAS NEUMÁTICOS 

Como en los sistemas mecánicos, eléctricos e hidráulicos, tres tipos de 
elementos (resistivos, capacitivos y de inertancia) constituyen los elementos 
básicos de los sistemas neumáticos. Los modelos matemáticos de estos siste¬ 
mas pueden escribirse en términos de los tres. 

Comenzaremos esta sección obteniendo expresiones específicas de los 
elementos básicos de los sistemas neumáticos basadas en las definiciones ge¬ 
nerales de la resistencia, la capacitancia y la inertancia expuestas en la sec¬ 
ción 4-5, seguidas por la derivación de un modelo matemático de un sistema 
de presión neumática consistente en un recipiente y un tubo con un orificio. 


Resistencia. La resistencia al flujo de aire en tubos, orificios, válvulas 
y cualesquiera otros dispositivos restrictores de flujo puede definirse como 
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el cambio en la presión diferencial (existente entre la corriente arriba y la 
corriente abajo de un dispositivo restrictor de flujo)(N/m 2 ) necesaria para 
hacer un cambio unitario en la razón de flujo de masa (kg/s) o 


cambio en la presión diferencial 

Resistencia R — - t~. -¡- 7— 7 - 

cambio en la razón de flujo de masa 


N/mf 

kg/s 


N-s 

o también --=• 

kg-nr 

Por lo tanto, la resistencia R puede expresarse como 

R = (5-30) 

donde d(Ap) es un cambio en la presión diferencial y dq es un cambio en la 
razón de flujo de masa. 

En flujo estable, donde Ap = constante = ¿V? y q = constante = q, la 
resistencia R en esta condición de operación puede obtenerse fácilmente si 
se dispone de una curva experimental que relacione Ap y q. En relación con 
la Fig. 5-33, considérese un pequeño cambio d(Ap) cercano a la condición 
de operación &p. El pequeño cambio correspondiente dq alrededor de la 
condición de operación q puede encontrarse en la curva Ap contra q. La re¬ 
sistencia R es entonces d{Ap)/dq y es igual a la pendiente de la linea que 
aproxima a la curva cerca del punto de la condición de operación Ap = Ap , 
q - q como se muestra en la figura. Nótese que el valor de la resistencia R 
del flujo de aire no es constante, sino que varia con el cambio en la condi¬ 
ción de operación. 


Fig. 5-33. Diagrama que muestra la 
resistencia R como la pendiente de una 
curva de diferencia de presión contra 
razón de flujo de masa, en el punto de 
operación. 



Ejemplo 5-6. Considérese un flujo de aire a través de una válvula y supóngase que la 
presión absoluta corriente arriba es p\ y la presión absoluta corriente abajo es p ¡. Su¬ 
póngase también que la presión diferencial Ap = pj — p 2 es lo suficientemente pe¬ 
queña comparada con p\ y que la razón de flujo de masa a través de la válvula es q. 
Determínese la resistencia R de la válvula. 

Cuando la caida de presión en un dispositivo restrictivo del flujo (como un ori¬ 
ficio y una válvula) es lo suficientemente pequeña, la razón de flujo de masa q es pro- 
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porcional a la raíz cuadrada de la caída de presión Ap = p x — p 2 . [Consulte la Ec (5- 
29). 1 Así, 


q -- K*¿Ap (5-31) 

donde K es una constante. Entonces, en relación con la Ec. (5-30), la resistencia R en 
cualquier punto de operación Ap = Ap, q - p se encuentra como 


R = 


d(Ap) 

dq 


\&P“AP, « = 


2 A p _ 2 A p 

q áp-Af.q-Q q 


(5-32) 


Nótese que la Ec. (5-32) es una ecuación aproximada, puesto que está basada en la 
Ec. (5-31), la cual es válida cuando Ap es pequeña comparada con la presión absolu¬ 
ta p\. 

Los sistemas neumáticos pueden operar en tal forma que el flujo promedio o en 
estado estable a través de la válvula sea cero; esto es, que la condición de operación 
normal sea Ap = 0, p = 0. Si la condición de operación normal es Ap - 0, q = 0 y 
las escalas de Ap y q son - Ap x < Ap < Ap x y -q x < q < q lt respectivamente, en¬ 
tonces, para propósitos prácticos, la resistencia promedio R puede aproximarse me¬ 
diante la pendiente de la línea que conecta el punto Ap = Ap lt q = q x y el punto Ap = 
— Ap Xt q = -q x como se muestra en la Fig. 5-34. 



Al modelar matemáticamente un sistema neumático, es siempre deseable tener 
una curva experimental que relacione Ap y q para las escalas de operación completas, 
dispuesta de modo que la resistencia R pueda determinarse gráficamente con exacti¬ 
tud razonable. 


Capacitancia. En un recipiente de presión neumática, la capacitancia 
puede definirse como el cambio en la masa de aire (kg) en el recipiente, re¬ 
querido para hacer un cambio unitario en la presión (N/m 2 ) o 


Capacitancia C = 


cambio en la masa de aire kg kg-m 


cambio en la presión N/m 2 


N 
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la cual puede expresarse como 

n _ dm w dp kg 
dp ~ dp N/m 2 

donde 

m - masa del aire en el recipiente, kg 
p = presión absoluta del aire, N/m 2 
V - volumen del recipiente, m 3 
p - densidad de masa del aire, kg/m 3 


(5-33) 


Tal capacitancia C puede calcularse mediante el uso de la ley del gas perfecto. 
Como se estableció en la sección 5-3, para el aire tenemos 

P V = -J=J¡ T = R «* T (5-34) 

donde 

p - presión absoluta del aire, N/m 2 
v = volumen específico del aire, m 3 /kg 
M = peso molecular del aire por mol, kg/kg-mol 
R - Constante del gas universal, N-m/kg-mol K 
R m „ = constante de gas del aire, N-m/kg K 
T = temperatura absoluta del aire, K 

Si el cambio de estado del aire es entre isotérmico y adiabático, entonces el 
proceso de expansión puede expresarse como politrópico y puede darse me¬ 
diante 


donde 


2- = constante (5-35) 

P " 


n = exponente politrópico 


Puesto que dpfdp puede obtenerse de la Ec. (5-35) como 

dp np 

al sustituir la Ec. (5-34) en esta última ecuación, tenemos 


dp = 1 

dp riR¿ n T 


(5-36) 


Por tanto, la capacitancia Cde un recipiente se encuentra de las Ecs. (5-33) 
y (5-36) como 


C = - 


ÑJm z 


(5-37) 


nR utt T 

Obsérvese que si un recipiente se llena con un gas a presión diferente del 
aire, la capacitancia C está dada por 



kg 

N/m 2 


(5-38) 
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donde /? gas es la constante del gas particular involucrado. 

Del análisis precedente, está claro que la capacitancia Cde un recipien¬ 
te a presión no es constante, sino que depende del proceso de expansión in¬ 
volucrado, la naturaleza del gas (aire, N 2 , H 2 , etc.), y la temperatura del gas 
en el recipiente. El valor del exponente politrópico n es aproximadamente 
constante (n - 1.0 a 1.2) para gases en recipientes metálicos no aislados. 


Ejemplo 5-7. Encuéntrese la capacitancia C de un recipiente a presión de 2 m 3 que 
contiene aire a 50°C. Supóngase que la expansión y la compresión del aire ocurren 
lentamente y que hay suficiente tiempo para que el calor se transfiera hacia y desde el 
recipiente de modo que el proceso de expansión pueda considerarse isotérmico, es 
decir, n = 1. 

La capacitancia C se encuentra sustituyendo V = 2 rr? , /?aire = 287 N-m/kg K, 
T - 273 + 50 = 323 K, y n = 1 en la Ec. (5-37) como sigue: 

C = = 1 X 287 X 323 = 2,16 X 10 " 5 kg ‘ m2/N 

Ejemplo 5-8. En relación con el ejemplo 5-7, si el mismo recipiente de presión se lle¬ 
na con hidrógeno (H 2 ) en lugar de aire, ¿cuál es la capacitancia? Supóngase que la 
temperatura del gas es de 50°C y que el proceso de expansión es isotérmico o n = 1. 

La constante del gas para el hidrógeno es 


= 4121 N-m/kg K 


Al sustituir V — 2 m 3 , /?h, = 4121 N-m/kg K, T = 273 + 50 = 323 K, y n = 1 en la 
Ec. (5-38), tenemos 


V 2 

nR Ht T ~ 1 x 4121 x 323 


= 1.50 x 10“ 6 kg-m 2 /N 


Inertancia. La inertancia en un sistema neumático se refiere al cambio 
de presión (N/m 2 ) requerido para hacer un cambio de razón unitario en la 
razón de flujo de masa (esto es, el cambio en la razón de flujo de masa por 
segundo) (kg/s 2 ) o 


Inertancia I = 


_ cambio en la presión _ N/m 2 

cambio en razón de flujo de masa por segundo kg/s 2 



El aire (o el gas) en tubos puede presentar vibraciones sostenidas (reso¬ 
nancia acústica) porque el aire (o el gas) tiene inercia y más aún, es elástico. 
Nótese que la combinación inertancia-capacitancia en un sistema neumático 
actúa como una combinación masa-resorte en un sistema mecánico, causan¬ 
do vibraciones. 
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Ejemplo 5-9. Considérese un flujo de aire en un tubo y obténgase la inertancia del 
flujo de aire. 

La inertancia del flujo de aire puede obtenerse como la diferencia de presión 
entre dos secciones del tubo, requerida para causar un cambio de razón unitario en la 
razón de flujo. Es similar a la inertancia del flujo liquido presentada en el ejemplo 4-2. 

Supóngase que el área de la sección trasversal de un tubo es constante e igual a 
A m 2 y que la diferencia de presión entre dos secciones del tubo es N/m*. Enton¬ 
ces la fuerza A Ap acelerará el aire entre las dos secciones de acuerdo con la segunda 
ley de Newton o 

= A Ap (5-39) 

donde M kg es la masa del aire en el tubo entre dos secciones y v m/s es la velocidad 
del aire. Observando que 

M = pAL 

donde p kg/m 3 es la densidad del aire y L m es la distancia entre dos secciones, la Ec. 
(5-39) puede escribirse 

pAL^jZ = A Áp 

En términos de la razón de flujo de masa Q = pAv kg/s, esta ecuación puede escri¬ 
birse 

L ^ = A Áp 

Entonces la inertancia / del flujo de aire se obtiene como 

Inertancia del flujo de aire / - ^ W°m 


Elaboración de modelos matemáticos de un sitema neumático. El sis¬ 
tema neumático de presión mostrado en la Fig. 5-35(a) consiste en un reci¬ 
piente a presión y un tubo de conexión con una válvula. En la figura, 

P = presión en estado estable del sistema, N/m 2 
p¡ = pequeño cambio en la presión del flujo de entrada, N/m 2 
/7o = pequeño cambio en la presión de aire en el recipiente, N/m 2 
V ~ volumen del recipiente, m 3 
m = masa del aire en el recipiente, kg 
q = razón de flujo de masa, kg/s 

Obtengamos un modelo matemático de este sistema neumático de presión. 
Supóngase que el sistema opera de tal modo que el flujo promedio a través 
de la válvula es cero, o que la condición de operación normal corresponde a 
p¡ — Po = 0, q = 0, y que la condición del flujo es subsónica en la escala 
completa de operación. 

En relación con la Fig. 5-35(b), la resistencia promedio R de la válvula 
puede escribirse 

R = PJ— fr 


9 
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(a) 



(b) (c) 

Flg. 5*35. (a) Sistema neumático de presión: (b) curva de diferencia 
de presión contra razón de flujo de masa; (c) sistema eléctrico análogo. 


Y en relación con la Ec. (5-33), la capacitancia C del recipiente a presión 
puede escribirse 

r — dm 
dp 0 

o bien 


C dp 0 = dm 

Esta última ecuación establece que el producto de la capacitancia C veces el 
cambio de presión dp Q (durante dt segundos) es igual a dm, el cambio de la 
masa de aire en el recipiente (durante dt segundos). El cambio en la masa 
dm es igual al flujo de masa durante dt segundos, o q dt. Por lo tanto, 


Cdp 0 = q dt 


Al sustituir q = (p¡ - po)/R en esta última ecuación, tenemos 


Cdp.=P-L=J>*dt 

Reescribiendo 

RC ^dt +P ° =P ' 


(5-40) 
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La ecuación (5-40) es un modelo matemático del sistema mostrado en la Fig. 
5-35(a). 

Nótese que el sistema de presión neumática considerado aquí es análogo 
al sistema eléctrico mostrado en la Fig. 5-35(c), cuyo modelo matemático es 

e ° ~ e < 

Nótese también que en los modelos matemáticos de los dos sistemas, RC tiene 
la dimensión del tiempo y es la constante de tiempo del sistema respectivo. 

Comentarios. Los controladores neumáticos industriales pueden con¬ 
sistir en fuelles, toberas, orificios, válvulas y tubos de conexión de estos ele¬ 
mentos. Los materiales presentados en esta sección son aplicables al mode¬ 
lado matemático y al análisis de los controladores neumáticos. Puesto que 
los controladores neumáticos se describen en detalle en el capitulo 8, se pos¬ 
pone hasta entonces una discusión adicional sobre sistemas de presión 
neumática 


*5-6 INTRODUCCIÓN A LOS DISPOSITIVOS FLUÍDICOS 

Los dispositivos fluídicos a través de los cuales el aire (o los gases o los 
líquidos) fluyen por canales intrincados y precisos, y realizan sensibiliza¬ 
ción, lógica, amplificación, control, procesamiento de información, etcéte¬ 
ra, se llaman dispositivos fluídicos. Éstos no tienen partes móviles y están 
hechos de vidrio, plástico, aluminio, bronce o acero inoxidable. La fluídica 
es el estudio general de los dispositivos y sistemas fluidicos. 

Un sistema de control fluídico es aquel en el cual se usan dispositivos 
fluídicos (amplificadores de flujo, dispositivos de interfaz, etc.) para 
controlar un sistema. El control fluídico puede ser digital o analógico. 

Amplificador de fluido. El elemento básico que controla el flujo de un 
fluido es el amplificador de fluido , el cual permite que se controle un fluido 
o presión mediante una o más señales de entrada de un valor menor de pre¬ 
sión o flujo que el fluido que se está controlando. Los amplificadores de 
fluido utilizan una variedad de principios básicos en su operación que se 
pueden clasificar como 

1. Amplificadores de la atracción de pared 

2. Amplificadores de turbulencia 

3. Amplificadores de interacción de inyección 

4. Amplificadores de vórtice 

♦Las secciones con asterisco tratan temas más desañantes que el resto del libro. Depen¬ 
diendo de los objetivos del curso, estas secciones (aunque importantes) pueden omitirse de las 
exposiciones de clase sin perder la continuidad del tema principal. 
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La mayor parte de los amplificadores de fluido disponibles comercialmente 
caen dentro de estas cuatro categorías o algunas combinaciones de ellas. 

Definiciones. Antes de exponer los dispositivos fluídicos, definamos 
cierta terminología. 

Señal de entrada . Una señal de entrada en un dispositivo fluidico es 
una presión o flujo dirigido hacia un puerto de entrada de un elemento o 
de una función lógica. 

Señal de salida. Una señal de salida de un dispositivo fluidico es la presión 
o flujo que sale por el puerto de salida de un elemento o de una función lógica. 

Respiradero. Un respiradero es un puerto que permite al fluido descar¬ 
garse a una presión de referencia o del ambiente. 

Fan-in . El fan-in se refiere al número de entradas separadas dispo¬ 
nibles en un elemento. 

Fan-out. El fan-out significa el número de elementos similares que 
pueden operarse en paralelo desde un elemento fluidico simple. Aqui “simi¬ 
lar” se refiere a la impedancia y no a dispositivos que realicen la misma fun¬ 
ción. 

[Como en el caso de los sistemas eléctricos, la restricción total al flujo en el 
circuito, representada por la resistencia, la capacitancia y la inertancia, 
combinadas en una resultante, se llama impedancia fluídica. (La impedan¬ 
cia es un cambio en la presión dividido entre un cambio en el flujo.)] 

Transductor fluidico. Un transductor fluidico es un dispositivo que usa 
un fenómeno de la dinámica del fluido en su operación de convertir una se¬ 
ñal de un medio (p. ej., presión de aire) a una señal en otro medio (p. ej., 
voltaje eléctrico). 

Efecto de la atracción de pared. El líquido que fluye de un grifo atrae¬ 
rá el aire de su alrededor y hará que se mueva en la misma dirección. En la 
Fig. 5-36 un suministro de aire adecuado puede ser atraído en el mayor es¬ 
pacio a la derecha de la corriente para reemplazar al extraído por la acción 
de la corriente. Sin embargo, el lado izquierdo tiene un espacio limitado y es 
difícil para el aire reemplazar al que fue atraído hacia afuera. A la izquierda 
se forma un vacío parcial, y la corriente se mueve hacia la pared para recu¬ 
perar las pérdidas. Ayudada por la presión atmosférica, la corriente se acer¬ 
ca más a la pared y dado el caso se adhiere a ella. Allí permanecerá adherida 
hasta que se le perturbe. Este fenómeno se llama efecto de pared. 

Un chorro fluido puede ser desviado de la trayectoria normal de su flu¬ 
jo introduciendo otro chorro (chorro de control) perpendicular al primero 
como se muestra en la Fig. 5-37. Si el chorro de fluido entra a una cámara 
relativamente estrecha y el chorro toca una pared, se adhiere a la pared como 
se muestra en la Fig. 5-38. Es posible romper tales efectos de pared si la 
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Fig. 5-36. Flujo de líquido en un 
grifo. 


corriente o el chorro aplica a la región de baja presión por abajo del punto 
donde el chorro toca la pared. Este hecho hace posible diseñar un dispositi¬ 
vo biestable, o flip-flop, proveyendo chorros de control a cada lado del 
chorro principal. Un dispositivo biestable es aquel que tiene dos salidas po¬ 
sibles y que alternará de una salida a la otra al recibir señales de entrada 
correctamente en fase. Tal dispositivo biestable fluidico, llamado amplifica¬ 
dor digital fluidico , es adecuado para operaciones lógicas que usen señales 
binarias. (Un amplificador digital es un elemento que opera por el principio 
de “todo o nada”. Dará una salida completa o no dará salida alguna, de¬ 
pendiendo de la entrada o señal de control aplicada.) 



Fig. 5-37. Chorro de fluido des- Fig. 5-38. Fenómeno de 

viado de su trayectoria normal la atracción de pared, 

por un chorro de control. 


Amplificadores de la atracción de pared. Los amplificadores fluídicos 
cuyo principio de operación está basado en el fenómeno de la atracción de 
pared se llaman amplificadores de la atracción de pared. Un ejemplo de uno 
de ellos aparece en la Fig. 5-39. Es un amplificador fluidico biestable o flip- 
flop y opera como sigue. 
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1. Una señal de control en ‘ V proporciona flujo de salida en el puer¬ 
to A. 

2. La remoción de la presión de control no cambia el fllijo (se pega a la 
pared C). 

3. Una señal en “ó” desvia el flujo al puerto B. 

Asi pues, este dispositivo tiene una memoria. Tal amplificador biestable o 
flip-flop sirve como banco de memoria en un sistema fluidico. 

En los dispositivos fluidicos una representación porcentual de la salida 
captada en relación con el suministro, tal como la presión de salida contra 
presión de entrada, comúnmente se usa para indicar el grado de recupera¬ 
ción. En el amplificador biestable considerado aquí, la presión de salida 
máxima es alrededor de 35% de la presión de suministro, en tanto que el 
flujo máximo de salida es alrededor de 50% del flujo de suministro. El 50% 


B A 




Flg. 5-39. Amplificador de la atrac¬ 
ción de pared. 


restante del flujo de suministro saldrá a través de los respiraderos de escape. 
(La potencia recuperada es normalmente alrededor de 15% de la potencia 
suministrada.) La presión de control mínima que se necesita para causar la 
conmutación es alrededor de 10% de la presión de suministro. El fan-in del 
amplificador de la atracción de pared es alrededor de cuatro. 

Amplificadores de turbulencia. Otro tipo de dispositivo fluidico es el 
amplificador de turbulencia , el cual depende del cambio en las condiciones 
del flujo que resultan en un cambio de flujo laminar a turbulento en una 
corriente fluida. La Fig. 5-40 muestra un diagrama esquemático de un 
amplificador de turbulencia. Un fluido puede hacerse fluir en una corriente 
laminar recta a través de un claro para producir una salida, o puede ser im¬ 
pedido de hacerlo mediante un pequeño chorro que hace turbulenta la 
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Flg. 5-40. Amplificador de turbulencia. 



Receptor 


Señal de 

salida 

recibida 


corriente. Si un tubo liso de orificio pequeño se alimenta con aire a baja pre¬ 
sión, es posible emitir una corriente laminar. Esta corriente permanecerá la¬ 
minar en una distancia considerable antes de hacerse turbulento. (La 
corriente laminar que sale de un tubo capilar de diámetro d puede permane¬ 
cer laminar durante aproximadamente lOOtf.) Por lo tanto, si un tubo de sa¬ 
lida se coloca en línea con el tubo de suministro antes del punto de turbulen¬ 
cia, la corriente de fluido cruzará el claro para fluir hacia aquel, y resultará 
una salida. Una señal de control de entrada colocada en ángulo recto res¬ 
pecto al chorro principal mueve el punto de turbulencia, disminuye el flujo 
hacia el tubo de salida, y de hecho, evita una señal de salida. La potencia en 
la señal de entrada necesaria para interrumpir el chorro laminar y hacerlo 
turbulento es extremadamente pequeña. Así que tal dispositivo ofrece una 
gran ganancia en la presión. El fan-out de los amplificadores de turbulencia 
es alrededor de ocho, el cual es dos veces mayor que el de los amplificadores 
de la atracción de pared. Nótese que mientras mayor sea el fan-out, más fá¬ 
cil es interconectarlo y construirlo en un sistema. En el amplificador de tur¬ 
bulencia, se pueden posicionar varios chorros de entrada alrededor de la 
corriente, haciendo posible combinar muchas señales de entrada en un ele¬ 
mento. Asi que el fan-in puede hacerse razonablemente alta (por ejemplo, 
cinco a seis). 

Amplificadores de interacción de inyección. Aunque los amplificado¬ 
res de la atracción de pared son dispositivos biestables básicamente, pueden 
cambiarse en dispositivos proporcionales ampliando los conductos siguien¬ 
tes de la tobera donde ocurre la adherencia a la pared, como se muestra en 
la Fig. 5-41, el flujo del chorro principal se distribuye entre los dos conduc¬ 
tores de salida de acuerdo con el balance de chorros de control. Este tipo de 
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amplificador fluídico se llama amplificador de interacción de inyección. Es 
un amplificador proporcional. 

El principio de operación de los amplificadores de interacción de in¬ 
yección no depende del fenómeno de la atracción de pared sino de la inter¬ 
acción directa entre el chorro de control y chorro de potencia principal. En 
relación con la Fig. 5-41, la señal de entrada es la presión diferencial que exis¬ 
te entre los puertos “a” y “6”. La salida es la presión diferencial que existe 
entre los canales “A” y ( *B”. Por lo tanto, es una unidad analógica. (Sin 
embargo, si el suministro de control se hace lo suficientemente grande, la 
salida se desvia completamente y el amplificador se hace un elemento lógico 
digital.) 

Para tener alguna idea de la ganancia de tal amplificador, nótese que es 
posible una ganancia de presión de 10 y una ganancia de potencia de 100 por 
etapa. Si se ponen en cascada dos de tales dispositivos (véase la Fig. 5-42), 
entonces las ganancias resultan multiplicadas. 


B 


A 


\ 

Chorro de 
potencio 

Fig. 5-41. Amplificador de interac¬ 
ción de inyección. 



Fig. S-42. Amplificador de interacción de in¬ 
yección en cascada. 



Amplificadores de vórtice. La figura 5-43 es un diagrama esquemático 
de un amplificador de vórtice que consiste en una cámara de vórtice cilindri¬ 
ca, un puerto de suministro, un puerto de control y un puerto de salida co¬ 
nectada a un tubo receptor. Como está explicado abajo, un amplificador de 



282 Sistemas Neumáticos 


Cap. 5 


'órtice actúa como una válvula que controla el flujo mediante un vórtice 
estringido. (Se usa un chorro de control para generar un vórtice o flujo en 
¡spiral.) Como medio de trabajo se pueden usar aire, gases o líquidos. 

En relación con la Fig. 5-43, el chorro de potencia (flujo de potencia 
>rincipal) es admitido a través del puerto de suministro. Si no está presente 
m chorro de control, hay un chorro uniforme en estado estable que deja el 
juerto de salida y entra al tubo receptor. Cualquier flujo en exceso pasa al 
espiradero y se descarga a la atmósfera si el medio fluido es aire o a un de- 
)ósito de baja presión si se usan gases (diferentes del aire) o líquidos. 


Puerto de suministro 



Cómala de vórtice 


Chorro de 

Chorro de control potencia 


Puerto de control 

Puerto de salida 



Tubo receptor 
—Salida 


F)g. 5-43. Amplificador de vórtice. 


La razón de flujo de salida está determinada por el área del puerto de 
alida y la presión de suministro. Puesto que el puerto de suministro se hace 
nás grande que el puerto de salida, si no está presente un chorro de control, 
a presión en la cámara del vórtice es constante y es igual a la presión de su- 
ninistro. Cuando se admite el chorro de control a través del puerto de 
ontrol tangencial, se mezcla con el chorro de potencia y genera un vórtice 
n la cámara. Por la conservación de la cantidad de movimiento angular, a 
nedida que el radio decrece, la velocidad tangencial se incrementa y la pre- 

ión en el vórtice disminuye. Debido al gradiente de la presión radial en el 
'órtice controlarán el flujo desde la salida plena hasta alrededor de 109b 
e. De hecho, a medida que el vórtice se hace más fuerte la mayor parte del 
lujo se descarga por el respiradero y un poco fluye a través del receptor. 
*or lo tanto, un amplificador de vórtice actúa esencialmente como una vál- 
ula de partes fijas fluídicas y ofrece medios simples y confiables de contro- 
ar el flujo de fluidos. En la mayoría de los equipos, los amplificadores de 
órtice controlarán el flujo desde la plena salida hasta alrededor de 109o 
le la salida plena. 

Las ventajas del amplificador de vórtice utilizado como una válvula de 
ontrol de fluido sobre la válvula de control convencionales son (a) la con- 
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fiabilidad es buena porque no se incluyen partes en movimiento y (b) no hay 
histéresis en las curvas características de la válvula. 

Las desventajas se pueden establecer como: (a) la razón de flujo de la 
salida no puede ser reducido a cero exactamente, (b) la presión de control 
debe ser 30 a 70% mayor que la presión de suministro, y (c) el consumo de 
potencia puede ser alto, aunque los amplificadores de vórtice pueden recu¬ 
perar hasta 40% de la potencia que se les suministra. 

Si se usa aire como medio fluido, la presión de suministro es normal¬ 
mente 1.4 x 10 1 2 3 4 5 hasta 7 x 10 5 manométrica (aproximadamente 2.3 a 101.5 
psig, la cual corresponde aproximadamente a 1.43 hasta 7.14 kg/cm 2 ma¬ 
nométrica), pero en algunos casos especiales la presión de suministro puede 
hacerse mucho menor o mucho mayor. 

Velocidad de respuesta de los dispositivos fluidicos. Por lo que respec¬ 
ta a la velocidad de respuesta de los dispositivos fluídicos, estos son compa¬ 
rables a los dispositivos neumáticos e hidráulicos o a los relevadores electro¬ 
mecánicos. Estos significa que la velocidad de respuesta de los dispositivos 
fluídicos es mucho más lenta que la de los dispositivos electrónicos. Las res¬ 
puestas electrónicas generalmente se expresan en términos de microsegun- 
dos (10~ 6 segundo) o nanosegundo (10 r * segundo)), mientras que las respues¬ 
tas fluídicas se expresan en términos de milisegundos (10“ 3 segundo). 

Ventajas de los dispositivos fluídicos. Las ventajas de los dispositivos 
fluídicos sobre otros tipos de dispositivos que realizan funciones semejantes 
pueden resumirse como sigue. 

1. Por la ausencia de partes móviles mecánicas, los dispositivos 
fluídicos son robustos. 

2. Los dispositivos son simples; de tamaño pequeño; altamente con¬ 
fiables; muy duraderos; pueden operarse con aire, gas o cualquier 
líquido de baja viscosidad; y requieren muy poco mantenimiento. 

3. Son a prueba de incendio y explosión si se usa aire (o cualquier otro 
fluido no combustible) como el medio fluido. 

4. Las conexiones pueden cambiarse mientras el sistema fluidico está 
energizado sin el riesgo de choques inherentes en los sistemas eléctri¬ 
cos y electrónicos. 

5. Los dispositivos fluidicos no se ven afectados por alta o baja tempera¬ 
tura (si se usa aire o gas como medio fluido), vibración, fuerza G (ace¬ 
leración), campo eléctrico o magnético, y radiación nuclear, todos los 
cuales invalidan a las componentes eléctricas. (Así que pueden realizar 
funciones de control y computación en ambientes adversos y son idea¬ 
les para operaciones en lugares riesgosos, tales como minas, refinerías y 
plantas químicas, en las cuales pueden fallar otros dispositivos.) 

6 . Si se producen masivamente, son baratos. 



284 Sistemas Neumáticos 


Cap. 5 


Desventajas de los dispositivos fluidicos. Las desventajas de los dispo¬ 
sitivos fluid icos se enlistan a continuación. 

1. Los dispositivos fluidicos requieren fluido muy limpio» especial¬ 
mente en circuitos amplificadores. 

2 . Su respuesta es mucho más lenta que la correspondiente a los dispo¬ 
sitivos electrónicos. 

3. Consumen potencia relativamente alta. (Mientras está operando un 
dispositivo fluidico, hay un constante flujo de fluido a través suyo. 
El consumo de alta potencia puede ser una indudable desventaja en 
ciertas instalaciones donde la potencia disponible es bastante limita¬ 
da, tal como en un sistema satélite.) 

4. El diseño de dispositivos de interfaz adecuados se encuentra retrasado. 

*5-7 FLUlDICA DIGITAL Y CIRCUITOS LÓGICOS 

Muchos de los circuitos electrónicos usados en equipo de cómputo fun¬ 
cionan como conmutadores de alta velocidad. La operación que realizan se 
puede manejar también mediante dispositivos fluidicos pero a velocidades 
mucho más bajas. A causa de que los circuitos de conmutación fluidicos 
producen señales de salida solamente cuando existen condiciones de entra¬ 
da, se les denomina circuitos lógicos o elementos de decisión. 

Después de revisar primero la lógica matemática, describiremos los cir¬ 
cuitos lógicos fluidicos y luego expondremos procedimientos generales para 
construir los circuitos lógicos deseados usando elementos ÑOR. 

Flufdica digital. Los dispositivos de fluldica digital son aquellos com¬ 
ponentes fluidicos que realizan funciones lógicas. (Una función lógica es un 
conjunto de elementos lógicos que puede producir un efecto deseado cuan¬ 
do se satisfacen ciertas condiciones.) 

Una compuerta es un dispositivo o circuito que permite sólo el paso de 
una señal si se han satisfecho ciertos requisitos de control. Como veremos, 
las compuertas lógicas fluidicas se pueden construir en circuitos digitales fa¬ 
miliares. 

Adicionalmente a la realización de las mismas funciones lógicas que sus 
contrapartidas electrónicas, la fluídica digital ofrece una alta confiabilidad. 
Aunque su velocidad de operación es mucho menor que la de los dispositi¬ 
vos electrónicos, cuando la confiabilidad en condiciones extremosas del am¬ 
biente (por ejemplo, alta temperatura o alta radiación) es más importante 
que la rapidez de la operación, son muy superiores y, en algunos casos, 

•Las secciones con asterisco tratan temas más desafiantes que el resto del libro. Depen¬ 
diendo de los objetivos del curso, estas secciones (aunque importantes) pueden omitirse de la 
exposición en clase sin perder la continuidad del tema principal. 
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pueden ser la única solución. Los componentes fluídicos de la actualidad 
que son capaces de proporcionar funciones lógicas están disponibles comer¬ 
cialmente. Algunas aplicaciones del presente de la fluidica digital ocurren 
con frecuencia en el almacenaje automático, la alimentación, secuenciación 
y manejo de máquinas, y operaciones similares. 

Lógica matemática. Las funciones lógicas se escriben con frecuencia 
en la notación funcional del álgebra booleana, un tipo de álgebra particular¬ 
mente adecuado a la descripción y diseño de circuitos de conmutación. 

La lógica es esencialmente bivaluada; esto es, o verdadero o falso. La 
convención es que el 1 (UNO) representa el “sí” y el 0 (CERO) representa el 
“no” de una proposición. La misma convención se aplica en este libro, y 
el símbolo “1” denota la presencia de una señal (señal positiva o declaración 
verdadera) y el símbolo “0” denota la ausencia de una señal (señal cero o 
declaración falsa). 

En cualquier sistema de control la función del conjunto de circuitos ló¬ 
gicos es aceptar la información de entrada (señales), tomar decisiones basa¬ 
das en esa información, e inicializar señales para la acción de control. Al to¬ 
mar estas decisiones, los operadores lógicos básicos definen las relaciones 
deseadas entre la información recibida y así determinan la decisión que se 
toma. 

En el siguiente material las señales de entrada se denotan mediante las 
letras A , B, C, y asi sucesivamente y las señales de salida por las letras que 
ocupan el final del alfabeto, X % Y, Z. Los signos entre las letras muestran 
sus relaciones. 

• denota “y” 

+ denota “o” 

Asi que A • B se lee A y B. Como en otros tipos de notación algebraica, el 
punto como signo puede omitirse y se puede escribir AB. Similarmente, 
A + B se lee A o B. Si se coloca una barra sobre una letra significa su 
complemento o valor lógico negativo. Así que si ^4 = 1, entonces A = 0. 

Funciones lógicas básicas. Tres de las funciones lógicas básicas son 
AND, OR y NOT. Sus símbolos se repiten abajo. 

AND: A yBy C = A*B*C = ABC 
OR: AoBoC = A + B + C 
NOT: No A = Á 

Nótese que hay dos relaciones OR: la OR INCLUSIVA y la OR EXCLUSI¬ 
VA. La diferencia entre las dos puede verse de las siguientes interpreta¬ 
ciones de A o B. 
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OR INCLUSIVA: A o B o ambas Ay B 
OR EXCLUSIVA: A o B, pero no ambas A y B 

La función OR EXCLUSIVA (frecuentemente llamada el medio sumador) 
entrega una señal de salida solamente cuando sus dos señales de entrada son 
diferentes. El circuito medio sumador se usa a menudo como un compara¬ 
dor y proporciona una forma conveniente de realizar la adición binaria de 
dos señales de entrada. En este libro OR se refiere a la OR INCLUSIVA a 
menos que se establezca específicamente de otro modo. 

Hay dos funciones lógicas además de AND, OR y NOT. Tales fun¬ 
ciones, sin embargo, pueden construirse de combinaciones de las tres. Por 
ejemplo, considérese la OR EXCLUSIVA. La expresión matemática para la 
OR EXCLUSIVA es 

c A + B)AB 

la cual se interpreta como A o B pero no ambas Ay B. Considérese otro 
ejemplo, el INHIBIDOR. “A es inhibido por B” significa que/1 ocurre si B 
no está presente. La expresión lógica matemática para el INHIBIDOR es 

AB 

< 

Identidades y leyes básicas de la lógica matemática. Primero, presenta¬ 
mos las identidades básicas 

¿0 = 0 
\A = A 
AA = 0 
AA = A 
A + A=A 
0 + A = A 
1 + A = 1 
A + A = 1 
A = A 

Las leyes básicas que siguen a todas las expresiones lógicas son 
La ley conmutativa: 

A -f- B = B + A , 

AB = BA 

La ley asociativa: 

A + (B + C) = (A 4- B) + C 
A(BC) = {AB)C 

La ley distributiva: 

A(B + C) = AB *f AC 
(A + B)(C + D) = AC + BC + AD + BD 
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La tabla 5-2 muestra algunas identidades útiles para las ecuaciones lógicas. 
(En la tabla 5-2, las identidades 15, 16, 19, 20, 21 y 22 se prueban en el 
problema A-5-15.) 

Circuitos lógicos básicos. La mayor pane de los operadores funda¬ 
mentales que forman las funciones lógicas son 

OR, AND, NOT, ÑOR, NAND, FLIP-FLOP 

Estos operadores se describen abajo, junto con sus respectivas tablas de ver¬ 
dad. (Una tabla de verdades una correlación tabular de relaciones de entra¬ 
da y salida de elementos lógicos.) Se verá que los dispositivos fluidicos digi¬ 
tales pueden operar por compuerta o inhibir la transmisión de señales me¬ 
diante la aplicación o remoción de las señales de entrada. 

Circuito OR. La figura 5-44(a) muestra un circuito OR de dos entradas 
y su tabla de verdad. Este circuito tiene dos entradas y produce una salida 
cuando la señal de entrada se aplica a una o a ambas terminales de entrada. 
Si el circuito tiene más de dos terminales de entrada, la aplicación de una 
cualquiera o más de un número de señales de entrada da una señal de salida 
positiva. Esto es, el circuito OR realiza la operación lógica de producir una 
salida verdadera (“1”) cuando una cualquiera o más de las entradas es ver¬ 
dadera (“1”)> y una salida falsa (“0”) cuando ninguna de sus entradas es 
verdadera. En la Fig. 5-44(b) un análogo eléctrico del circuito OR de dos 
entradas se muestra. Al cerrar uno o ambos interruptores se origina una señal 


A * 


B * 






(a) 


A 

B 

X 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 



(c) 



Fig. 5-44. (a) Circuito OR de dos 
entradas y su tabla de verdad; (b) aná- 
o x - » A + B + C *°8° ^ctrico; (c) circuito OR de tres 

entradas. 




288 Sistemas Neumáticos 


Tabla 5-2. Algunas identidades útiles para las ecuaciones lógicas 














A + B = B + A 


AB — BA 













A+(B + C) = (A + B) + C = A+B + C 


A(BC) = ( AB)C = ABC 


A(B + C) = AB + AC 


A(A + B + C) = A 


A + BC = (A + B)(A + C) 


A + B = AB 


AB — A + B 


A+AB = 


A + AB — A + B 


AB + AB = (A + B)(A + B) 


(A + B){Á +B) = AB + ÁB 
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que será llevada a X. La figura 5-44(c) ilustra un circuito OR de tres entradas. 
La salida XesA + + C. Lo anterior se lee: X es igual a.A o BoC. 

Circuito AND. El circuito AND tiene dos o más entradas y una salida. 
Una característica de este circuito es que produce una salida solamente 
cuando todas las entradas se aplican simultáneamente. En otras palabras, la 
función AND requiere que todas las señales de entrada estén presentes si¬ 
multáneamente antes de entregar una señal de salida. La figura 5~45(a) 
muestra un circuito AND de dos entradas (con las entradas designadas como 
A y B) y su tabla de verdad. En la salida X aparece una señal positiva sola¬ 
mente cuando haya señales presentes en las dos entradas A y B. La salida es 
X - AB . Esto se lee: X es igual a A y B. En la Fig. 5-4S(b) tenemos un aná¬ 
logo eléctrico de un circuito AND de dos entradas. Ambos interruptores de¬ 
ben cerrarse antes de que aparezca una señal positiva en X. La Fig. 5-45(c) 
muestra un circuito AND de tres entradas. 


Circuito NOT. El circuito NOT Fig. 5-46(a) realiza la función de nega¬ 
ción. Se le llama *'‘inversor” porque la aplicación de una señal de entrada 


A o 


8 » 




oX = 48 


(a) 


4 

B 

X 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 


(b) 




X 

I 


(c) 



oX = ABC 


4 o- 



o X= 4 


(a) 


4 

X 

0 

1 

1 

0 



Interruptor abierto 4-0 
Interruptor cerrado 4 = 1 



Fig. 5-45. (a) Circuito AND de dos entradas 
y su tabla de verdad; (b) análogo eléctrico; 
(c) circuito AND de tres entradas. 


Fig. 5-46. (a) Circuito NOT: (b) análogo 
eléctrico; (c) combinación de circuitos 
AND y NOT. 
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elimina la salida. Este circuito no produce salida cuando la entrada está 
presente. Si la señal de entrada se remueve, la salida será positiva^Si se de¬ 
signa A a la terminal de entrada y A' a la salida, entonces X = Á Esto se 
lee: X no es igual a A. La figura 5-46(b) representa un análogo eléctrico del 
circuito NOT. La aplicación de la señal A interrumpe el circuito y la salida 
X cesará. (Nótese que cerrar el interruptor corresponde ají = 1, lo cual 
implica que A = 0. Un interruptor abierto corresponde aÁ = 0o/4 = 1.) 

En la Fig. 5-46(c) se muestra una combinación de los circuitos AND y 
NOT. La salida es X = ABC. Si se aplica una entrada a la terminal C(C = 


(a) 




Interruptor abierto 4 — 0, B — 0 
Interruptor cerrado. 4 — 1, 8 = 1 


(C) 



4 

8 

X 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 


(cÜ 



o X =4 + 8=48 


Fig. 5-47. (a) Circuito ÑOR y su 
tabla de verdad; (b) análogo eléc¬ 
trico; (c) circuito consistente en 
dos elementos NOT y un elemento 
AND y su tabla de verdad; (d) dia¬ 
grama simplificado del circuito 
ÑOR. 
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1), entonces no habrá salida del circuito NOT y por lo tanto no habrá entra¬ 
da por una de las terminales AND y no habrá salida en X(X = 0). La pre¬ 
sencia de una entrada en el circuito ÑOR inhibe el circuito y por lo tanto no 
se produce salida. (La salida de este circuito ocurre solamente cuando la 
entrada C está ausente, y A y B ocurren simultáneamente. Tal circuito se 
llama circuito inhibidor . Utiliza una señal de entrada suplementaria para 
inhibir o apagar la salida. Así que ocurrirá una salida del circuito solamente 
cuando la señal inhibidora esté ausente. Esta característica es útil en cir¬ 
cuitos digitales si deseamos obtener una salida solamente cuando se hayan 
satisfecho ciertas condiciones en otras componentes del sistema. 

Circuito ÑOR. El circuito ÑOR es una combinación de un circuito OR y 
un circuito NOT. La ñgura 5-47(a) ilustra el circuito ÑOR y su tabla de ver¬ 
dad. La función ÑOR requiere que todas las señales de entrada sean removi¬ 
das ant es de ha cer posible una salida. Asi que en la Fig. 5-47(a) la salida X es 
igual a A + B. No pueden estar presentes A ni B si la salida X se requiere. 

La figura 5-47(b) muestra un análogo eléctrico del circuito ÑOR. La 
operación de un interruptor abrirá el circuito y evitará la salida positiva en X. 

Nótese que la tabla de verdad para el circuito mostrado en la Fig. 
5-47(c), el cual consiste en dos elementos NOT y un elemento AND, es la 
misma que la del circuito mostrado en la Fig^ 5-47(a). La salida A' en el cir¬ 
cuito mostrado en la Fig. 5-47(c) es X ~ AB ’. Puesto que las tablas de ver¬ 
dad de los dos circuitos son las mismas, obtenemos 

ÁT~B=ÁB 

Esta relación conserva su validez para circuitos con muchas entradas, y la 
expresión general es 

A -f- B + C + • * • = ABC • ♦ • 

Esta relación se llama la ley de la adición de De Morgan. 

El elemento ÑOR es importante en los circuitos lógicos. Aunque puede 
construirse mediante otros elementos lógicos (tales como los elementos OR 
y NOT), este elemento puede considerarse una función lógica primaria y 
como tal puede usarse como un bloque de construcción básico del cual se 
genere cualquier otra función lógica. Expondremos este tema en detalle pos¬ 
teriormente. El diagrama simplificado del circuito ÑOR consiste en un trián¬ 
gulo, terminales de entrada y terminal de salida, como se muestra en la Fig. 5- 
47(d) y puede usarse provechosamente en el trazo de diagramas lógicos. 

Circuito NAND. La función NAND es la inversa de la función AND. 
El circuito NAND es una combinación de un circuito AND y un circuito 
NOT. La figura 5-48(a) muestra un circuito NAND y su tabla de verdad. La 
salida XesAB. En el circuito NAND todas las señales de entrada deben es¬ 
tar presentes antes que la salida cese. Asi que ambas Ay B deben aplicarse 
para parar la salida. 
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La figura 5-48(b) muestra un análogo eléctrico del circuito NAND. 
Aquí los interruptores normalmente cerrados deben abrirse todos antes que 
la señal en X cese. 

Nótese que el circuito mostrado en la Fig. 5-48(c), el cual consiste en 
dos elementos NOT y un elemento OR tiene la misma tabla de verdad que el 
de la Fig. 5-48(a). Puesto que la salida del circuito de la Fig. 5-48(a) es X = 
~ÁE y que en la Fig. 5-48(c) es X = A + 5, vemos que 

AB = A + B 

Esta relación conserva su validez para el caso de muchas entradas, y la 
expresión general es 

ABC ••• — A -\- B -j- C + • • • 

Esta relación se llama la ley de la multiplicación de De Morgan. 


FLIP-FLOP. El flip-flop es una función de memoria. En la Fig. 
5-49(a) se representa un circuito flip-flop que consta de dos elementos 
ÑOR. La salida de un elemento ÑOR se alimenta a la entrada del otro ele¬ 
mento ÑOR. 

Si una señal de entrada breve (tal como una señal de pulso) se aplica a 
una de las terminales de entrada, este circuito convierte la señal de entrada 
breve en una señal sostenida. Esta señal sostenida puede removerse al apli¬ 
car una segunda señal de entrada breve por la otra terminal de entrada. 



oX=AB 


(o) 
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0 

1 

1 

1 

1 

0 


A A A 



Interruptor abierto' A = 0, B — 0 
Interruptor cerrado . A = 1, B =1 



X=/l + 8 


(c) 
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1 

\ 
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0 
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1 

l 
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Fig. 5-48. (a) Circuito NAND y su 
tabla de verdad; (b) análogo eléc¬ 
trico; (c) circuito consistente en dos 
elementos NOT y un elemento OR y 
su tabla de verdad. 
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En la Fig. 5-49(b) aparece un análogo eléctrico del circuito flip-flop. En 
este circuito una operación momentánea del contacto normalmente abierto 
A causa que se energice la bobina del solenoide, la cual, a su vez, cierra el 
contacto C. Así que la corriente continuará fluyendo a través del contacto C 
al solenoide, manteniendo de ese modo la condición y proporcionando una 
señal a X. Si el contacto normalmente cerrado B se abre momentáneamente, 
se interrumpirá el flujo de corriente al solenoide, se abrirá el contacto C y 
la salida X cesará. 



(b) 


o 


Fig. 5-49. (a) Circuito flip-flop; 
(b) análogo eléctrico. 



oX 


Ejemplo 5-10, Con el objeto de ilustrar las propiedades de toma de decisiones de los 
circuitos lógicos, se darán aquí dos ejemplos. Considérense los circuitos mostrados 
en la Fig. 5-50(a) y (b). Cada circuito reconoce ciertas condiciones de entrada y pro¬ 
duce una salida cuando estas condiciones de entrada existen. 

El circuito mostrado en la Fig. 5-50(a) produce una salida en X ya sea que C es¬ 
té presente o que Ay B ocurran simultáneamente, o ambas. Asi que X - AB + C. 

En el circuito de la Fig. 5-50(b), tres circuitos AND de dos entradas detectan las 
tres combinaciones de las dos entradas: A y B, A y C, y B y C. Si la combinación de 
(A y B), o (A y C), pero no (By C) ocurre, el circuito produce la salida. Asi que la sa¬ 
lida X es igual a (AB + AQBC = ABC + ABC , como puede verse del hecho que 

(AB + AC)BC = (AB + AC)(B + C) 

= ABB ACB + ABC -f ACC 

Puesto que BB = 0, CC = 0, tenemos 


(AB + AC)BC = ABC + ABC 
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(a) 


(b) 



« X « AB + C 



(AB + AC) BC 
ABC + ABC 


En este circuito lógico la combinación de B y C se detecta por uno de los circuitos 
AND. Esta señal» actuando a través del inversor, inhibe la salida. (Si B y C ocurren 
simultáneamente, no hay salida.) 


Construcción de circuitos lógicos mediante el uso de elementos ÑOR. 
A continuación se mostrará que los elementos ÑOR pueden usarse para 
construir cualesquiera circuitos lógicos. En la Fig. 5-51 aparecen diagramas 
esquemáticos de un tipo de elemento ÑOR fluidico. Este tipo de elemento 
ÑOR se llama amplificador de flujo controlado. Es un amplificador de tur¬ 
bulencia y su operación se ilustra en la figura. Pueden armarse veinte o más 
de tales elementos ÑOR en un tablero, y estos elementos pueden conectarse 
para producir las señales lógicas deseadas. 


El amplificador de flujo controlado tiene varias ventajas. Permite una 
conmutación de alta velocidad, mientras que, al mismo tiempo, es insen¬ 
sible a la vibración; puede combinarse en circuitos con sintonía; y es insen¬ 
sible a las variaciones de carga. 
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Señal de control "encendido" 

Fig. 5-51. Amplificador de control de flujo. 


Construcción de circuitos OR, AND, NAND mediante el uso de elemen¬ 
tos ÑOR solamente. Se muestra en la Fig. 5-52(a) un diagrama de un ele¬ 
mento ÑOR y su salida. Con el objeto de construir un circuito OR, necesita¬ 
mos dos elementos ÑOR como en la Fig. 5-52(b). Un circuito AND puede 
construirse mediante el uso de tres elementos ÑOR como en la Fig. 5-52(c). 
En forma similar, se puede construir un circuito NAND mediante el uso de 
cuatro elementos ÑOR como en la Fig. 5-52(d). 



fig. 5-52. Construcción de circuitos lógicos mediante el uso de elementos ÑOR sola¬ 
mente; (a) circuito ÑOR; (b) circuitos OR; (c) circuito AND; (d) circuito NAND. 
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Procedimientos generales para construir circuitos lógicos deseados me¬ 
diante el uso de elementos ÑOR. Supóngase que deseamos obtener un cir¬ 
cuito lógico para el sistema cuya tabla de verdad se da en la tabla 5-3. La 
condición de A, B, y C bajo la cual X se hace “ 1” es A — 1, B — 0, C = 1. 
Por lo tanto, 


X = ABC = Á+ B+C 


El circuito lógico de esta expresión lógica aparece en la Fig. 5-53. 


A o 


So 


C O 



p" 

I 

Fig] 5-53. Circuito lógico. 


A + B + C = ABC 


A continuación, consideremos otro problema. Supóngase que desea¬ 
mos construir un circuito lógico que dé la tabla de verdad mostrada en la 
tabla 5-4. Con el objeto de encontrar la expresión lógica de X que sea 


Tabla 5-3. Tabla de verdad 
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Tabla 5-4. Tabla de verdad 
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equivalente a la información dada en esta tabla, determinamos las condi¬ 
ciones en las columnas del lado izquierdo en las cuales aparece un “1” en 
cada elemento de la columna X. En este problema están incluidas seis expre- 
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siones lógicas y la expresión lógica matemática para esta salida es 

X = ABC + ABC -f- ABC + ABC + ABC + ABC 
Esta expresión puede simplificarse usando las fórmulas dadas en la tabla 5-2. 

X = AC(B + 5) + ABC + ABC + ÁB(C + C) 

= AC + ABC + ABC + >45 
= A(C + 5C) + Á(BC + B) 

= >4(C + B) + >4(5 + C) 

= (/4 + 4)5 + AC + ÁC 
= 5 + 4C + 4C 
= 5 + >4 + C+ >4 + C 

La figura 5-54 muestra este circuito lógico. En forma análoga, se puede 
construir cualquier circuito lógico mediante el uso de elementos ÑOR sola¬ 
mente. 

Nótese que puede obtenerse el mismo resultado mucho más fácilmente 
si escribimos la expresión lógica de X. (Puesto que el número de elementos 
“0” en la columna X es mucho menor que el número de elementos “I” en 
la misma columna, la expresión lógica de X es mucho más simple que la de 
X.) Las condiciones en las columnas del lado izquierdo en las cuales aparece 
un “0** en cada elemento de la columna X son ABC y ABC. Obtenemos en¬ 
tonces 

X = ABC + ABC 
— B(AC + AC) 

— B(A + C)(A -f- C) 

Y así 

X = B(A + C)(>4 -I- C) = 5 + A ~h C + >4 + C 

El circuito lógico de esta expresión es el mismo que el mostrado en la Fig. 
5-54. 



Fig. 5-54. Circuito lógico. 
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Ejemplo 5-11. Construyase un circuito lógico que dé las salidas de la tabla de verdad 
de la tabla 5-5. 

Puesto que el número de elementos “0” en las columnas A'y y es mucho menor 
que el número de elementos *‘1”, escribiremos las expresiones lógicas de A y Y. 

X = ABC 
Y = ABC + ABC 


Tabla 5-5. Tabla de verdad 
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Estas dos expresiones se pueden escribir como 

X = AÉ€ = A +B + C = A+B + C (5-41) 

Y = Y = ABC + ABC = ÁC(B + B) = AC = aTC = A + C (5-42) 
El circuito lógico que dará estas expresiones lógicas se muestra en la Fig. 5-55. 



Flg. 5-55. Circuito lógico. 

> 

Obsérvese que el mismo resultado pudo obtenerse, por supuesto, obteniendo 
las expresiones lógicas de A y Y y simplificándolas. 

A = ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC (5-43) 
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Y = ABC 4- ABC + ABC + ABC 4- ABC + ABC (5-44) 

Las ecuaciones (5-43) y (5-44) pueden ser reducidas a las Ecs. (5-41) y (5-42), respecti¬ 
vamente. Los pasos de reducción se muestran a continuación. 

X = AB(C + C) + AB(C + C) + ÁB(C 4- C) + ABC 

= AB + AB + AB + ABC 

= A{B + B) + A(B + BC) 

= A + Á(B + C) = (-4 + /ÍB) + (A + AC) 

=A+B+A+C=A+B+C 

Y = AB(C 4- C) 4- AB(C 4- C) 4- ÁC(B 4- B) 

— AB 4- AB 4- AC = ,4(5 4- B) -f AC 

= A+ÁC = A + C 
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EJEMPLOS DE PROBLEMAS Y SOLUCIONES 

Problema A-5-1. Considérese el sistema neumático mostrado en la Fig. 5-56. La 
carga consta de una masa m y fricción. Se supone la fuerza friccional tiN - ¡ang . Si 
m = 1000 kg, fi= 0.3, y p x —pi = 5 x líPN/m 2 , encuéntrese el área mínima de pis¬ 
tón necesaria para mover la carga. 


A 


t i 



Fig. 5-56. Sistema neumático. 
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Solución. Supóngase que el área mínima del pistón es A m 2 . Entonces la fuerza 
mínima necesaria para mover la masa de la carga es 

F = A(pi - p 2 ) = pmg 


Por lo tanto, 

A = = 0,3 V?°in? 9 81 = 0,00589 m 2 

P\ — Pi 5 x 10 3 

Asi que el área mínima del pistón es 58.9 cm 2 . 


Problema A-5-2. En el sistema mostrado en la Fig. 5-57, supóngase que la fuerza 
de fricción que actúa sobre la masa es pN. Encuéntrese la diferencia de presión 
mínima Ap = P\ - Pz necesaria para mover la carga m. El área del pistón es A. 



Solución. La fuerza mínima F necesaria para mover la carga es 


En consecuencia, 


F = A(p t — Pz) = “ — j^pnig 


Problema A-5-3. En la Fig. 5-58 se muestra un polipasto de seis poleas. Si el área 
del pistón A es de 30 x 10" 4 m 2 y la diferencia de presión p\ — pz es de 5 x 10 5 
N/m 2 , encuéntrese la masa m de la máxima carga que pueda levantarse. 

Solución. La fuerza neumática sobre el pistón es 

A(Pi ~Pz) = 30 x 10-* x 5 x 10 s = 1500 N 

Obsérvese que en este sistema el pistón jala seis cables. Puesto que la tensión en el 
cable es la misma en toda su longitud, obtenemos 

6 F= 1500 N 

donde Fes la tensión en el cable y también la fuerza elevadora. Esta fuerza debe ser 
igual a mg. Asi que, 


F— mg 

m= -df$r =25 - 5k * 


o bien 
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Problema A-5-4. Si la presión es de - 30 mm Hg manométrica y la presión atmos¬ 
férica es 755 mm Hg, ¿cuál es la presión absoluta en N/m 2 , kg/cm 2 , y Ib/in 2 ? 



Solución. La presión absoluta p es 

p = 755 - 30 = 725 mm Hg 

Puesto que 

1 N/m 2 = 7.501 x 10' 3 mm Hg 
1 kg//cm 2 = 735.6 mm Hg 
1 lb//in. 2 = 51.71 mm Hg 


obtenemos 


P = 


7.501 x 10-3 = 9,665 x 104 N/nfl2 abs 


P = — 0.986 kg^/cm 2 abs 


p = 5TTíi = 14,02 lb ' /in,a abs 
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Problema A-5-5. Un cuerpo con masa de 50 kg es levantado 30 m. Encuéntrese el 
trabajo realizado en términos del calor Q en kcal. 


Solución. El trabajo realizado L es 


L = 50 x 9.81 x 30 = 1.47 x 10* N-m 
Puesto que el equivalente mecánico del calor es J = 4186 N-m/kcal, el calor 
kcal es 


Q 


L 1.47 x 10* 
J “ 4186 


= 3.51 kcal 


Q en 


Problema A-5-6. La figura 5-59 muestra una válvula de seguridad de una caldera. 
La masa m del peso es de 20 kg. Despreciando el peso de la válvula y la palanca, 
determínese la distancia ÓC donde la presión de disparo sea de 6 x 10 5 N/m 2 mano- 
métrica (la cual es igual a 6.12 kg//cm 2 manométrica o 87 psig). El área A de la válvu¬ 
la es de 15 x 10~* m 2 . 




Fig. 5-59. Válvula de seguridad 
para una caldera. 


Solución. La ecuación de balance de pares es 

A Ap x OB — mg x ÓC 


donde Ap es la diferencia de la presión dentro del tanque y la presión atmosférica. 
Así que Ap = 6 x 1(F N/m 2 . Se sigue que 


OC _ A Ap x OB _ 1£ 
— mg 


x 10-* x 6 x 10 5 x 0.1 
20 x 9.81 


- 0.459 m 


Problema A-5-7. Supóngase que un cilindro contiene 0.5 kg de aire a la presión de 
2x10“ N/m 2 abs y a la temperatura de 20°C. Si el aire se comprime isentrópicamente 
a 4 x 10 5 N/m 2 abs, encuéntrese la temperatura final y el trabajo hecho sobre el gas. 


Solución. Para el cambio de estado isentrópico, 

P,V\= P 7 V\ 


Observando que P\V X /T X = PiV 2 /T 2 , tenemos 


T 2 



k -1 



(*-!>/* 
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o bien 


4 x « 


- r >(fi) - (273 + 20 ) (^i£) 

= 293 X 2 °- 2857 = 293 x 1.22 = 357 K = 84°C 


Puesto que el cambio de estado es isentrópico, el trabajo realizado sobre el gas debe 
igualar al valor negativo de su incremento en energía interna. Así que el trabajo reali¬ 
zado AL por m kg masa del aire es 

AL = U t — U 2 = mc v {Tx - T z ) 


Por lo tanto, 

AL = 0.1 x 0.171 x (293 - 357) = -l.lOkcal 


Problema A-5-8. Se comprime aire en un tanque cuyo volumen es de 2 m 3 . La pre¬ 
sión del aire comprimido es de 5 x 10 5 N/m 2 manométrica y la temperatura es de 
20°C. Encuéntrese la masa del aire en el tanque. También, encuéntrese el volumen 
especifico y el peso específico del aire comprimido. 


Solución. La presión y temperatura son 

p = (5 + 1.0133) x 10 5 N/m 2 abs 


T = 273 + 20 = 293 K 

En relación con el ejemplo 5-3, la constante de gas del aire es R aire 
Por lo tanto, la masa del aire comprimido es 


pV 6.0133 x 10 5 x 2 
287 x 293 


14.3 kg 


El volumen específico v es 

V = Í1= ^ = 0.140 m 3 /kg 
m 14.3 


287 N-m/kg K. 


El peso específico 7 es 


y 


mg 14.3 X 9.81 
V ~~ 2 


= 70.1 N/m 3 


Problema A-5-9. El sonido es un fenómeno de onda longitudinal que representa la 
propagación de ondas de compresión en un medio elástico. La rapidez c de la propa¬ 
gación de las ondas sonoras es la raíz cuadrada de la relación entre el módulo elástico 
E y la densidad p del medio, o sea, 



Para gases 

c = 

Muéstrese que la rapidez c del sonido puede también darse por 



c = *JkRT 
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>nde 

k = relación de calores específicos, c p /c v 
R — constante del gas 
T = temperatura absoluta 

dución. Puesto que los cambios de presión y temperatura debidos al paso de una 
ida sonora son despreciables, el proceso puede considerarse isentrópico. Entonces, 

A = constante 

P k 

>r lo tanto, 

dp _ kp 
dp~ p 

íesto que p = pRT, obtenemos 

ira un gas dado, los valores de k y R son constantes. Por lo tanto, la rapidez del so¬ 
lo en gas solamente es función de su temperatura absoluta. 

ioblema A-5-10. Encuéntrese la rapidez del sonido en el aire cuando la tempera¬ 
ra es de 293 K. 

Jución. Observando que para el aire 

k = 1.40 

R ai „ = 287 N-m/kg K 

íemos 

c = */JcR~T = \/1.40 x 287 x 293 = 343.1 m/s 
= 1235 km/h = 1126 ft/s = 768 mi/h 


oblema A-5-11. Al ocuparse de los sistemas gaseosos, se encuentra conveniente 
bajar en cantidades molares porque un mol de gas contiene el mismo número de 
iléculas. Así que un mol ocupa el mismo volumen si se mide bajo las mismas con¬ 
dones de presión y temperatura. 

A la temperatura y presión estándar (1.0133 x 10 5 N/m 2 abs y 273 K, o 14.7 
a y 492°R), un kg mol de cualquier gas se encuentra ocupando 22.4 m 3 (o 1 Ib mol 
cualquier gas se encuentra ocupando 359 ft 3 ). Por ejemplo, a la presión y tempe- 
ura estándar, el volumen ocupado por 2 kg de hidrógeno, 32 kg de oxigeno o 28 
de nitrógeno es el mismo, 22.4 m 3 . Este volumen se llama volumen modal y se dé¬ 
la por v. 

Si consideramos una mol de gas, entonces 

pv = RT (5-45) 

valor de i? es el mismo para todos los gases en todas las condiciones. La constante 
:s la constante del gas universal. 

Encuéntrese el valor de la constante del gas universal en unidades SI y BES. 
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Solución. Al sustituir p = 1.0133 X 10 5 N/m 2 abs, v = 22.4 m 3 /kg-mol t y T = 273 K 
en la Ec. (5-45), obtenemos 


R 


pv 

T 


1.0133 x 10 5 x 22.4 
273 


8314 N-m/kg-mol 


Esta es la constante del gas universal en unidades SI. 


K 


Para obtener la constante del gas universal en unidades BES, sustituyase p = 
14.7 psia = 14.7 X 1441b//ft 2 abs, v = 359 ftVlb-mol, y T = 492°R en la Ec. (5-45). 


5 _ P» 14.7 x 144 x 359 
T ~ 492 


= 1545ft-lb / /lb-mol °R 


= 1.985 Btu/lb-mol °R 


Problema A-5-12. El peso molecular de una sustancia pura es el peso de una molécu¬ 
la de la sustancia comparada con el peso de un átomo de oxígeno, cuyo valor se toma 
como 16. Eso es, el peso molecular del dióxido de carbono (C0 2 ) es 12 + (16 x 2 ) = 
44. Los pesos moleculares del oxígeno (molecular) y el vapor de agua son 32 y 18, res¬ 
pectivamente. 

Determínese el volumen específico v de una mezcla que consta de 100 m 3 de 
oxígeno, 5 m 3 de dióxido de carbono, y 20 m 3 de vapor de agua cuando la presión y la 
temperatura son 1.0133 x 10 5 N/m 2 abs y 294 K, respectivamente, 


Solución. El peso molecular promedio de la mezcla es 

M = ( 32 x i§) + í 44 x ra) + ( I8 x us) =30,24 


Así, 


RT 8314 x 294 

Mp ~ 30.24 x 1.0133 X 10 5 


0.798 m 3 /kg 


Problema A-5-13. En relación con el sistema neumático de presión mostrado en la 
Fig. 5-35(a), supóngase que el sistema se encuentra en estado estable durante / < 0 y 
que la presión en estado estable del sistema es P = 5 x 10 5 N/m 2 abs. En t = 0 la 
presión de entrada se cambia súbitamente de P a P + p¡, donde es un cambio en 
forma de escalón con una magnitud igual a 2 x 10 4 N/m 2 . Este escalón causa que el 
aire fluya en el recipiente hasta que sea igual a la presión. Supóngase que la razón de 
flujo inicial es q( 0) = 1 x 10 -4 kg/s. Al fluir el aire dentro del recipiente, la presión 
se eleva de P a P + p 0 . Determínese pi como una función del tiempo. Supóngase que 
el proceso de expansión es isotérmico (n = 1), que la temperatura del sistema entero es 
constante en T ~ 293 K y que el recipiente tiene una capacidad de 0.1 m 3 . 

Solución. La resistencia promedio de la válvula es 

R = ~ = TICW* = 2 * 10 * N-s/kg-m 2 
La capacitancia del reciepiente es 


V 


0.1 
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modelo matemático de este sistema se obtiene de 


nde 


C dpo =>qdt 


_ &E — Pt —Po 
R ” R 


i. 


RC ^r+po =p< 

sustituir los valores de R, C, y p¡ en esta última ecuación, tenemos 
2 x 10® x 1.19 x 10“« ^ + po = 2 x 10* 


>ien 


finamos 


238 W + Po 5=5 2 x 104 


*(/) = />o(0 - 2 x 10* 


(5-46) 


(5-47) 


tonces, al sustituir la Ec. (5-47) en la Ec. (5-46), obtenemos una ecuación diferen- 
1 en X como sigue 


238 ^ -f- * = 0 


(5-48) 


itando que p 0 (0) = 0, la condición inicial para x(t) es 

x(0) = p 0 (0) - 2 x 10* = -2 x 10* 

suponer la solución exponencial x = Ke Xt y sustituirla en la Ec. (5-48), encontrá¬ 
is la ecuación caracteristica 

238A + 1=0 

la cual 

A = -0.0042 

r lo tanto, x{t) puede escribirse 

x(t) = Ke -0.0042» 

nde K es una constante que puede determinarse a partir de la condición inicial. 

*(0) = K = -2 x 10* 

tí, 

*(/) = -2 x lO*e-o oo42/ 

sustitución de esta última ecuación en la Ec. (5-47) da 

p 0 (t ) = x(t) + 2 X 10* = 2 X 10*(1 - e-o oo42/) 
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Puesto que la constante de tiempo del sistema es RC = 238 segundos, tarda aproxi¬ 
madamente 950 segundos antes que la respuesta se modere dentro de un 2% del cam¬ 
bio total. 

♦Problema A-5-14. La figura 5-60 es un diagrama esquemático de un dispositivo 
fluídico. Es una versión ligeramente modificada del amplificador de la atracción de 
pared mostrado en la Fig. 5-39. Al ventilar un lado, en ese lado existe una alta pre¬ 
sión. El chorro principal está en el puerto X si no existe una señal de entrada en “A” 
o (La salida está en el punto Y si está presente una señal de entrada en “A” o 
Cuando la señal de entrada está apagada, el chorro principal se conmuta del 
puerto 7 a el puerto X.) 

Constrúyase una tabla de verdad para este dispositivo. (A y B corresponden a 
las entradas y Xy Y corresponden a las salidas.) ¿Qué función lógica realiza este dis¬ 
positivo? 


X 


Y 



Fig. 5-60. Dispositivo fluidico. 


Solución. La tabla de verdad para este dispositivo se muestra en la tabla 5-60. En la 
tabla puede verse que el puerto X actúa como un dispositivo ÑOR y el puerto Y como 
un dispositivo OR. 


A 

B 

X 

Y 

I 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

0 


Tabla 5-6. Tabla de verdad 
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Problema A>5-15. Pruébese las siguientes identidades de la lógica matemática. 

1. A(A+B + C) = A 

2. A + BC = (A + B)(A + C ) 

3. A + AB = /4 

4. yí + /ÍB == ¿ + B 

5. /4B + ÁB = (/í + 5)(/í + 5) 

6. (A 4- ¿X/í + £) - /4J3 + ÁB 

olución. 

1 . Si A es 1. entonces A (A + B + C) = 1 independientemente de 5 y Cy si/4 
; 0, entonces A(A + B + C) - 0, prescindiendo de B y C. Por lo tanto 

¿(/4 + J5.+ C) = /4 

2. (/4 + B)(A + C) = AA+BA+AC + BC 

= A(A + B + C) + BC = A + BC 

3. A + AB = A(\ + B) =A \ = A 

4 A +• B = (A + /í)(/4 + J 8 ) = AA + ^4 -f /12? + /ÍB 
= /í(/l + B) + AB = /4 + ÁB 

5. (/I + B\Á + B) = AÁ + BÁ + AB + BB = AB + ÁB 

6 . (/í + BXÁ + B) AÁ + BÁ + AB + BB = AB + ÁB 

Problema A-5-16. Considérese el circuito lógico mostrado en la Rg. 5-61 y en- 
íéntrese la expresión lógica de X. Construyase una tabla de verdad para este cir- 
íito. Muéstrese que la señal de entrada C actúa como una señal de supresión. 



rioctán. La salida del elemento ÑOR # 3 es AB y la salida del elemento ÑOR # 4 es 
B + C. Por lo tanto, la salida X es igual a AB + C. De esta expresión vemos que 
ímpre que C - 1, la salida es X - 1 . Por lo tanto, la señal C es de supresión. Ésta 
tivará el circuito sin importar qué valores tengan A y B. La tabla de verdad de este 
rcuito se muestra en la tabla 5-7. 
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Tabla 5-7. Tabla de verdad 


A 

B 

c 

X 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 


Tabla 5-8. Tabla de verdad 


A 

B 

c 

X 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 


♦Problema A-5-17. Obténgase un circuito lógico que realice la función lógica 
mostrada en la tabla 5-8. 

Solución. La expresión lógica de A' es 

X — ABC + ABC + ABC 
— AB -f- ABC 
= Á + B + A + B + C 

El circuito lógico para esta expresión se muestra en la Fig. 5-62. 



Fig. 5-62. Circuito lógico. 
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'Problema A-5-18. Obténgase un circuito para la siguiente expresión lógica. Úsen- 
e solamente elementos ÑOR. 

X = (A 4- BC)(Á + B) + A(A + B + C) 

Polución. La expresión lógica puede simplificarse como sigue 

X => AÁ 4- BCÁ 4 AB + BCB + A 
= (A -f- ABC) + AB 
= A + BC + AB 
= A(\ + B) + BC 
= A + BC 
= A + B + C 

n la Fig. 5-63 se da un circuito lógico para esta expresión simpliñcada. 



Problema A-5-19. Obténgase la expresión lógica para el circuito mostrado en la 
¡g. 5-64. Construyase una tabla de verdad para ese circuito. 



ilación. Del diagrama obtenemos 

X = ABC + BC + ÁC 
= (AB + A)C + BC 
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= (Á + B)C + BC 
— ÁC + BC + BC 

En la tabla 5-9 se muestra una tabla de verdad de este circuito lógico. 


Tabla 5-9. Tabla de verdad 


A 

B 

C 

X 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 


•Problema A-5-20. Una línea de producción automatizada realiza una serie de cuatro pruebas 
sobre un producto manufacturado. Diséñese un circuito lógico que pueda examinar simultá¬ 
neamente todos los resultados de las cuatro pruebas y decida en cuál de tres tolvas caerá la 
pieza. Si ésta pasa dos o tres pruebas, está abierta la tolva ti 2. Si pasa una o ninguna de las 
pruebas, va a la tolva ti 3. La tolva ti 1 acepta solamente unidades perfectas. 

Solución. Aquí las cuatro pruebas pueden considerarse como entradas al sistema, y 
las tolvas til, #2 y #3 consideradas como salidas. Definiendo las cuatro pruebas como 
las entradas A, B, C y D, y las tolvas ti 1 , ti 2 y #3 como las salidas X , Y y Z, respec¬ 
tivamente, podemos construir una tabla de verdad para este problema como se 
muestra en la tabla S-10. Las expresiones lógicas de A’, Y y Z pueden obtenerse de es¬ 
ta tabla. Puesto que el número de ceros es menor que el número de unos en la colum¬ 
nas Y, es mejor obtener la expresión lógica deseada de Y si comenzamos con Y. De la 
tabla 5-10. 

X = ABCD 

Y = ABCD + ABCD + ÁBCD + ABCD + ABCD + ABCD 

Z = ABCD -f- ABCD + ABCD + ABCD + ABCD 
Por lo tanto, 

X = ÁBCD = A + B + C + D 
X=X — Á+B + C + D 




a + 3 + V + <7 ± ff ± V + a + D + ff + D + ff+V = 

gjv + asv + gjff + dbv = 

(ff + ff)QDV + (J + 

( K + V)ffDff + (g + CZtoffJ' = 

(gpgr + goffv) + (gjgr + goffv) + 

(goffv + gjffv) + (gjffv + <7:wk) = 
gjgv + <rosy + gjgv + ggffv + gjsv = z 

7 3 p «31891 uoisdidxa «| soureoyijduiis *u 9 penapuo 3 y 
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I 

0 

0 

I 

0 

0 

0 
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0 

0 

0 

I 

0 

0 

l 

0 

0 

0 

0 

T 

0 

I 

0 

0 

0 

0 

0 

I 

0 

1 

0 

í 

I 

0 

0 

0 

I 

0 

I 

0 

I 

0 

0 

I 

0 

0 

I 

I 

0 

0 

I 

0 

X 

0 

0 

l 

0 

I 

0 

0 

l 

0 

l 
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0 

0 

0 

I 

I 

0 

t 

0 

I 

I 

I 

0 

0 

I 

0 

I 

l 
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I 

0 

I 

0 

l 

0 

I 

1 

0 
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0 

0 

X 
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Fig. 5*66. Sistema neumático. 



roblema B-5-3. La figura 5-68 muestra una junta de codillo. Pruebe que 

f -2^R 


roblema B-54. El sistema mostrado en la Fig. 5-69 consiste en un cilindro de potencia y un 
ecanisno de cremallera y pifión para impulsar la carga. El pistón D mueve la cremallera C, la 
ial t a su vez, causa que el pistón B gire sobre la cremallera A. Encuentre el despla- 
imiento y de la salida cuando el desplazamiento del pistón de potencia es x. 

ioblema B-5-5. Si la presión atmosférica es de 758 mm Hg y la presión medida es 
< 25 mm Hg manométrica, ¿cuál es la presión absoluta en N/m*, kg//cm 2 , y lty/in 2 ? 

ioblema B-5-6. Una masa de 100 kg se levanta verticalmente 10 m. Encuentre el 
ibajo realizado en términos de calor en kcal. 
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Fig. 5*69. Sistema neumático. 

Problema B-5-7. Se comprime aire dentro de un tanque de 10 m 3 de volumen. La 
presión es de 7 x 10 5 N/m 2 y la temperatura es de 20°C. Encuentre la masa del aire 
en el tanque. Si la temperatura del aire comprimido se eleva a 40°C, ¿cuál es la pre¬ 
sión manométrica en N/m 2 , kg//cm 2 , y IbyVin 2 ? 

Problema B-5-S. Exprese /? ajre , la constante del gas del aire en términos de 
kilocalorías por kilogramo kelvin. 

Problema B-5-9. Un cilindro contiene 0.1 kg de aire. Suponga que cuando el aire se 
comprime con 1.2 x 10 4 N-m de trabajo realizado, se disipa a los alrededores una 
cantidad de calor de 2 kcal. Encuentre el incremento en energía interna del aire por 
kilogramo. 

Problema B-5-10. La ecuación para la velocidad del sonido en un gas está dada por 



Muestre que también puede darse por 



donde K es el módulo de elasticidad de dispersión del gas. 
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roblema B-5-11. Obtenga la capacitancia C de un recipiente de presión neumática 
ue contiene 10 m 3 de aire a la temperatura de 20°C. Suponga que el proceso de ex- 
ansión es isotérmico. 

roblema B-5-12. El sistema neumático de presión mostrado en la Fig. 5-70(a) 
>nsta de un recipiente de presión y un tubo con un orificio. Suponga que el sistema 
: encuentra en estado estable durante / < 0 y que la presión en estado estable es P, 
ande P = 2 x 10 5 N/m 2 abs. En t - 0 la presión se cambia de P a P + p i% en un 
aso que causa que la presión en el recipiente cambie de P a P + Po. Suponga también 
ue la escala de operación de la diferencia de presión Ap - p { — p 0 se encuentra 
itre — 3 x 10 4 N/m 2 y 3 x 10 4 N/m 2 . La capacidad del recipiente es de 1 x 10" 4 
i 3 , y la curva Ap contra q (razón de flujo de masa) se da en la Fig. 5-70(b). La tem- 
iratura del sistema completo es de 30°C, y el proceso de expansión se supone isotér- 
iico. Obtenga un modelo matemático del sistema. 



fig. 5-70. (a) Sistema de presión neumática; (b) curva de diferencia 
de presión contra razón de flujo de masa. 


roblema B-5-13. Considere el sistema neumático de presión mostrado en la Fig. 5-71. 
urante t < 0 , la válvula de entrada está cerrada, la válvula de salida está totalmente 
)ierta a la atmósfera, y la presión p^ en d recipiente es la presión atmosférica, en t = 0 
válvula de entrada se abre totalmente. El tubo de entrada está conectado a una fuente 
i presión que suministra aire a la presión constante de p it donde p x - 0.5 x 1(P N/m 2 
anométrica. Suponga que d proceso de expansión es isotérmico (n = 1) y que la tempe* 
tura del sistema completo permanece constante. 

Determine la presión en estado estable p a en el recipiente después que la válvula 
i entrada se haya abierto completamente, suponiendo que las válvulas de entrada y 
lida son idénticas; es decir, ambas válvulas tienen idénticas características de flujo. 

i 

•roblema B-5-14. Explique cómo el circuito mostrado en la Fig. 5-72 actúa como 
i circuito de memoria. 
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Fig. 5-71. Sistema neumático de presión. 



Fig. 5-72. Circuito de memoria eléctrica. 

* Problema B-5-15. La figura 5-73 es un diagrama esquemático de un dispositivo 
fluídico. ¿Qué función realiza este dispositivo? 



‘Problema B-5-16. Obtenga un circuito lógico para la siguiente expresión lógica 
usando solamente elementos ÑOR. 

X=A(B + C)(Á + C ) 

Problema B-5-17. Obtenga un circuito lógico que realice la función lógica mostra¬ 
da en la tabla 5-11. 

‘Problema B-5-18. Construya un circuito lógico que dé la tabla de verdad mostra¬ 
da en la tabla 5-12. 





Fig. 5-74. Circuito lógico. 

oblema B-5-20. Usando solamente elementos ÑOR, construya un circuito lógi- 
ue represente la siguiente declaración. Una compuerta está normalmente en posi- 
de cerrada. La compuerta se abre si los conmutadores Ay B son ambos abiertos 
se abre el conmutador de emergencia C. 


























































TRANSFORMADA DE LAPLACE 


6-1 INTRODUCCIÓN 

El método de la transformada de Laplace es un método operacional que 
puede usarse ventajosamente en la solución de ecuaciones diferenciales linea¬ 
les, invariantes en el tiempo. Su ventaja principal es que la diferenciación de la 
función del tiempo corresponde a la multiplicación de la transformada por 
una variable compleja s , y así las ecuaciones diferenciales en el tiempo se ha¬ 
cen ecuaciones algebraicas en s. La solución de la ecuación diferencial 
puede, por tanto, encontrarse mediante el uso de una tabla de transforma¬ 
das de Laplace o por la técnica de expansión en fracciones parciales. Otra 
ventaja del método de la transformada de Laplace es que, al resolver la 
ecuación diferencial, las condiciones iniciales quedan automáticamente 
incluidas y tanto la solución particular como la solución homogénea pueden 
obtenerse simultáneamente. 

En este capitulo no se hace énfasis en el rigor matemático sino en los 
métodos de aplicación a problemas asociados con el análisis y el diseño de 
sistemas lineales. 

El esquema del resto del capitulo es como sigue. La sección 6-2 trata de 
los números complejos, las variables complejas y las funciones complejas, los 
cuales normalmente se incluyen en los cursos de matemáticas requeridos por 
los estudiantes de ingeniería del nivel de segundo grado. La sección 6-3 defi¬ 
ne la transformada de Laplace y deriva transformadas de Laplace en fun- 
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dones del tiempo simples, y en la sección 6-4 se dan teoremas útiles sobre la 
transformada de Laplace. La transformada inversa de Laplace, o sea el pro¬ 
ceso matemático de obtener funciones del tiempo de expresiones de variable 
compleja, transformadas de Laplace, se cubre en la Sec. 6-5. La sección fi¬ 
nal, Sec. 6-6, expone la solución de ecuaciones diferenciales lineales e inva¬ 
riantes en el tiempo a través del método de la transformada de Laplace. 

6-2 NÚMEROS COMPLEJOS, VARIABLES COMPLEJAS 

Y FUNCIONES COMPLEJAS 

Puesto que esta sección es una revisión de los números complejos, el ál¬ 
gebra compleja, las variables complejas, y las funciones complejas y puesto 
que la mayor parte del material cubierto generalmente se incluye en los cur¬ 
sos de matemáticas básicas para estudiantes de ingeniería, puede omitirse 
por completo o usarse simplemente para consulta personal. 

Números complejos. Usando la notación j = V— U todos los números 
en los cálculos de ingeniería se pueden expresar como 

z = x + jy 



Fig. 6-1. Representación en el pla¬ 
no complejo de un número com¬ 
plejo z. 


donde a z se le llama número complejo y a x y y sus partes real e imaginaria 
respectivamente. Nótese que tanto x como y son reales y que la j es la única 
cantidad imaginaria en la expresión. La representación de z en el plano 
complejo se muestra en la Fig. 6-1. (Nótese también que el eje real y el eje 
imaginario defínen el plano complejo y que la combinación de un número 
real y un número imaginario defíne un punto en el plano complejo.) Un nú¬ 
mero complejo z puede considerarse un punto en el plano complejo o un 
segmento de recta dirigido al punto; ambas interpretaciones son útiles. 

La magnitud, o valor absoluto de z, se defíne como la longitud del seg¬ 
mento de recta dirigido, mostrado en la Fig. 6-1. El ángulo dez es el ángulo 
que el segmento de recta dirigido forma con el eje real positivo. Para la me- 



StC.6-2 


Números Complejos, Variadles Complejas y Funciones Complejas 321 


dición de los ángulos se define como dirección positiva la del sentido contra¬ 
río a las manecillas del reloj. 

Magnitud de z = \z\ - y/x* + y 2 > Ángulo de z = 6 - tan 1 — 

x 

En términos de la magnitud y el ángulo, z puede expresarse como z = \z\/±, 
la cual se llama la forma potar de z, en oposición a la forma z = x + jy> la 
cual se llama forma rectangular de z. Asi que z puede escribirse como 

z = x + jy - \z\/JL 

donde x = \z\ cosdyy = |z| sen 0. 

Complejo conjugado. El complejo conjugado de z = x + jy se define 
como 

z = x - jy 

Tiene la misma parte real que z y una parte imaginaria que es la negativa de 
la parte imaginaría de z. La Fig. 6-2 muestra a z y a z. Nótese que 

z = x + jy — \z\¡_6_ = | z [ (eos 0 + jsenO) 

z — x — jy — | z | /— 0 — | z | (eos 9 — j sen Q) 


Fig. 6-2. Número complejo z y su 
complejo conjugado z- 



Teorema de Euler. Las expansiones de seríes de potencia de eos $ y 
sen 0 son, respectivamente. 


a i 0 2 . & O 6 

COS0-1- 2Í + 4J- 6f+ •" 

„„ fl a 6’ , 0> O 1 , 

sene = e_ 3! + 51“ 71+ •• 


Y por lo tanto, 

eos $ + j sen 6 = 1 -1- ( jQ ) + + 

Puesto que 


e* = 1 + x + 




uey , (jdy 

■f • • • 
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mos que 


cos0 + ysen0 = e J * 


ta se conoce como teorema de Euler. 

Al usar el teorema de Euler, podemos expresar seno y coseno en forma 
npleja. Observando que e~# es el complejo conjugado de e* y que 


e }9 — eos 0 4 - jsenB 


e -' 9 — eos 6 — jsenO 


ron tramos, después de sumar y restar estas dos ecuaciones, 

COS 0 “ 


__ e ie 4 - e- je 


sen 0 = 


e je _ e -je 


2j 


Diferentes formas de representar números complejos. Un número 
nplejo puede escribirse en varias formas 


«r 


z = x+jy 

2 = |z| (eos 0 -f jsenO) 


(formas rectangulares) 


z = |z |/_0 
z — | z | e J9 

ivirtiendo números complejos de la 

\z\ = Jx* +y\ 

a convertir números complejos de 1 

x — | z | eos 0, 


(formas polares) 

forma rectangular a la polar, 

0 = tan -1 X 
x 

i forma polar a la rectangular, 
y = |z|sen0 


Algebra compleja. Si los números complejos se escriben en la forma 
:uada, se pueden efectuar fácilmente operaciones como la adición, la 
racción, la multiplicación y la división. 


idad de los números complejos. Se dice que dos números complejos z y 
n iguales si y sólo si sus partes reales son iguales y sus partes imaginarias 
iguales. De modo que si se escriben dos números complejos 

z = x+jy, w — u+jv 
nces z = w si y sólo six = uyy = v. 


ión. Dos números complejos en la forma rectangular se suman me¬ 
te la adición de las partes reales y las partes imaginarías separadamente. 

Z + W = (x +jy) + (u + jv) — (x + u) + j(y -f v) 
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Sustracción . La sustracción puede considerarse como la adición del negativo. 
z-w = (. x+jy ) - (u + jv) = (x - u) + j(y ~ v) 

Nótese que la adición y la sustracción pueden hacerse fácilmente en el plano 
rectangular. 


Multiplicación . Si un número complejo se multiplica por un número real, 
entonces resulta un número complejo cuyas partes real e imaginaria están 
multiplicadas por ese número real. 

az = a(x + jy) = ax + jay 

Si aparecen dos números complejos en su forma rectangular y queremos el 
producto en la forma rectangular, la multiplicación a cabo utilizando el hecho 
de que y 2 = - 1. Así, si dos números complejos se escriben 

z = x+jy, w = u+jv 


entonces 

zw = (x -f- jy)(u -f- jv) = xu+jyu+jxv+ j 2 yv 
= (xu — yv) +j(xv + yu) 

En la forma polar, la multiplicación de dos números complejos puede ha¬ 
cerse fácilmente. La magnitud del producto es el producto de las dos magni¬ 
tudes, y el ángulo del producto es la suma de los dos ángulos. De modo que 
si dos números complejos se escriben 

z = \z\/d, w = \w\IJ>_ 

entonces 

zw = l*||wl /fl + 0 


Multiplicación por j. Es importante notar que la multiplicación por j es 
equivalente a una rotación de 90° contraria al sentido de las manecillas del 
reloj. Por ejemplo, si 

z = x+jy 

entonces 

jz =j(x + jy) = jx + j 2 y = -y + jx 



Fig. 6*3. Multiplicación de un nú¬ 
mero complejo z por j. 
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observando que j — 1 /90°, si 

z = \z\l_0_ 

tone es 

jz= 1/90°.i z\¡_e_ = \z\ ¡$ 4- 90° 

figura 6-3 ilustra la multiplicación de un número complejo z por j. 

visión. Si un número complejo z — \z\j_6_ se divide entre otro núme- 
complejo w = | w\ ¡jj >_, entonces 

Z \Z\ ¡O \ Z \ ¡n a 

W “ wt/J “ M 

r lo tanto, el resultado consiste en el cociente de las magnitudes y la dife- 
icia de los ángulos. 

La división en la forma rectangular es inconveniente, pero puede efec- 
irse mediante la multiplicación del denominador y numerador por el 
mplejo conjugado del denominador. Este procedimiento convierte el de- 
minádor en un número real y se simplifica así la división. Por ejemplo, 

_L — * + J[y _ (x + jy\u — jv) = (xu -f yv) + j(yu — xv ) 
w u + jv (u -j- jv\u — jv) u 2 + v 2 

_ xu + yv i - yu — xv 
~ U 2 -f V 2 J U 2 -j- V 2 

visión entre j. Nótese que la división entre j es equivalente a una rotación 
90° en el sentido de las manecillas del reloj. Por ejemplo, si z = x + jy, 
tonces 

_L _ x+ jy _ (x + jy)j _ jx-y _ _ . 

i ~ i ” Jj ~ -i ~ y J 

?ien 

= 5! 

figura 6-4 ilustra la división de un número complejo z entre j . 



Flg. 6-4. División de un número 
complejo z entre y. 
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Potencias y raíces. Multiplicando z por sí mismo n veces, obtenemos 

2 " = (\z\l_9_y = \z\”[nO 

La extracción de la raíz n-ésima de un número complejo es equivalente a ele¬ 
var el número a la potencia 1/n-ésima. 


2 l/m 


= (M¿*> , " = !* 



Por ejemplo, 

(8.66 -J5y = (10 /—30° ) 3 = 1000 /—90° = 0 -j 1000 = -J1000 
(2.12 -/2.12) 1 ' 1 = ( 9/—45° ) 1/2 = 3/-22.5° 


Comentario. Es importante notar que 

\zw\ = \z\\w\ 

\z 4 - w\ ^ \z \+ \w\ 


Variable compleja. Un número complejo tiene una parte real y una 
parte imaginaria y ambas partes son constantes. Si la parte real y/o la parte 
imaginaria son variables, el número complejo se llama variable compleja. 
En la transformada de Laplace usamos la notación s como una variable 
compleja; esto es, 

s — a 4- ja> 

donde a es la parte real y w es la parte imaginaria. 

Fundón compleja. Una fundón compleja i^s), como función de s t 
tiene una parte real y una parte imaginaría o 

f(s) = F x +jF, 

donde F x y F y son cantidades reales. La magnitud de F\s) es JF\ + F*, y el 
ángulo 6 d eF{s) es tan -1 (F y /F x ). El ángulo se mide en el sentido al de las ma¬ 
necillas del reloj desde el eje real positivo. El complejo conjugado de F(s) es 
F\s) = F x - jF y . 

Las funciones complejas comúnmente encontradas en el análisis de sis¬ 
temas lineales son fundones univaluadas de 5 y están unívocamente deter¬ 
minadas para un valor dado de 5 . La forma típica de tales funciones es 

r/ c x _ K ( s + 4- zj • ♦ - (s + zj 

K) (s +PiXs -\-p z ) ••• (s +p„) 

Los puntos en los cuales F{s) vale cero se llaman ceros. Esto es, s = —Zi,s = 

—Zj, . . . , s = — z„ son ceros de f\s). Los puntos en los cuales F{s) es 
igual a infinito se llaman polos. Esto es, s = -p lt s - -p 2t ... ,s = - p„ 
son polos de F{s). Si el denominador de F{s) contiene factores de k múltiples 
(s -l- pY, entonces s = —p se llama polo múltiple de orden k. Si k = 1, el 
polo se llama polo simple. 
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•ara ilustrar lo anterior, considere la función compleja 

= K{s + 2Xj -f 10) 
s(s -I- 1 )(s 4 5Xj + 15) 2 

iene ceros en s = - 2, s = - 10, polos simples en s = 0, s = -1,5 = 
i un polo doble (polo múltiple de orden 2) en 5 = - 15. Nótese que 
e hace cero en s = «. Puesto que para grandes valores de 5 



o^ee un triple cero (cero múltiple de orden 3) en s = oo. Si se incluyen 
ntos en el infinido, G(j) tiene el mismo número de polos y ceros. Re¬ 
ndo, G(s) tiene cinco ceros (5= —2, 5 = — 10, 5 = 00,5 = 00 , 5 = 
cinco polos (s = 0, s = —1,5= -5, s - -15, s = -15). 

RANSFORMADA DE LAPLACE 

.demás de la definición de la transformada de Laplace, esta sección inclu- 
nplos de cómo obtener transformadas de Laplace de funciones comunes. 

ransformadas de Laplace. Definamos 

\t) = una función del tiempo tal que f{t) = 0 para i < 0. 

5 = una variable compleja 

«C = un símbolo operacional que indica que la cantidad a la que 
antecede se va a transformar por la integral de Laplace 

P e-' dt 

Jo 

( 5 ) = transformada de Laplace de f{t) 
ces la transformada de Laplace está dada por 

£[/(')] = F(s) = f V" <*[/(0J= \~ f{t)e-“dt 

Jo Jo 

ceso inverso de encontrar la función del tiempo F\t) de la transforma- 
Laplace f\s) se llama transformada inversa de Laplace. La notación 
ransformada inversa de Laplace es£ _1 . Asi, 

£- l [F(s)] -/(/) 

listencía de la transformada de Laplace. La transformada de Lapla- 
ína función TV) existe si la integral de Laplace converge. La integral 
ge si J{t) es continua seccionalmente en cada intervalo finito en el 
t > 0 y si es de orden exponencial cuando / tienda a infinito. Se dice 
a función f{t) es de orden exponencial si existe una constante real po- 
7 , tal que la función tienda a cero cuando t tienda a infinito. Si el 

'-"I/MI 
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límite de la función tiende a cero para una a mayor que a c y el lí¬ 

mite tiende a infinito para una a menor que a c , el valor a c se llama abscisa de 
convergencia . 

Puede verse que, para funciones tales como /, sen wf, y t sen cor, la abs¬ 
cisa de convergencia es igual a cero. Para funciones como e ~ ct , te~ e \ e~ ct 
sen cor, la abscisa de convergencia es igual a - c. En el caso de funciones que 
se incrementan más rápido que la función exponencial, sin embargo, es im¬ 
posible encontrar valores adecuados de la abscisa de convergencia. En con¬ 
secuencia, funciones tales como e? y uf no poseen transformada de Laplace. 

No obstante, debe notarse que aunque e? entre 0 < t < » no posea 
transformada de Laplace, la función del tiempo definida por 

/(r) = e í * para 0 < t < T < oo 
= 0 para t < 0, T < t 

sí la posee, puesto que^r) = e? se define solamente para un intervalo limi¬ 
tado 0 < t < T y no para 0 < t < oo. Así pues, se puede generar 
físicamente una señal. Nótese que las señales que se pueden generar física¬ 
mente tienen siempre la correspondiente transformada de Laplace. 

Si las funciones f x (t) y/ 2 (r) son ambas transformables por Laplace, en¬ 
tonces la transformada de Laplace de f x (t) + f 2 {t) está dada por 

£[m+m\ = £[/,(/)] + £[/ 2 (r)] 


Función exponencial. Considérese la función exponencial 

f(t) = 0 para t < 0 
= Ae~*‘ para t > 0 


donde A y a son constantes. La transformada de Laplace de esta función 
exponencial puede obtenerse como sigue 



Ae~ a, e~ u dt — A 



<r <a+1) ' dt 


A 

s 4- a 


Al efectuar esta integración, supusimos que la parte real de s es mayor que 
— a (la abscisa de convergencia) y por lo tanto, que la integral converge. La 
transformada de Laplace F\s) de cualquier función transformable por 
Laplace f{t) obtenida de este modo es válida en todo el plano s excepto en 
los polos F{s). (Aunque no presentamos una prueba de esta declaración, ésta 
puede probarse mediante el uso de la teoría de la variable compleja.) 


Función escalón. Considérese la función escalón 

f( t ) = 0 para t < 0 
= A para / > 0 

donde A es una constante. Nótese que es un caso especial de la función ex- 
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ponencial Ae~ at , donde a - 0. La función escalón es indefinida en í = 0. 
Su transformada de Laplace está dada por 

&[Á[ = f Ae-« dt = — 

Jo 5 

La función escalón cuya altura es la unidad se llama función escalón 
unitario. La función escalón unitario que ocurre en t = t Q se escribe fre- 
;uentemente 1 (t - /„), notación que se usará en este libro. La función esca¬ 
lón precedente cuya altura es A se puede escribir Al(t). 

La transformada de Laplace de la función escalón unitario que está de¬ 
finida por 

1(0 = 0 para t < 0 
= 1 para t > 0 

2S 1/S O 

£[!(<)] = -f 

«J 

Físicamente, una función escalón que ocurre en t - t Q corresponde a una 
señal constante aplicada súbitamente al sistema en un instante t igual a / 0 . 

Función rampa. Considérese la función rampa 

/(O = 0 para t < 0 
= At para t ^ 0 

donde A es una constante. La transformada de Laplace de esta función 
rampa se obtiene como 

St[At) = J Ate'" dt = At - f dt 
= — í" e-" dt =4 

a J. í 1 


Función senoidal. La transformada de Laplace de la función senoidal 

/(O = 0 para t < 0 

= Usenet)/ para /^o 

ionde A y <a son constantes que se obtienen como sigue. Observando que 

e j0 >' = eos <Dt + Jsen coi 
e~ Jmt = cosco/ — j sen cot 


sen (Dt — — e~ Jcot ) 

Aí 


zn oit puede escribirse 
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Por lo tanto, 

£[A sen o)t] = ~ j ( e Jcot — dt 

_ A_ 1 _ A_ 1 _ Acó 

~ 2j s —jco 2] s 4- jen ~ s 2 4- co 2 

En forma similar, la transformada de Laplace de A eos u>/ puede derivarse 
como sigue: 

£[A eos cot] — - i ~ 

Comentarios. La transformada de Laplace de cualquier función J\t) 
transformable por Laplace puede encontrarse multiplicándolo por e~” y 
luego integrando el producto desde /, = 0 hasta t = oo. Sin embargo, una 
vez que conozcamos el método para obtener la transformada de Laplace, no 
es necesario derivar la transformada de Laplace de f{t) cada vez. Pueden 
usarse convenientemente tablas de transformadas de Laplace para en¬ 
contrar la transformada de cualquier función dada J[t). La tabla 6-1 
muestra transformadas de Laplace de funciones del tiempo que aparecerán 
frecuentemente en el análisis de sistemas lineales. En la tabla 6-2 se dan las 
propiedades de las transformadas de Laplace. La mayor parte de ellas se ob¬ 
tiene o se prueba en la sección 6-4. 

6-4 TEOREMAS DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 

En la siguiente exposición explicaremos las transformadas de Laplace 
de varias funciones asi como teoremas sobre la transformada de Laplace que 
son útiles en el estudio de los sistemas lineales. 

Fundón trasladada. Obtengamos la transformada de Laplace de la 
fundón trasladada^/ - a)l(/ - ex), donde a ^ 0. Esta fundón es cero para 
/ < a. Las fundones^(/)1(/) y flt — a)l(/ — ex) se muestran en la Fíg. 6-5. 




Fig. 6-5. Función/(OUO y fundón trasladada — or)l(/ — a). 
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Por definición, la transformada de Laplace d ej{t - <x)l(/ — a) es 
£[f(t — <*)!(/ — a)] = í f(t — a) 10 — a)ír" dt 

J 0 

cambiar la variable independiente de t a r, donde r = t - a, obtenemos 

J o /O — oc)10 — a)e _ " dt — J /(T)l(r)e~' <t+ * ) dx 

aservando queyit)l(T) = 0 para t < 0 , podemos cambiar el limite inferior 
integración de - a a 0. Asi, 

J /(T)l(T)e“' (t+a) dx = J /( t)1(t>' ,{ t+b> dx 

= í”/(T)e■' 1r ^ _#, dx 

Jo 

= «■" f°°/(T)e-' r rfr = e~ a 'F(s) 

Jo 

>nde 

/W = £[/(')] = ["/C*-* 

Jo 

así, 

£[f{t — a)l(f — a)] = e~*'F(s) a ^ 0 

ta última ecuación establece que la traslación de la función del tiempo 
U(í) en a (donde ot 5: 0) corresponde a la multiplicación de la transfor¬ 
ma F{s) por e~ w 

Función pulso. Considérese la función pulso 

/(0 = ~ para 0 < / < f 0 
*0 

— 0 para t < 0, / 0 < t 
ide A y / 0 son constantes. 

La función pulso puede considerarse aquí como una función escalón de 
ira A/t 0 que empieza en t = 0 y que está sobreimpuesta por una función 
alón negativa de altura A/t 0 que empieza en t = t 0f esto es, 

*0 *0 

:onces, la transformada de Laplace d ej{t) se obtiene como 

svm = £ [t;I(0] - - /.)] 

— — _ A 

toS t 0 S 

=/.(I - *-“•> 


( 6 - 1 ) 



Tabla 6-1. Pares de transformadas de Laplace 



m 

F{s ) 

1 

Impulso unitario ¿(0 

1 

2 

Medida unitaria 1(/) 

s 

3 

t 

± 
s 2 

4 

(«-!)! (n 1 ’ 2,3 ’** ) 

1 

s n 

5 

/" (/i = 1,2, 3,...) 

ni 
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abla 6-1. (Continuación) 
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Tabla 6-2. Propiedades de la transformada de Laplace 


1 

&[Af(0) = AF(s) 

2 

£[/>(/) ±MO) = F,(í) ± F 2 (j) 

3 

£i[^/«)] = rfW -/(0±) 

4 

£±[^/(0] = iW - j/(0±)-/(0±) 

5 

£±[^¡/(')] - i-F(í) - ¿ í*-*/(0±) 

<*-!) Ah- 1 ,, . 

donde /(f) - ¿pp=r/W 

6 

£±[J/(/) d/J - F(í) + 

7 


8 

J 2 ± [J • • • J/ ( r) (<*)•] = + 1 ¿ jffm [ J • • • J7(0 «O*}.,* 

9 

Js[j/ ( 0*]=^ 

10 

f**/(/) df = Um F(s) si f°°/(Odi existe 

Jo *-»0 Jo 

11 

£[e-«/(/)l = F(J + a) 

12 

£!/(/ - a)l(r - *)] = e-«F(j) « > 0 

13 

£[</(»>! = 

14 

£!»*/(/)] - 

1S 

w-f(oi = (-ir£im « = i,2,j.... 

16 

£[y/<»)] = J"FW<í> 


17 


*[/(£)] - 
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Función impulso. La función impulso es un caso especial del limite de 
i función pulso. Considérese la función impulso 

/(r) = lím para 0 < t < t a 

fo^O *o 

= 0 para t < 0, /„ < t 


uesto que la altura de la función impulso es A/t 0 y la duración es f 0 , el área 
ajo el impulso es igual a A. Cuando la duración t 0 tiende a cero, la altura 
/t 0 tiende a infinito, pero el área bajo el impulso permanece igual a A. Nó- 
:se que la magnitud del impulso se mide mediante esta área. 

En relación con la Ec. (6-1), la transformada de Laplace de esta fuñ¬ 
ón impulso resulta ser: 

£[/(,)] = lím \An - e -.)l 
ro-o Lío^ J 


= lím 

1&-+Q 


dt: 


IA( 1 - *-"•)] 





A 


kSi, la transformada de Laplace de la función impulso es igual al área bajo 
I impulso. 

La función impulso cuya área es igual a la unidad se llama función im- 
ulso unitario o función delta de Dirac. La función impulso unitario que 
:urre en t = / 0 , se denota usualmente por ó(í - t 0 ). 5(/ - t 0 ) satisface lo si¬ 
túente: 


S(t - /„) = 0 para t ^ t Q 
d(t — t 0 ) = oo para t = /„ 

í°° ¿(t ~ t 0 ) dt = 1 

J — oo 

Debe mencionarse que un impulso que tenga magnitud infinita y dura- 
ón cero es una ficción matemática y no ocurre en los sistemas físicos. No 
bstante, si la magnitud de un pulso de entrada a un sistema es muy grande 
su duración es muy corta comparada con las constantes de tiempo del sis¬ 
ma, entonces podemos aproximar el pulso de entrada mediante una fuñ¬ 
ón impulso. Por ejemplo, si una fuerza o par de entrada^/) se aplica a un 
stema durante muy corto tiempo 0 < / < f 0 » donde la magnitud dey(/) es 

ifícientemente grande para que la integral f ,B f{t)dt sea no despreciable. 

Jo 

itonces esta entrada puede considerarse una entrada impulso. (Nótese que 
lando describimos la entrada impulso, el área o magnitud del impulso es lo 
ás importante, pero la forma exacta del impulso casi siempre carece de im- 
Drtancia.) La entrada impulso suministra energia al sistema en un tiempo 
finitesimal. 
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El concepto de función impulso es muy útil para diferenciar funciones 
discontinuas. La función impulso unitario 5(í - ¿ 0 ) puede considerarse como 
la derivada de la función escalón unitario 1(/ - / 0 ): en el punto de la discon¬ 
tinuidad / = / 0 , o bien 

Reciprocamente, si se integra la función impulso unitario 6(/ - / 0 ), el resul¬ 
tado es la función escalón unitario 1(/ — t 0 ). Con el concepto de la función 
impulso podemos diferenciar una función que contenga discontinuidades, 
dando impulsos, cuyas magnitudes sean iguales a la magnitud de cada una 
de las correspondientes discontinuidades. 

Multiplicación de J\t) por e' at . Si J{t) es transformable por Laplace, 
siendo f{s) su transformada de Laplace, entonces la transformada de 
Laplace de e~ at f{i) se obtiene como 

£[e-‘ r /(0] = P e‘ M f(t)edt = F(s + a) (6-2) 

Vemos que la multiplicación áej\t) por e~ at tiene el efecto de reempla¬ 
zar s por (s + a) en la transformada de Laplace. Reciprocamente, cambian¬ 
do a s por (s + a) se tiene el equivalente de multiplicar J{t) por e~ al . (Nótese 
que a puede ser real o compleja.) 

La relación dada por la Ec. (6-2) es útil para encontrar las transforma¬ 
das de Laplace de funciones tales como e~ at sen w/ y e~ al eos coi. Por 
ejemplo, puesto que 

£[senct)í] = = F ( s ) £ t cos *>'3 = ¿ 2 -qr^í = G 

se sigue de la Ec. (6-2) que las transformadas de Laplace de e _erí sen o>t y e~ 
eos t»>/ están dadas, respectivamente, por 

42[e‘"senra(] = F(s + «) = + g y + ¿2 

£[*-' eos M) = C(s + «) = (7 /¿ «_ ¿i 

Comentarios sobre el limite inferior de la integral de Laplace. En algu¬ 
nos casos, f{t) posee una función impulso en / = 0. Por tanto, el límite infe¬ 
rior de la integral de Laplace debe ser claramente especificado como 0- o 
0 +, puesto que las transformadas de Laplace d ef{t) difieren para esos dos 
limites inferiores. Si se necesita tal distinción entre los limites inferiores de 
la integral de Laplace, usamos las notaciones 

£ + [/(0]= f(t)e-'dt 

J 0 + 

£-[/«)] = f“ /O*-' di = £.[/(()] + f(t)e-dt 
Jo- Jo- 
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i J\í) involucra una función impulso en / = 0, entonces 

<C + [/(0] * £_[/(/)] 

uesto que 

í° dt^O 

Jo- 


ara tal caso. Obviamente, si J{t) no posee una función impulso en / = 0 
:sto es, si la función por transformar es finita entre t = 0— y t = 0+), en- 
>nces 


¿U/(')] = £-[/(/)] 


Teorema de la diferenciación. La transformada de Laplace de la deri¬ 
ada de una función J{t) está dada por 

= sF(s) - /(O) (6-3) 

onde A0) es el valor inicial dtflt) evaluada en / = 0. 

Para una función dada./(?)> los valores de/(0+) y ./(O—) pueden ser los 
lismos o diferentes como se ilustra en la Fig. 6-6. La distinción entrego +) 
/(0-) es importante cuando f{t) tiene una discontinuidad en t = 0 porque 
i tal caso 



flg. 6-6. Fundón escalón y fundón seno indicando los valores mi- 
dales en t = 0— y t - 0+. 

fiX)/dt involucrará una función impulso en / = 0. Si/(0 + ) * f(0—), la 
c. (6-3) debe modificarse a 

je + [^/ ( o] = if(i)-/<°+) 

£-[^/ ( 0 ] = sF(s)-f(0-) 
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Para probar d teorema de la diferenciación, Ec. (6-3), procedemos como 
sigue. La integración por partes de la integral de Laplace da 

Por lo tanto, 

**> = fJ r + 

Se sigue que 

£ [^ /(,) ] = sFU) ~ m 

En forma similar, obtenemos la siguiente relación para la segunda deri¬ 
vada de J{t): 

je[ap/0>] = s 2 F(s) -sf( 0) - /(O) 

donde j^O) es el valor de dfif)/dt evaluada en / = 0. Para obtener esta 
ecuación, defínase 

$¡m = g(f) 

Entonces, 

JE[^/W] = £[¿g(0] = í£[«(01 - «(0) 

= - /(O) 

= s'F(s) - sf(<S) - fm 

En forma similar, para la /z-ésima derivada de f{t), obtenemos 

£ [s“' /(,) ] = S " F(S) ~ s ’~' m ~ s "^ (0) - 7( ¿ ) 


<«- » 

donde fi0 ), ./(O), ...» fifi) representan los valores de fit)> dfif)/dt y . . . , 
d^-^fif)/dt*-'*i respectivamente, evaluadas en t = 0. Si es necesaria la dis¬ 
tinción entre JB+ y £_, sustituimos / = 0+ o / = 0- en/(0. dfit)/dt ,. . . , 
d {n ~ y) fit)/d6 H ~ { \ dependiendo de que tomemos £+ o JB_. 

Nótese que para que existan las transformadas de Laplace de las deri¬ 
vadas de J[t), d’f(t)/dt n {n - 1, 2, 3, . . .) deben ser transformables por 
Laplace. 

Nótese también que si todos los valores iniciales dtfit) y sus derivadas 
son iguales a cero, entonces la transformada de Laplace de la n-ésima deri¬ 
vada de./(f) está dada por &JF{s). 
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Ejemplo 6-1. Considérese la función coseno. 

#(/) = 0 para t < 0 

= A eos (út para t > 0 

La transformada de Laplace de esta función coseno puede obtenerse directamente 
como en el caso de la función seno (véase la Sec. 6-3). El uso del teorema de la dife¬ 
renciación, sin embargo, se demostrará aquí derivando la transformada de Laplace 
de la función coseno de la transformada de Laplace de la función seno. Si definimos 

/(/) = 0 para / < 0 

= sencor para / ;> 0 

entonces 

£ [sen cor] = F(s) = 

La transformada de Laplace de la función coseno se obtiene como 

' £[ A eos cot] = £ [-^ (~ sen O)/)] = ~[*F(s) - /(0)J 

_ A_\ SCO _ q"1 _ As 
co Lj 2 + (o 2 U J — s 1 *f (o 2 


Teorema del valor final. El teorema del valor final relaciona el com¬ 
portamiento dey(/) con el comportamiento de sf{s ) en la vecindad de s = 0. 
Este teorema, sin embargo, se aplica si y sólo si lím, JOO /(/) existe, [lo cual sig¬ 
nifica que/(i) se aproxima a un valor definido cuando t — ».] Si todos los 
polos de sFl(s) caen en la mitad izquierda del plano s, lím,_„./(/) existe. Aún, 
si sF(s) tiene polos en el eje imaginario o en la mitad derecha del plano s,J{t) 
contendrá funciones del tiempo oscilatorias o con incremento exponencial, 
respectivamente, y el lím f ^ n J{t) no existirá. El teorema del valor final no se 
aplica en tales casos. Por ejemplo, si J[tl es la función senoidal sen o>t, sF{s) 
tiene polos en s = ± jo¡ y el lím,^*/^/) no existe. Por lo tanto, este teorema 
no es aplicable a tal función. 

El teorema del valor final debe establecerse como sigue. Si J{t) y 
dj{t)/dt son transformables por Laplace, si Fl(s) es la transformada de 
Laplace d ej{t), y si el lím,_ ^/{t) existe, entonces 

lím /(O = lím sF(s ) 

f-«0© f“*0 

Para probar el teorema, hagamos que s tienda a cero en la ecuación de 
la transformada de Laplace de la derivada de f{t) o 

lím ["[—/(r)]*-" dt = Um (¿F(í) - /(O)] 
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Puesto que lím I -. 0 e ~" = 1, obtenemos 


f [>>]* - m 


= /(°°) ~/(0) 


de la cual 


= lím sF(s ) - /(O) 

í-0 


/(oo) = lím /(/) = lim íF(í) 

f-#oo l-*0 


Ejemplo 6-2. Dada 


£[/(/)] = F(s) = 


1 

s(5 4- 1) 


¿cuál es el lim,..»./(/)? 

Puesto que el polo de sF{s) = 1/(5 + 1) cae en la mitad izquierda del plano 5, el 
lim,_a, fít) existe. Por lo tanto, el teorema del valor final es aplicable en este caso. 

lím/(O =/( oo) = lím sF{s) = lím T S . -r: = lím —^ = 1 

De hecho, este resultado puede verificarse fácilmente, puesto que 

/(/) = 1 - e' f para t ^ O 


Comentarios. El teorema del valor final no se aplica si sF\¿) posee polos 
en el ejeyco o en la mitad derecha del plano s. Debe notarse que s/^s) puede 
poseer formalmente un polo simple en el origen, entendiendo que no posee 
ningún otro polo en la mitad derecha del plano s incluyendo al eje jw y que 
el linri s _ 0 sF{s ) exista. 

Considérese la función 

/(/) = 0 / < O 

= / O <t<T 

= T T < í 



Flg. 6-7. Función J\t) definida por 
At) = O para t < O, J{t) = / para O «í 
1 s T, y J{t) - TG para T < t. 


O 
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Esta función está graficada en la Fig. 6-7. La función ./(f) puede considerar¬ 
se como 


m = 'UO -{t- T)\{t - T) 

* 

La transformada de Laplace de J{t) es 

*[/(0] = m = wm - m - r> i« - r» 



En consecuencia, 


sF(s) = 



Asi, sF{s) posee formalmente un polo simple en el origen, pero no otros po¬ 
los en la mitad derecha del plano s, incluyendo al eje jo>. Puesto que 

lím sF(s) = lím -~ g — 

/“•O i-*0 s 


lím 

s-+Q 


Ts« ~ 

- 2 - 

ds 5 


lím 

•-o 


Te 


-Tt 


= r 


vemos que el limite de sF{s) existe cuando s —> 0. Por lo tanto, el teorema del 
valor final se aplica en este caso o 

lím/(i) = lím sF(s) = T 

f-w» i-tQ 


Teorema del valor inicial. El teorema del valor inicial expuesto a conti¬ 
nuación es la contraparte del teorema del valor final. Mediante el uso de este 
teorema, somos capaces de encontrar el valor de f{t) en t - 0+ directa¬ 
mente de la transformada de Laplace de J{t). El teorema del valor inicial no 
da el valor d ej{t) exactamente en t - 0, sino en un tiempo ligeramente ma¬ 
yor que cero. 

El teorema del valor inicial puede establecerse como sigue. Si fljt) y 
df{t)/dt son ambas transformables por Laplace y si el lím,.. ^sFis) existe, en¬ 
tonces 


/(0+) = lím sF(s) 

|-f«o 

Para probar este teorema, usamos la ecuación de la transformada £+ 
de df{t)/dt. 


•C+[gf/(0] = —/(0+) 

En el intervalo de tiempo 0+ ^ / <x oo, cuando s tiende a infinito, e -* tien- 
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de a cero. (Nótese que debemos usar£ + mejor que£- para esta (condición.) 
En consecuencia. 


lím f f-£/(')V" di = Hm [íF(s) - /(0-|-)] - 0 

t-'O'Jo+Lu 1 J *-* OT 


o bien 


/(O- ) = iím jF(j) 


I -« 


Al aplicar el teorema del valor inicial, no estamos limitados por la loca¬ 
lización de los polos de sF(s). Así que el teorema del valor inicial es válido 
para la función senoidal. 

Debe notarse que el teorema del valor inicial y el teorema del valor final 
proporcionan una verificacón conveniente de la solución, puesto que nos ca¬ 
pacitan para predecir el comportamiento del sistema en el dominio del tiem¬ 
po sin transformar realmente las funciones en 5 de regreso a funciones del 
tiempo. 

Teorema de la integración. Si^/) es de orden exponencial, entonces la 
transformada de j f[t)dt existe y está dada por 


£ 


m ^ 


F(s) /-‘(O) 


(6-4) 


donde F{s) = £[/(;)] y/ _l (0) = ( J\t)dt, evaluada en / = 0. 

Nótese que si j\t) involucra una función impulso en / = 0, entonces 
-, (0 + ) * / ~'(0-). Por lo tanto, si./(f) involucra una función impulso en 
t = 0, debemos modificar la Ec. (6-4). 


•Lf 


m dt 


m dt 


__ F(s) /-»(0+) 

s ' s 

_ F(s) /-»(0—) 


s s 

El teorema de la integración dado por la Ec. (6-4) puede probarse en la 
siguiente forma. La integración por partes da 


£[J /(/) <*] = J“ [ J /(<) dr]í-“ di 




TÍ 


m dt 


+ 


r-0 


±f 

s Jo 


f(t)e~ st dt 


= /~ l (°) + F(Ú 

s s 


Por lo tanto, el teorema queda probado. 
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Vemos que la integración en el dominio del tiempo se convierte en divi¬ 
sión en el dominio de s. Si el valor inicial de la integral es cero, la transfor¬ 
mada de Laplace de la integral de ./(O está dada por 

El precedente teorema de la integración puede modificarse ligeramente 
para considerar a la integral definida dSi/(/) es de orden exponencial, 

la transformada de Laplace de la integral definida [' j{t)dt puede darse me- 
.. Jn 


diante 


[/; 


m dt 


F(s) 


(6-5) 


Nótese que si/(/) involucra una función impulso en t = 0, entonces f f[t)dt 

J 0 + 

=¡t f* f{t)dt y y debe observarse la siguiente distinción 
Jo- 




£_ 


P m ^ 

J 0+ 


lvo 

rt 


m dt 


L^o- 


_ s +[/(01 

S 

- £ -f/(')] 

s 


Para probar la Ec. (6-5), nótese primero que 

J/(o<* = \m dt-rm 

donde/- ] (0) es igual a j j\t)dt evaluada en / = 0 y es una constante. Por lo 
tanto, 

*[[/« dt\ = £[} /(/) dt - /-(O)] 

= £[|/(,) *]-£[/-'(0)i 

En relación con la Ec. (6-4) y observando que f~ '(0) es una constante tal que 


£[/-*( 0)] 


_/' J (0) 


obtenemos 


[J>H- 


f{s) /-‘(o) _ no) = m 

s ' s s s 


6-5 TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE 

La transformada inversa de Laplace es un proceso que consiste en encon¬ 
trar la función del tiempo J{t) a partir de la correspondiente transforma¬ 
da de Laplace F{s). Se dispone de varios métodos para encontrar la trans¬ 
formada inversa de Laplace, el más simple de ellos consiste en (a) usar las 
tablas de transformadas de Laplace para encontrar la función del tiempo 
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f{t) que le toca a una transformada de Laplace dada y (b) usar el méto¬ 
do de expansión en fracciones parciales. En esta sección presentaremos el 
último. (No expondremos métodos adicionales, tales como el uso de la in¬ 
tegral de inversión. Para ver este método, consúltese por ejemplo, la obra 
marcada con 6-4 en la bibliografía.) 


Método de expansión en fracciones parciales para encontrar transfor¬ 
madas inversas de Laplace. Si ffc), la transformada de J{t) t se separa en 
componentes 

F(s) = F¿s) + F 1 (s) + • ■ • + F„(s) 

y si las transformadas inversas de Laplace de Fi(s), F 2 (s), . . . , F„(s) están 
fácilmente disponibles, entonces 

£~'[F(s)] = £-‘[/^)] + £-‘[F 2 (5)] + • • • + £-'[Fn(s)] 

= /i(0 + + • • • +/»(*) 

donde f x {t) 9 / 2 (f), • • • »/„(/) son las transformadas inversas de Laplace de 
Fi(s) y F 2 (s), . . . , F„Cs), respectivamente. La transformada inversa de La- 
place de F{s) así obtenida es única, excepto posiblemente en los puntos 
donde la función del tiempo es discontinua. Exonde quiera que la función 
del tiempo sea continua, la función del tiempo flt) y su transformada de 
Laplace F{s) tendrán una correspondencia uno a uno. 

En los problemas de análisis de sistemas, F(s) ocurre frecuentemente en 
la forma 



As) 

B(s) 


donde /l(s) y B(s) son polinomios en 5 y el grado de A(s) no es mayor que el 
de Z?(s). 

La ventaja del enfoque de la expansión en fracciones parciales es que 
los términos individuales de F\s), resultantes de la expansión en fracciones 
parciales, son funciones muy simples de s\ en consecuencia, no es necesario 
consultar la tabla de transformadas de Laplace si memorizamos varios pa¬ 
res de transformadas de Laplace simples. Debe notarse, sin embargo, que al 
aplicar la técnica de expansión en fracciones parciales en la búsqueda de la 
transformada inversa de Laplace de F(s) - A(s)/B(s) t las raíces del polino¬ 
mio B(s) del denominador deben conocerse por anticipado. Es decir, este 
método no se aplica hasta que el polinomio del denominador haya sido fac- 
torizado. 

Considérese F{s) escrita en la forma factorizada 


F(v \ = As) _ K(s -f zAs 4- z 2 ) • - • (s + z m ) 
Wsj (s + pAs + p 2 ) • • • (s -f- p n ) 


donde 1, pfc, . . . , p„ y z x , . . . , z„ sean cantidades reales o complejas, pero 
por cada complejo p¡ o z, estará presente el complejo conjugado de p, o z„ 



344 Transformada de Lapi acf 


Cap. 6 


respectivamente. Aquí la potencia más alta de s en fl(s) se supone mayor que 
la de /!($). 

En la expansión de /4(s)/,B(5) en la forma de fracciones parciales, es im¬ 
portante que la potencia más alta de s en B(s) sea mayor que la más alta po¬ 
tencia de s en /4(s). Si no es ese el caso, el numerador /4(s) debe dividirse 
entre el denominador B(s) con el objeto de producir un polinomio en s más 
un residuo (una razón de polinomios en s cuyo numerador sea de menor 
grado que el denominador.) (Para ver detalles, consulte el ejemplo 6-4.) 

Expansión en fracciones parciales cuando F{s) involucra solamente po¬ 
los diferentes. En este caso, Pfa) puede expandirse siempre en una suma de 
fracciones parciales simples. 

f(c\ __ ^(S) __ _£j_;_^2_-- 

donde a k (k = 1, 2, . . . , ri) son constantes. El coeficiente a k se llama resi¬ 
duo del polo en s = -p k . El valor de a k puede encontrarse multiplicando 
-ambos, lados-de esta última ecuación por (5 + p k ) y haciendo s = — p k , lo 
cual da 

[ (í +*>$&..„ - [ityf +'*>+ iTFf + 

+ • • ■ + i+7 k (s +PJ + --- + r+7 . (s + 

= 

Vemos que todos los términos de la expansión desaparecen con la excepción 
de a k . Así, el residuo a k se encuentra a partir de 

a ‘= [ (í+(6 ' 6) 

Nótese que, puesto que TU) es una función real del tiempo, si p x y p 2 son 
complejos conjugados, a j o a 2 necesitan ser evaluadas porque la otra se co¬ 
noce automáticamente. 

Puesto que 







f{t) se obtiene como 

/(/) = ¿"‘[/^(í)! = a { e~ p " + a 2 e~ ptt + * • • + a n e~ Pm> (t 0) 


Ejemplo 6-3. Obténgase la transformada inversa de Laplace de 


E(s) = 


s + 3 

(í + m + 2 ) 
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La expansión en fracciones parciales de F\s) es 

F(^ = _í_+_3_ _ q i ^ a 2 

W (j+ IXj+ 2) *+l + ?4^ 


donde a x y a 2 se encuentran utilizando ia Ec. (6-6). 

«, = [(•« + »(, /l)(/+ 2)],.., = 


a 2 = [(•? + 2) 


5+3 

(s + 1 )(s + 


1 = 

[s 4- 3] 


ls + 2 ] 


[S -r 3'| 

- L --2 

\j + 1J 


L. 

L, 


Así, 


/(<) = £-'tF(s)] 


= £ -[rrr] + £ ‘'[rri] 

- 2e~ r - e~ 2t (/ > 0) 


G(s) = s + 2 + 


Ejemplo 6-4. Obténgase la transformada inversa de Laplace de 

^ í 3 + 5s 2 + 9s + 7 
G(S) = '(i + IX. + 2) 

Aquí, puesto que el grado del polinomio del numerador es más alto que el del 
polinomio del denominador, debemos dividir el numerador entre denominador. 

G(s) = í + 2 + (J + í , J/+ 2 ) 

Nótese que la transformada de Laplace de la función impulso unitario ¿(0 es 1 y que 
la transformada de Laplace de db(t)/dt es s. El tercer término del lado derecho de esta 
última ecuación es /%s) en el ejemplo 6-3. Por lo tanto, la transformada inversa de 
Laplace de G(s) está dada como 

g(t) = £ < 5(0 + 2ó(t) + 2e~‘ - e~ 2 ‘ (t > 0 -) 

Ejemplo 6-5. Encuéntrese la transformada inversa de Laplace de 

f( s \ — _ 

s* + 2s + 5 

Obsérvese que el polinomio del denominador puede factorizarse como 
s 2 + 2r -f- 5 = (s + 1 +/2)(s + 1 -jl) 

Sí la función F{s ) involucra un par de polos conjugados, es conveniente no expandir 
ns) en las fracciones parciales usuales sino expandirla en la suma de una función seno 
amortiguada y una función coseno amortiguada. 

Observado que s 2 + 2s + 5 = (s + l) 2 y en relación con las transformadas de 
Laplace e~ 9t sen u/ y e~*• eos wr, reescribiéndola así, 

sen cu/] - ( - + + ^ 

^'“““^(7+TO 


F(s) = 
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la f\s) dada puede escribirse como la suma de una función seno amortiguada y una 
función coseno amortiguada 

„ s 2s + 12 10 + 2(s + 1 ) 

tK5) “ s* + 2s + 5 “ (s + l) 2 + 2* * 

+ l) 2 + 2 2 + + l) 2 + 2 2 

Se tiene que 

/(/) = £’ l C F(s)] 

= 5£ "' [(í + l) 2 + 2*] + 2£ " 1 [(i + l) 2 + 2 J 

= 5e~‘ sen 2 1 + 2e~* eos 2 1 (/ 0) 


Expansión en fracciones parciales cuando f\s ) involucra polos múl¬ 
tiples. En lugar de exponer el caso general, usaremos un ejemplo para 
mostrar cómo obtener la expansión en fracciones parciales de f\s). (Véase 
también el problema A-6-14.) 

Considérese la siguiente F{s ): 



s 2 + 2s + 3 

(s + I) 3 


La expansión en fracciones parciales de esta F{s) incluye a tres términos 

F(<¡} — ¿( s ) _ ¿3 . , bi 

W B(s ) “ (s 4- l) 3 + (s + l) 2 + s + 1 

donde ¿> 3 , ó 2 y ó, se determinan como sigue. Al multiplicar ambos lados de 
esta última ecuación por (s + l) 3 , tenemos 

= *, + Mi + 1) + Mi + l) 2 (6-7) 


Después, haciendo s = — 1, la Ec. (6-7) da 

También, diferenciando ambos lados de la Ec. (6-7) con respecto a s da 

¿[ (i + l) ’J§] = 6 * + 2í ’' (í + 1) (6 ‘ 8) 

si hacemos s = - 1 en la Ec. (6-8), entonces 



Al diferenciar ambos lados de la Ec. (6-8) con respecto a s, el resultado es 
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Del análisis precedente puede verse que los valores de b u b 2 y b 2 se en¬ 
cuentran sistemáticamente como sigue: 

A(s) 


b, = [(* + o 

= ( s 2 + 2s 4 - 

*• - k<*+"• ül., 

-[!<,. +2,+ ))]_, 

= (2í + 2) ( ._, 

*■ - W+ 

-A[¡S < '' + 2 * + 3 l L, 

= 4-(2) = I 


Obtenemos asi 

/(O = £-'[F(s)] 


~ £ '‘[(í+D 3 ] + * c_ 1 [(i+D 2 ] + £ ’‘L I i] 


(s + 1) 

= / 2 <r' + 0 + e~ { 

= (/ 2 + 1)*' (/ > 0) 


6-6 SOLUCIÓN A ECUACIONES DIFERENCIALES 

LINEALES INVARIANTES EN EL TIEMPO 

En esta sección estamos interesados en el uso del método de transfor¬ 
madas de Laplace en la solución de ecuaciones diferenciales lineales, inva¬ 
riantes en el tiempo. 

El método de la transformada de Laplace lleva a la solución completa 
(solución homogénea y solución particular) de ecuaciones diferenciales linea¬ 
les, invariantes en el tiempo. Los métodos clásicos para encontrar la solu¬ 
ción completa de una ecuación diferencial requieren la evaluación de las 
constantes de integración a partir de las condiciones iniciales. En el caso del 
método de la transformada de Laplace, sin embargo, este requisito es inne¬ 
cesario porque las condiciones iniciales se incluyen automáticamente en la 
transformada de Laplace de la ecuación diferencial. 
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Si todas las condiciones iniciales son cero, entonces la transformada de 
Laplace de la ecuación diferencial se obtiene simplemente reemplazando 
d/dt con s, cP/dt 2 con s 2 y así sucesivamente. 

Sólo se necesitan dos pasos en la solución de ecuaciones diferenciales li¬ 
neales invariantes en el tiempo mediante el método de la transformada de 
Laplace. 

1. Al tomar la transformada de Laplace de cada término en la 
ecuación diferencial dada, se convierte la ecuación diferencial en 
una ecuación algebraica en 5 y se obtiene la expresión para la trans¬ 
formada de Laplace de la variable dependiente rearreglando la ecua¬ 
ción algebraica. 

2. La solución en el tiempo de la ecuación diferencial se obtiene en¬ 
contrando la transformada inversa de Laplace de la variable depen¬ 
diente. 

En la exposición siguiente, se usan unos cuantos ejemplos para de¬ 
mostrar la solución de ecuaciones diferenciales lineales invariantes en el 
tiempo mediante el método de la transformada de Laplace. 


Ejemplo 6-6. Encuéntrese la solución x(t ) de la ecuación diferencial 

x 4 3jc + 2x = 0, x(0) = a, i(0) = b 


donde ay b son constantes. 

Al escribir la transformada de Laplace de x(r) como X(s) o 

£[*(/)] = * 0 ) 

obtenemos 


£[¿] = s*0) - x(0) 

£[x] = s 2 *0) - sx(0) - i(0) 

Y, por lo tanto, la ecuación diferencial dada se hace 

0 2 *0) - sx(0) - x(0)] + 315*0) - *(0» 4- 2*0) = 0 


Sustituyendo las condiciones iniciales dadas en esta última ecuación, 

[j2*0) - as -b] + 30*0) - a] + 2*0) = 0 

o bien 


O 2 4 3s 4 2)*0) = as 4 b 4 3a 


Resolviendo para *0). tenemos 

_as 4- ó 4- 3a as + ó 4 3a_2a -I- ó a + b 

K} ~ s ¿ + 3s + 2 “ 0 + DO 4 2) ~~ T+T 7+2 

La transformada inversa de Laplace de *0) da 

*') - = £ -[tTt] ~ 

= (2a 4 b)e~‘ — (a + b)e~ lt (/ ;> 0) 
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la cual es la solución de la ecuación diferencial dada. Adviértase que las condiciones ini¬ 
ciales ay b aparecen en la solución. Así que no tiene constantes indeterminadas. 


Ejemplo 6-7, Encuéntrese la solución *(/) de la ecuación diferencial 

x + 2x + 5x = 3, jc(0) = 0, ¿(0) = 0 

Observando que £[3] = 3 /s, x(0) = 0, y ir(0) = 0, la transformada de Laplace 
de la ecuación diferencial se hace 

4 4 5Y(.r) = — 

s 


Resolviendo para AXs), encontramos 

3 


X(s) = 


s(s 2 4 2s -f 5) 
3 


11 

5 s 


s 4 2 


11 

5 s 


5 s 2 4 2s 4 5 
3 j 4 1 


10 (¿4 l) 2 4 2 2 5 (*4 \) 2 4 2 2 

Por lo tanto, la transformada inversa de Laplace se hace 
x{t) = [X(s)] 




(s 4 \) 2 4 2 2 


M*"C 


s 4 1 


Cs 4 l) 2 4 2 2 


] 


3 3 3 

= — — —e“ r sen2 t —=-e“ f eos 2 1 


5 10.* 5 

la cual es la solución de la ecuación diferencial dada. 


</^ 0 ) 
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EJEMPLOS DE PROBLEMAS Y SOLUCIONES 
Problema A-6>1. Obténganse las partes real e imaginaria de 

2 +yi 

3 + 74 

También, obténganse la magnitud y el ángulo de esta cantidad compleja. 


Solución 


2+/1 (2 +71X3 -74) 6 +73 -78 +4 10 -75 

3 +74 ~ (3 +74)(3 -74) “ 9 + 16 25 


Por lo tanto. 


2 . 1 

= T ~ y T 


2 1 
Parte real = —, Parte imaginaria = —— 


La magnitud y el ángulo de esta cantidad compleja se obtienen como sigue: 


Magnitud = + {-Jf = = 0.447 

Angulo = tan -1 = tan ~ 1 (~2^) = ~ 2 ^.6 0 

Problema A-6-2. Encuéntrese la transformada de Laplace de la 710 definida por 

A0 = 0 (r < 0) 

= te~*' (r ^ 0) 

Soludón. Puesto que 

1 


£[/] = G(s) = ^ 

en relación con la Ec. (6-2), obtenemos 

F(s ) = £[te-*'] = G(s + 3) = 


1 


(s + 3)2 


Problema A-6-3. ¿Cuál es la transformada de Laplace de 

/(/)= 0 (/< 0 ) 

= sen (cor + 0) (r > 0) 

donde 9 es una constante? 

Soludón. Observando que 

sen (cor + $) — sen cor eos 0 + eos cor sen0 


tenemos 


£[sen(cor + 0)] — eos 6 £[sencor] + sen 0 £[cos cor) 


= eos 6 


co 


+ sen0 


S * + C0 2 ..5 2 + CO 2 

co eos 9 + ssend 
s 2 + co 2 
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Problema A-6-4. Además de la transformada de Laplace FU) de la función f{t) 
mostrada en la Fig. 6-8, encuéntrese el valor límite de F\s) cuando a tiende a cero. 



Flg. 6-8. Función f{t). 


Solución. La función J[t) puede escribirse 

/(') = ¿~ ¿ 1 <'-«> + ¿ 1 « - 2a) 

Entonces, 

F(s) = £[/«)] 

= ¿£[1(0] - ¿£[l(í - a)] + ¿£[t(/ - 2o)\ 

= 1I.I i e -., + 1 l e -u. 

a z s á 1 s r a* s c 
= ¿(1 - 2 e -~ + 


Cuando a tiende a cero, tenemos 

1 _ 2e~ at -f e~ Ut da ^ ”” ^ e ^ 
lím F(j) = lim i- - -lím —-- 

a—*0 a-*0 w « ¿-«o O 




2íe'“ — 2se~ Ut - «"*“ 

= -Sí-i, 1 ™-5- 

¿(r- - r~i 

= lím- t -- lím-i- 

*** ¡5<a) 

= — s + 2s = s 


Problema A-6-5. Pruébese que si la transformada de Laplace de J[t) es F{s) % enton¬ 
ces, excepto en los polos de F{s ) 


£[»/<01 = -^ F ( s ) 


£[»*/( 0) = 
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En general. 


Solución. 


£[/"/(')] = (-D" ¿¡p,F(s) {n = 1, 2, 3,...) 


p oo pon . 

£[//(()] = I t/U)e-" di = - I /(/) ^ (<>-") í/; 

En forma similar, al dividir (A/) = g(/), el resultado es 

£[/W)] = £[«(»] = -|c W = -|[-¿P&)] 

Repitiendo el mismo proceso, obtenemos 

£[<"/«)] = (-1)" jpF(s) (« = 1,2, 3,...) 

Problema A-6-6. Encuéntrese la transformada de Laplace de/(O definida por 

m = 0 (/ < 0) 

=/ 2 sen cot (/> 0) 

Solución. Puesto que 

££sena>í] = 

en relación con el problema A-6-5, tenemos 

nr // ai nr.*» d 2 r (Ú 1 — 2cu 3 4- 6 eos 2 


£[/(/)] = £[t 2 sen cu/] = ~ 


(ú 1 _ ~2cú 3 4 - 6cos 2 
S 2 + Ct) 2 J (s 2 CU 2 ) 3 


Problema A-6-7. Pruébese que si la transformada de./{/) es entonces 

¿[/(y)] = aF(as) (a > 0) 

Solución. Si definimos ta = r y as = s x , entonces 

P OO A M 

£ [ / (Í)] = J. /(!)-' f(*y-“adx 

— ai f(x)e~ , ' t dx — aF(si) = aF(as) 

Jo 

Problema A-6-8. Pruébese que si /(O es de orden exponencial y si f AOdt existe 

Jo 

lo cual significa que AOdt adopta un valor definido, entonces 

Jo 

f{t)dt - lira F(s) 

Jo 


donde P*s) = £[/(/)]. 



Cap. 6 


Ejemplos de Problemas y Soluciones 353 


Solución. Nótese que 


f /(/) dt = lím f /(/) dt 
Jo Jo 


En relación con la Ec. (6-5), 


_F(s) 

s 


*[J> 

M 

Puesto que fljt) existe, mediante ia aplicación del teorema del valor final a este caso. 
Jo 

lím j /(/) dt = lím 

Jo a -° 


F(s) 


o bien 


f°7(0 dt = lím F(s) 

Jo !-*0 


Problema A-6-9. La convolución de dos funciones del tiempo se define por 

['fx(.T)Ut-T)dT 

Jo 

Una notación comúnmente utilizada para la convolución esfi(t)*f 2 (t), la cual signifi¬ 
ca que 

= f7i(t)/ 2 (í - t) dT - Í7i(/ - r)/ a (T) ¿T 
Jo Jo 

Si /i(0 y fi(t) son ambas transformables por Laplace, entonces muéstrese que 

£[['- T)rfrl = F,(x)F,(i) 

donde F,(j) =£[A(01 y F 2 (s) = £[/ 2 (0b 

Solución. Observando que 1(/ - r) = 0 para t < T, tenemos 

£[J7i(t)/ 2(/ - T)rfr] = £ [j D 7.(t)/a(/ - T)l(f - T) </t] 

= | 0 e ’ ,f [J 0 AWM - T )Kf - T > ¿ T ] dt 

= í“/i(T) ¿T f “/*(/ - T)l(/ - T)<T" dt 
Jo Jo 

= J o °7i(t) dx j"f 2 (t - T)e“ ,r 

Cambiar el orden de integración es válido aquí, puesto que f x (t) y f 2 (t) son ambas 
transformables por Laplace, lo que da integrales convergentes. Si sustituimos A = 
/ - ten esta última ecuación, el resultado es 

í[- i) rft] = dr 

= í-,Wf2(í) 

o bien 

= f,(x)F 2 (í) 
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Asi que la transformada de Laplace de la convolución de dos funciones del tiempo es 
el producto de sus transformadas de Laplace. 

Problema A-6-10. Determínese la transformada de Laplace de./i(0*/a(0> donde 

f\U) ~ fiif) = 0 para r < 0 
fx{t) = t para / ^ 0 

f 2 ( t ) = 1 - «r' Para / ^ 0 


Solución. Nótese que 


m = fás) = 4 


£[i - e-] = PM = 4-fTT 


La transformada de Laplace de la integral de convolución está dada por 
£(/,«)•/.«)) = FMF,(s) = 4[t- TTl] 


1 _ i _ j_ _ _L ,j_ 
3 s 2 (s + 1) s 3 * 2 


1 


5 J S*(S -h 1) S J S* S 5 + 1 

Para verificar que está clara la transformada de Laplace de la integral de convo¬ 
lución, realicemos primero la integración de la integral de convolución y tomemos 
después su transformada de Laplace. 

m*m = f ni - *-<'->] dx = f r (r - t)(i - *-<) dx 

J o Jo 


= ^ -1 +1 - 


Y así, 


L2 J J 3 5 2 5 5 +1 


Problema A-6-11. Pruébese que si J\t) es una función periódica con periodo T , en¬ 
tonces 

r 


f /(/>*-" dt 

£[/(/)] = 


Solución. 


(»»+i>r 


£1/(0) = f"/(»)«-" dt = £ f /(/) e-‘< dt 
Jo J«r 

Al cambiar la variable independiente de / a t, donde x - t — nT 

£[/(/)] = £ *-" r ' f r /(TV" 

n«0 Jn 


2 

*-0 


= 1 + + c~XTt + • • • 

= 1 + e" r, (l + e~ Tt + e“ 2r ' + • • •) 


= 1 + e 


<~t*( 2 e-* Tt ) 

\ n mQ / 


Observando que 
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obtenemos 


Se sigue que 


oo 


2 e~ nTs 
*=o 


1 



ffiOe-" dt 

£[/(/)] = •’ 0 , _ e - T , 


Problema A-6-12. ¿Cuál es la transformada de Laplace de la función periódica) 
mostrada en la Fig. 6-97 



Fig. 6-9. Función periódica (onda 
cuadrada). 


Solución. Nótese que 

rT rT/l rT 

/(Oe-"«rt= <?""<//+ (-\)e-"dt 

Jo Jo JT/l 

e~gt ir/2 g-i t ir 

—s lo —s |r/2 

^-(I/2>rj _ J e -T* _ g-(l/2)Ts 

~~ —s ^ s 

= — [e~ Tt _ 2e~ li/2)T * + 1] 
s 

— _L[1 _ e -Cl/2)rjj2 

s 


En consecuencia, 


p, x _ 1 dl _ (iMI - g -<»/»T.p 

r \ 5 ) — j _ j _ e ~T* 


1 -e-"W _ 1 >__ u Ts 

s¡r+~F r < vm¥r )" T 4 h T 


Problema A-6-13. Encuéntrese la transformada inversa de Laplace de F{s), donde 

= + 2jr + 2) 

Solución. Puesto que 

j* + it + 2 = (s + i +yix* + i -7D 



356 Transformada de L\place 


Cap. 6 


observamos que F{s ) contiene un par de polos complejos conjugados, y por consi 
guíente expandimos /X?) en la forma 

cy r \ _ _!_ 9± 4_ a i s + 

rKS> " 5(s 2 + 2s + 2) ~ 5 s 2 + 2y + 2 

donde 0 ,, a 2 y 0 3 se determinan a partir de 

1 = a t (s 2 + 2s -r 2) + ( a 2 s + a 3 )s 

Al comparar los coeficientes de s*, s y s° en los términos de ambos lados de esta últi¬ 
ma ecuación, respectivamente, obtenemos 

0\ + = 0, 2a x + a 3 = 0, 2 a { = 1 

de la cual 


Por lo tanto, 


cv x 11 

m = TT 


— , a 2 = ~ — , 

1 s + 2 

2 s 2 + 2s + 2 

t 1 


03 = “I 


~ 2 s 2 (j + l) 2 + l 2 2 (s + l) 2 4- l 2 
La transformada inversa de Laplace de /X?) da 

/(/) = y — sen / - ~e~ l eos t (/ 0) 


Problema A-6-14. Obténgase la transformada inversa de Laplace de 


Solución. 


donde 


Así, 


F(s) = 


f( s ) — - $(s 4- 2)- ©2 i i__ l 

rw sHs + 1 )(s -f 3) 5 2 ^ 5 ^ s + 1 ^ 


5(5 + 2) 

5 2 (s 4- l)(í + 3) 


a 2 

s -f- 3 


a i — 


0 2 = 


5(5 + 2) = 

s 2 (s + 3) 2 

5(5 + 2) 5 

5 2 (5 + 1) s m — 3 18 


, 5(5 + 2) 

” (5 + 1)(5 + 3) ,-a 


h -±\ 
1 ds L 


dr 5(5 -f 2) 
is l_(s + 1)(5 + 


3)] i-i 


5(5 + 1)(5 + 3) - 5(5 + 2)(25 + 4) 25 

(5 + l) 2 (s -4- 3) 2 ,-o 9 


x 10 1 25 1 , 5 1 ,5 1 

tw “ 3 5 2 9 j + 2s+l‘ t ‘l8j-|-3 


La transformada inversa de Laplace de /X?) es 

m - y» - 7 + 4 e " + ^ e ' 3 ' (»^°) 
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Problema A-6-15. Encuéntrese la transformada inversa de Lapíace de 


m 


_ s* 4- 2j 3 — 3s 2 4- 4í + 5 
s(s 4 - 1 ) 


Solución. Puesto que el polinomio del numerador es de más alto grado que el poli¬ 
nomio del denominador, al dividir el numerador entre el denominador hasta que el 
residuo sea una fracción, tenemos 


F(í) - + * + 2 + £tt 5 - Jí + * + 2 + a i + rh 


donde 


o, * 

a 2 = 


2s 4- 5 
i 4- 1 

2s 4- 5 


= 5 


1-0 


= -3 




Se sigue que 


F(s) = i» + s + 2 + -L - 


La transformada inversa de Laplace de F{s) es 

/(O = £-'IF(í)] = ^ 6 (t) - ~ 6 ( 1 ) + 2 6 ( 1 ) -r 5 - 3e-' 0 ~¿ 0 ~) 


Problema A-6-16. Obténgase la transformada inversa de Laplace de 

1 


F(s) = 


Solución. 


F(s) = 


1 


s ( s z 4- ( O 2 ) 


= > (±- 


s ( s 2 + O 2 ) CÚ 2 \ S S 2 + ( Ü 2 


) 


1 1 


1 


co 2 s co 2 s 2 4 * co 2 

Por lo tanto, la transformada inversa de Laplace se obtiene como 

f(l) = JE-'IFM] = ¿0 - eos mi) (l > 0) 

Problema A-6-I7. Encuéntrese el valor inicial de df\t)/dt cuando la transformada 
de Laplace d ej{t) está dada por 

2s 4- 1 


F(s) = £[/(/)] = 3 


s 2 + s -i 1 


Solución. Usando el teorema del valor inicial 

lim m = lira sF(s) = lira ¿ (2 f +A = 2 

|-*0 + f-H*00 1*^00 í *l S 1 
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Puesto que la transformada £ + de df{t)/dt = g(t ) está dada por 


£ + [¿K0] = sF(s) -/(0+) 

— s(2s + 1) _ 2 _ ~ s ~ 2 

— ¿ 2 4- ¿ 4- 1 ~ í 2 + j + 1 


el valor inicial de df(t)/dt se obtiene como 

lím = g( 0+) = ümífíF(í) — /(0-f-)] 

r-*0 + OI s-*°° 


= lím 

j —too 


-s 2 - 2 s 
s z + s + 1 


= -1 


Problema A-6-18. Resuélvase la ecuación diferencial 

x 4- 2x = <5(0, x(0—) = 0 


Solución. Por la transformada de Laplace de esta ecuación diferencial, 

[sX(s) - *(0-)] + 2 X(s) = 1 

o bien 

(s + 2)X(s) = 1 

Entonces, resolviendo para AXO resulta que 

1 


X(s) = 


s + 2 


La transformada inversa de Laplace de Afa) da 

x(t) = £-'[X(s)] = [j^-J = <r 2 ' ( t > 0) 


= 0 


(/< 0 ) 


Así, Ar(f) puede escribirse como 

*(0 = «“" 1(0 

Para verificar este resultado, adviértase que 

x(t) = -2e- 2 ‘l (/) + e- 2t S(í ) 

Puesto que 6(0 = 0 para t 0, tenemos 

<r 2 '<5(0 = <5(0 

Por lo tanto, 

x 4 - 2x = — 2e“ 2r l(0 4- <5(0 + 2e“"l(0 = <5(0 
y 

x(0~) = 0 


Problema A-6-19. ¿Cuál es la solución de la siguiente ecuación diferencial? 

2x + lx 4- 3* = 0, *(0) = 3, ¿(0) = 0 

Solución. Tomando la transformada de Laplace de esta ecuación diferencial, te¬ 
nemos 


2[j 2 A(í) - jx(0) - i(0)] + 7 [sX(s) - x(0)] 4- 3X(s) = 0 
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Al sustituir las condiciones iniciales dadas en esta última ecuación, 

2[s 2 X(s ) - 3 s] + 7[sY(s) - 3] + 3X(s) = 0 

o bien 

C 2s 2 + Is + 3 )X(s) = 6s + 21 
Resolviendo para Aí($) se llega a 

V /„\ _ 6í + 21 _ 6s + 21 

W 2s 2 + 7í + 3 ~ (2s + 1 ){s + 3) 

= 12 - 06 = 3.6 _ 0.6 

2¿ + l í + 3 s + 0.5 í+ 3 

Finalmente, tomando la transformada inversa de Laplace de X(s), encontramos 

*(/) = 3.6ff“°- sr - 0.6e _3f (/ > 0) 

Problema A-6-20. Obténgase la solución de la ecuación diferencial 

x + ax — A sen cot , *(0) = b 

Solución. Transformando por Laplace ambos lados de esta ecuación diferencial, 
obtenemos 

[jJT(j) - x(0)] + aX(s) = A 

o bien 

+ b 

Al resolver para X(s), el resultado es 

v/„\_ ACO i b 

w “ (s + a)(s 2 + a> 2 )^ s + a 

A(ú ( 1 s — a \ . b 

~~ a 2 + O) 2 \s + a s 2 + (O 2 / s + a 

__ (, , ACO \ 1 Aa Cú _ ACO _ s 

\ a 2 + cü 2 )s -f- a ' a 2 + (O 2 s 2 + (ú 2 a 2 + co 2 s 2 + (ú 2 

Y, por lo tanto, la transformada de Laplace de A%?) da 
x(t) = £~'[X(s )] 

= ( 6 + sen<u ' ~ cosm <'^°> 

PROBLEMAS 

Problema R-6-1. Derive la transformada de Laplace de la función 

/(/) = 0 (/ < 0) 

= te~ 2t (t ^ 0) 
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Problema B-6-2. Encuentre las transformadas de Laplace de las funciones mos¬ 
tradas. 

1 . />(/) = 0 (/ < 0 ) 

= 3 sen (5/ + 45°) (/ ^ 0) 

2. /»(/) = 0 (/ < 0) 

= 0.03(1 - eos 2/) (t > 0) 

Problema B-6-3. Obtenga la transformada de Laplace de la función definida por 

/(/) = 0 (f < 0) 

= t l e' al (i ^ 0) 

Problema B-6-4. Obtenga la transformada de Laplace de la función 

f(t) =0 (/ < 0 ) 

= eos 2a)/*cos 3a )t {t > 0) 

Problema B-6-5. ¿Cuál es la transformada de Laplace de la función j\t) mostrada 
en la Fig. 6-10? 


Fig. 6-10. Función/(/). 



Problema B-6-6. ¿Cuál es la transformada de Laplace de la función f(t) mostrada 
en la Fig. 6-11? También, ¿cuál es el valor límite de£[/(/)] cuando a tiende a cero? 



Fig. 6-11. Función./(r). 
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Problema B-6-7. Encuentre la transformada de Laplace de la función^/) mostrada 
en la Fig. 6-12; también encuentre el valor límite de£l/(/)] cuando a tiende a cero. 



Fig. 6-12. Funciónyi/) 


Problema B-6-8. Dada 


F(s) = - + - 2 -) 

s(s + 1) 


obtenga yí oo). Use el teorema del valor final. 


Problema B-6-9. Dada 

F( s \ — —+ 2)— 
W s{s + l)(í + 3) 

obtenga ./(O+ ). Use el teorema del valor inicial. 


Problema B-6-10. Muestre que si es transformable por Laplace, entonces 

£ [^r] = J 


Problema B-6-11. Obtenga la transformada de Laplace de la función periódica 
mostrada en la Fig. 6-13. (En la figura, los puntos implican la repetición del pulso.) 



Fig. 6-13. Función periódica. 
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Problema B-6-12. Obtenga la transformada de Laplace de la función periódica 
mostrada en la Fig. 6-14. (En la figura, los puntos implican la repetición del 
impulso.) 


Hg. 6-14. Función periódica. 



Problema B-6-13. ¿Cuáles son las transformadas inversas de Laplace de las fun¬ 
ciones mostradas? 


1 . 

2 . 


Fito) = 
Fito) = 


s 4- 5 

(s + 1 )(s + 3) 
3 (s + 4) 
s(s + l)(s + 2) 


Problema B-6-14. 

tes funciones. 

1 . 


Encuentre las transformadas inversas de Laplace de las siguien- 


Fx(s) 


6s -f 3 
s 2 


2 . 


Fito) = 


5s + 2 

(s + l)(s + 2) 2 


Problema B-6-15. Encuentre la transformada inversa de Laplace de 


F(s) = 


Is 1 4- 45 + 5 
s(s + 1) 


Problema B-6-16. Obtenga la transformada inversa de Laplace de 

— S 2 (í 2 + cu 2 ) 


Problema B-6-17. Encuentre la solución x(t ) de la ecuación diferencial 

X + 4x — 0, x(0) = 5, jc(0) = 0 

Problema B-6-18. Obtenga la solución x(r) de la ecuación diferencial 

x + CU lx = t, x{0) = 0, i(0) = 0 

Problema B-6-19. Determine la solución x(f) de la ecuación diferencial 

2X + 2x + x = l, x(0) = 0, x(0) = 2 

Problema B-6-20. Obtenga la solución x(t) de la ecuación diferencial 

X 4- x = sen 3t, x(0) = 0, *(0) = 0 
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ANÁLISIS DE SISTEMAS 
LINEALES 


7-1 INTRODUCCIÓN 

En la práctica, la señal de entrada a un sistema dinámico no se conoce 
por anticipado, sino que probablemente es de naturaleza aleatoria, y la 
entrada instantánea no puede expresarse analíticamente. Sólo en casos espe¬ 
ciales es verdad lo contrario. 

Desde el punto de vista de diseño, es conveniente tener una base para 
comparar el funcionamiento de los diferentes sistemas. Esta base puede es¬ 
tablecerse especificando señales de prueba particulares y después comparan¬ 
do las respuestas del sistema con estas señales de entrada. 

Muchos criterios de diseño se basan en tales señales o en la respuesta de 
los sistemas a los cambios en las condiciones iniciales (sin señales de prueba 
alguna). El uso de las señales de prueba puede justificarse por la correlación 
entre la forma en que un sistema particular responde a una señal de entrada 
de prueba típica y la aptitud de ese sistema para enfrentar sus señales de 
entrada reales. 

Señales de prueba típicas. En el presente, las señales de entrada de 
prueba de uso común tienen las formas siguientes: función escalón, función 
rampa, función impulso y función senoidal. A través de estas señales de 
prueba, las cuales son funciones del tiempo muy simples, puede hacerse fá¬ 
cilmente el análisis matemático y experimental de los sistemas. 
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La señal de entrada que se seleccione para analizar las características 
dinámicas de un sistema puede determinarse por la forma de entrada que el 
sistema enfrente con la mayor frecuencia durante su operación normal. Si se 
le somete a perturbaciones súbitas, una función escalón del tiempo puede 
ser una buena señal de prueba; para un sistema sujeto a entradas de choque, 
puede ser mejor una función impulso. Una vez diseñado un sistema sobre la 
base de las señales de prueba, su funcionamiento de respuesta a las entradas 
reales es generalmente satisfactorio. Además, el uso de tales señales de 
prueba nos capacita para comparar el funcionamiento de todos los sistemas 
sobre la misma base. 

Respuestas libre y forzada. Considérese un sistema definido por una 
ecuación diferencial, por ejemplo, 

í«> (n — I) 

* + a t x • • • + + a n x = p(t) (7-1) 

donde los coeficientes a 2y . . . , a n son constantes, x(0 es la variable de¬ 
pendiente, t es la variable independiente y p(t) es la función de entrada. 

La ecuación diferencial (7-1) tiene una solución completa x(/) compues¬ 
ta por dos partes: la solución homogénea x c (t) y la solución particular x p (t). 
La solución homogénea x c (/) se encuentra igualando el lado derecho de la 
Ec. (7-1) a cero y resolviendo la ecuación diferencial homogénea asociada. 
La solución particular x p (t) depende de la forma funcional de la función de 
entrada p(í). 

Si la solución homogénea x f (0 tiende a cero cuando t tiende a infinito 
de modo que 

lím *(/) = lím x p {t ) 

(•♦oo /—♦ QO 

y si el lim,_ 0D x / ,(r) es una función del tiempo acotada, se dice que el sistema 
se encuentra en estado estable. 

Es una costumbre de los ingenieros llamar a la solución homogénea x c (t) 
y a la solución particular x p (t), las respuestas libre y forzada , respectivamen¬ 
te. Aunque el comportamiento natural de un sistema no da por si mismo 
una respuesta a alguna función externa o de entrada, un estudio de esta for¬ 
ma de comportamiento revelará características que serán útiles para hacer 
una buena predicción de la respuesta forzada. 

Respuesta transitoria y respuesta permanente. Ambas respuestas, la 
libre y la forzada, de un sistema dinámico constan de dos partes: la respues¬ 
ta transitoria y la permanente. La respuesta transitoria se da durante el 
proceso generado al ir del estado inicial al estado final. Por respuesta per¬ 
manente entendemos la forma en la cual la salida del sistema se comporta 
cuando t tiende a infinito. La respuesta transitoria de un sistema dinámico a 
menudo manifiesta vibraciones amortiguadas antes de alcanzar el estado es¬ 
table. 
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Esquema del capítulo. Este capítulo trata principalmente del análisis 
de la respuesta transitoria y permanente de los sistemas. Los métodos de 
la transformada de Laplace se usan como una poderosa herramienta en el 
análisis. 

En la sección 7-2 tratamos del análisis de la respuesta transitoria de los 
sistemas de primer orden sometidos a entradas de escalón y rampa. La sec¬ 
ción 7-3 comienza con el análisis de la respuesta transitoria de sistemas de 
segundo orden sometidos solamente a condiciones iniciales, seguido por la 
respuesta transitoria de tales sistemas a las entradas escalón e impulso. La 
sección 7-4 define la función de transferencia y obtiene funciones de trans¬ 
ferencia de unos cuantos sistemas físicos. La respuesta del sistema a entradas 
senoidales es el tema de la Sec. 7-5. Aquí se define la función de transfe¬ 
rencia senoidal, asi como su uso en la respuesta senoidal de estado perma¬ 
nente (respuesta en frecuencia), según se explica. La sección 7-6 trata de los 
problemas de aislamiento de vibración como una aplicación del análisis de 
la respuesta de estado permanente de los sistemas dinámicos a las entradas 
senoidales. Finalmente, se examinan las computadoras analógicas para la 
solución de ecuaciones diferenciales y la simulación de sistemas físicos, en 
la Sec. 7-7. 


7-2 ANÁLISIS DE LA RESPUESTA TRANSITORIA 

EN SISTEMAS DE PRIMER ORDEN 

De cuando en cuando en los capítulos 2 al 5 analizamos la respuesta 
transitoria de varios sistemas de primer orden. En esencia, esta sección es 
una revisión sistemática del análisis de la respuesta transitoria de los siste¬ 
mas de primer orden. 

A continuación consideramos un sistema térmico (un sistema de termó¬ 
metro de mercurio de pared delgada de vidrio) como ejemplo de un sistema 
de primer orden. Después de obtener un modelo matemático del sistema de 
termómetro, encontraremos la respuesta del sistema a las entradas escalón y 
rampa. Después indicaremos cómo los resultados matemáticos obtenidos 
pueden aplicarse a sistemas físicos o no físicos que tengan el mismo modelo 
matemático. 

Elaboración de un modelo matemático de un sistema térmico-slstema 
de termómetro. Considérese el termómetro de mercurio de pared delgada de 
vidrio mostrado en la Fig. 7-1. Supóngase que el termómetro está a una 
temperatura uniforme 0 K (temperatura ambiente) y que en / = 0 se le su¬ 
merge en un baño de temperatura 0 4- 6 b K, donde B b es la temperatura 
del baño (la cual puede ser constante o cambiante) medida sobre la tempera¬ 
tura 0. Denotemos la temperatura instantánea del termómetro por 0 •+■ 0 K. 
de modo que 6 sea el cambio en la temperatura del termómetro que satisfaga 
la condición fl(0) = 0. 
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Termómetro 



Fig. 7-1. Sistema de termómetro de 
mercurio de pared delgada de vidrio. 


Los sistemas térmicos como el presente se pueden describir en términos 
de la resistencia y la capacitancia. Sin embargo, a diferencia de los sistemas 
mecánicos, eléctricos, hidráulicos y neumáticos, estos sistemas no tienen 
inertancia ni inercia. Caractericemos este sistema de termómetro en térmi¬ 
nos de la resistencia térmica R que se opone al ñujo de calor y la capacitan¬ 
cia C que almacena calor. 

La resistencia R a la transferencia de calor por conducción o convec¬ 
ción es el cambio en la diferencia de temperatura (K) necesario para causar 
un cambio unitario en la razón de flujo de calor (J/s), esto es, 


Resistencia R = 


cambio en la diferencia de temperatura 
cambio en la razón de flujo de calor 


K 

J/s 


La capacitancia térmica C se define como el cambio en la cantidad de 
calor (J) necesario para hacer un cambio unitario en la temperatura (K) o 


_ . _ cambio en la cantidad de calor 

Capacitancia C =-—- - - 

cambio en la temperatura 


K 


Nótese que la capacitancia térmica C es el producto del calor especifico y la 
masa del material. El calor especifico de un material es la relación entre la can¬ 
tidad de calor requerida para elevar la temperatura de un kilogramo del ma¬ 
terial en un kelvin y la requerida para elevar la de un kilogramo de agua un 
grado kelvin. 

Se puede obtener un modelo matemático de este sistema térmico conside¬ 
rando un balanace término como sigue. El calor que entra al termómetro du¬ 
rante dt segundos es q dt , donde q es la razón de flujo de calor hacia el termó¬ 
metro. Este calor se almacena en la capacitancia térmica C del termómetro, ele¬ 
vando de ese modo su temperatura en d$. Asi que la ecuación de balance es 

C d9 — q dt (7-2) 

Puesto que la resistencia térmica R puede escribirse 

D _ d(A0) _ A9 
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la razón de flujo de calor q puede darse, en términos de la resistencia térmi¬ 
ca R , como 

= (O + e b ) - (Q + e) _ e h - 9 

H R R 

donde 0 4 * 9 b es la temperatura del baño y 0 -{ 0es la temperatura del ter¬ 
mómetro. En consecuencia, podemos reescribir la Ec. (7-2) como 

r do _e b -e 

dt~~ R 

o bien 

RC M + g = e t (7-3) 

Éste es un modelo matemático del sistema de termómetro. Este sistema es 
análogo al sistema eléctrico mostrado en la Fig. 7-2, cuyo modelo matemáti¬ 
co es 

RC ^ = e, 


O 


R 

A/W 


O 


e¡ 


O- 



e o 


Fig. 7-2. Sistema eléctrico análogo al 
sistema mostrado en la Fig. 7-1. 


Al comparar los modelos matemáticos de los sistemas térmico y eléctrico, la 
analogía es evidente. Por lo tanto, los dos son sistemas análogos. La tabla 
7-1 da las cantidades análogas eléctríco-térmicas. 


Tabla 7-1. Analogía eléctrico-térmica 


Sistemas eléctricos 

Sistemas térmicos 

Voltaje e 

V 

Temperatura 6 

K 

Corriente i 

A 

Razón de flujo de calor q 

J/s 

Carga q 

C 

Calor h 

J 

Resistencia R 

Q 

Resistencia térmica R 

K-s/J 

Capacitancia C 

F 

Capacitancia térmica C 

J/K 


Respuesta escalón de on sistema de primer orden. En el sistema del ter¬ 
mómetro de mercurio de pared delgada de vidrio mostrado en la Fig. 7-1, 
supóngase que el termómetro está a la temperatura ambiente 0 K y que en 
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í = O se le sumerge en un baño de agua de temperatura 0 0 b K. (Q b es la 
diferencia entre la temperatura del baño y la temperatura ambiente.) Defi¬ 
namos la temperatura instantánea del termómetro como © + 6 K. Nótese 
que 0 es el cambio en la temperatura del termómetro que satisface la condi¬ 
ción 0(0) = 0. Deseamos encontrar la respuesta 0(0 cuando la temperatura 
del baño sea constante o B b sea constante. 

En el modelo matemático del presente sistema, Ec. (7-3), RCts la cons¬ 
tante de tiempo. Escribamos RC = T. Entonces, el modelo matemático se 
puede escribir como 

T^ + e = B„ (7-4) 

La transformada de Laplace de la Ec. (7-4) se hace 

T[sQ(s) - 0(0)] 4- 0(0 = ©*(j) 

Observando que 0(0) = 0, esta última ecuación se simplifica a 

©M = j-Vf (7-5) 

Nótese que para B b = constante, tenemos 

©,(*) = ^ 
i 3 

Por lo tanto, la Ec. (7-5) se hace 

0(í) ' o»..n _ i 

( ' Tj I- I j “ Lí s + (1 IT)] Vi 

La transformada inversa de Laplace de esta última ecuación da 

0(0 - (1 - e-‘' T )0 b (7-6) 

La curva de la respuesta 0(t) se muestra en la Fig. 7-3. La ecuación (7-6) es¬ 
tablece que inicialmente la respuesta 0(0 es cero y que luego se hace B b . (No 
hay error de estado permanente.) Una de las características importantes de 
esa curva de respuesta exponencial es que en t - T el valor de 0(0 es 
O.6320¿, o la respuesta 0(0 ha alcanzado el 63.2% de su cambio total. Este 
hecho puede verse fácilmente al sustituir e 1 = 0.368 en la Ec. (7-6). 

Otra propiedad importante de la curva de respuesta exponencial es que 
la pendiente de la recta en / = 0 es B b /T , puesto que 

dQ „ -t/T _ Oh 
dt „ 0 T j=o T 

La respuesta alcanzaría el valor final en t = T si mantuviera su velocidad 
inicial de respuesta. La pendiente de la curva de respuesta 0(0 decrece mo¬ 
nótonamente de B b /T en t = 0 a cero en / = oo. 

En relación con la Fig. 7-3, en una constante de tiempo la curva de res¬ 
puesta exponencial a ido de cero al 63.2% del cambio total. En dos constan- 
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tes de tiempo la respuesta alcanza 86.5% del cambio total. En / =5 37*, 4'T y 
5T la respuesta 6(t) alcanza 95, 98.2, y 99.3% del cambio total, respecti¬ 
vamente. Así que, para t > 4T, la respuesta permanece dentro del 2% del 
valor final. Como puede verse en la Ec. (7-6), el estado estable se alcanza 
matemáticamente sólo después de un tiempo infinito. Sin embargo, en la 
práctica, una presuposición razonable del tiempo de respuesta es la longitud 
del tiempo que la curva de respuesta necesita para alcanzar la recta de 2% del 
valor final, o cuatro constantes de tiempo. 



Flg. 7-3. Curva de respuesta escalón de un sistema de primer orden. 


Respuesta a rampa de un sistema de primer orden. Considérese otra vez 
el sistema de termómetro mostrado en la Fig. 7-1. Supóngase que durante 
t < 0, ambas temperaturas, la del baño y la del termómetro se encuentran 
en estado estable a la temperatura ambiente © Ky que, / ^ 0, se añade calor 
al baño y la temperatura de éste cambia linealmente a razón de r K/s, esto es, 


9A0 = rt 

Obtengamos la respuesta rampa 0(f). 

Primero, nótese que 

©*(*) = = £[rt] = p- 

A1 sustituir esta ecuación en la Ec. (7-5), encontramos 


0(í) Ts + 1 r [s* T + 


T 1 
* + (1 IT). 


Ts + 1 

La transformada inversa de Laplace de esta última ecuación da 

6(í) = r(t - T + Te~ t,T ) para / > 0 


(7-7) 
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El error e(t ) entre la temperatura del baño real y la temperatura indicada por 
el termómetro es 

e{t) — rt — 0(t) = rT{\ — e~ t!T ) 

Cuando t tiende a infinito, e~ ,/T tiende a cero. Así pues, el error e(t) tiende a 
rTo 

e(oo) — rT 


La entrada de rampa rt y la respuesta 6(t) se muestran en la Fig. 7-4. El error 
al seguir la entrada de rampa es igual a rT para una t suficientemente grande. 
Mientras menor sea la constante de tiempo T y menor es el error en estado es¬ 
table siguiendo la entrada de rampa. 

Comentarios. Puesto que el análisis matemático no depende de la 
estructura física del sistema, los resultados precedentes de las respuestas es¬ 
calón y rampa pueden aplicarse a cualesquiera sistemas que tengan este mo¬ 
delo matemático: 


T 


dx 0 

dt 


*o = 


donde 

T = constante de tiempo del sistema 
x, = función de entrada o excitación 
x Q = función de salida o respuesta 


(7-8) 


Fig. 7-4. Curva de respuesta rampa de 
un sistema de primer orden. 



En relación con la Ec. (7-6), para una entrada escalón x^í) = r • 1(/), cual¬ 
quier sistema descrito por la Ec. (7-8) ofrecerá la siguiente respuesta. 


* o (0 = (i - e~ ,/T )r 
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En forma similar, para una entrada de rampa x,(t) ~ rt • ¡(t), cualquier sis¬ 
tema descrito por la Ec. (7-8) ofrecerá la siguiente respuesta. Consúltese la 
Ec. (7-7). 

*«,(0 = r({ ~T + Te~' /T ) 

Muchos sistemas físicos tienen el modelo matemático de la Ec. (7-8) y fa 
tabla 7-2 muestra varios de ellos. (Los sistemas son análogos.) Todos los 
sistemas análogos ofrecerán la misma respuesta a la misma función de 
entrada. 

7-3 ANÁLISIS DE LA RESPUESTA TRANSITORIA 

DE SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN 

Para consagrarnos ahora el análisis de la respuesta transitoria de los 
sistemas de segundo orden, demos una mirada a algunos sistemas típicos de 
segundo orden: sistemas masa-resorte-amortiguador y circuitos RLC . Aquí 
emplearemos tales sistemas como ejemplos. Los resultados que se obtengan 
pueden aplicarse a la respuesta de cualesquiera sistemas análogos. 

En las siguientes páginas expondremos primero las vibraciones libres 
de sistemas mecánicos y después trataremos la respuesta escalón de un siste¬ 
ma eléctrico y uno mecánico, posteriormente describiremos la respuesta im¬ 
pulso de sistemas mecánicos. 

Vibración libre sin amortiguamiento. Considérese el sistema masa- 
resorte mostrado en la Fig. 7-5. Obtendremos la respuesta del sistema cuan¬ 
do la masa se desplace hacia abajo una distancia x(0) = a y se le suelte con 
una velocidad inicial £(0) = b. 

El modelo matemático del sistema es 

mx + kx = 0, x(0) — a, x(0) = b 

donde el desplazamiento x se mide desde la posición de equilibrio. 



fig. 7-5. Sistema masa-resorte. 
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Tabla 7-2. Ejemplos de sistemas físicos que tienen el modelo 

MATEMÁTICO DE LA FORMA 7 \dx<>/dt) + Xq = X¡ 



La solución de esta última ecuación da la respuesta x(t). Con el objeto 
de resolver esta ecuación diferencial, tomemos la transformada de Laplace de 
ambos lados. 


m[s z X(s ) - í*(0) - jc(O)] + kX(s) = 0 
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la cual puede reescribirse como 

(ms z Ac)A'(í) = msa -f- mb 
Resolviéndola para AXs) 


X(s) = 


sa -1- b 


s 1 


(k/m) 

as 


+ 


*/kjm 


s 2 -f- (JkJm) 2 Jkfm s 2 4 - (+/kjm) z 

La transformada inversa de Laplace de esta última ecuación da 


*(0 


a eos 


VÜ'+vWíí 


La respuesta^/) consiste en una función seno y una coseno y depende de los 
valores de las condiciones iniciales ay b. Si, por ejemplo, la masa se suelta 
con velocidad cero de modo que b - 0 , entonces el movimiento x{t) es una 
función coseno simple: _ 

x(í) = acos^-j^t 


Vibración libre con amortiguamiento viscoso. El amortiguamiento está 
siempre presente en los sistemas mecánicos reales, aunque en algunos casos 
puede ser despreciable por su pequeñez. 

El sistema mecánico de la Fig. 7-6 consiste en una masa, un resorte y un 
amortiguador. Si la masa se jala hacia abajo y se le suelta, vibrará libremen¬ 
te. La amplitud del movimiento resultante decrecerá en cada ciclo a una ra¬ 
zón que depende de la cantidad de amortiguamiento viscoso. (Puesto que la 
fuerza de amortiguamiento se opone al movimiento, hay una pérdida conti¬ 
nua de energía en el sistema.) 

El modelo matemático de este sistema es 

mx + bx 4- kx = 0 (7-9) 

donde el desplazamiento x se mide desde la posición de equilibrio. 


| Fig. 7-6. Sistema masa-resorte-amor- 
x tiguador. 



El carácter de la respuesta natural de un sistema de segundo orden como 
éste se determina por las raíces de la ecuación característica 

ms 2 + bs + k — 0 
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Las dos raíces de la ecuación son 


s 


—b db */b 2 — 4 mk 
2 m 


Si el coeficiente de amortiguamiento b es tan pequeño que ó 2 < 4 mk, 
las raíces de la ecuación característica son complejas conjugadas. La res¬ 
puesta libre es una senoide que decrece exponencialmente, y se dice que el 
sistema está subamortiguado. 

Si el coeficiente de amortiguamiento b se incrementa, se alcanzará un 
punto en el cua[ó 2 = 4 mk. Cuando el amortiguamiento ha alcanzado este 
valor (b = 2jmk), las dos raíces de la ecuación característica son iguales. 
Se dice que el sistema está críticamente amortiguado. 

Si el coeficiente de amortiguamiento b se incrementa más todavía de 
modo que b 2 > 4 mk, las dos raíces se hacen reales. La respuesta es la suma 
de las dos exponenciales decrecientes y se dice que el sistema está subamorti¬ 
guado. 

Al resolver la Ec. (7-9) para la respuesta at(/), es conveniente definir 


0} H = 



frecuencia natural no amortiguada, rad/s 


i* = factor de amortiguamiento relativo 


valor de amortiguamiento real 
valor de amortiguamiento critico 



y reescribiendo la Ec. (7-9) como sigue: 

x 4* 2£avc + co 2 x = 0 (7-10) 

En la siguiente exposición usaremos la Ec. (7-10) como ecuación del sis¬ 
tema y obtendremos la respuesta x(0 para tres casos: caso subamortiguado 
(0 < f < 1), sobreamortiguado (f > 1), y críticamente amortiguado (f = 1). 
Caso i. Caso subamortiguado (0 < f < 1) 

La transformada de Laplace de la Ec. (7-10) da 
[s 2 X(s) - sx(0) - x(0)] + 2Co> n [sX(s) - x(0)] + a>lX(s) = 0 


Resolviendo para X(s), tenemos 

Y( s \ = (■ s ± 2C<a,)*(0) 4- x(0) 
w í 2 4- 2Zo> a s 4- o>l 


(7-11) 


(s + CcoMO) 

(s 4- C co„) 2 4- (co^/T^C 1 ) 2 
cco H x( o) 4-^(0) 

' o) n JT^C (S 4 í<0 2 4* (co^l - c 2 ) z 


o bien 
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La transformada inversa de Laplace de esta última ecuación da 
jc(/) = x(0)e~ Ca> "' eos co„«/l — C 2 1 

co)^(Q) 4 m ._ w 




A continuación, definamos 


co d — (ü n J 1 — C 2 = frecuencia natural amortiguada, rad/s 
Entonces, la respuesta x(0 puede darse por 

x(t) = e~ Cwmt jx(0) eos (o d t 4 ^==x(0) 4 ^-x(0)J sen co d /J (7-12) 

Si la velocidad inicial es cero o *(0) = 0, la Ec. (7-12) se simplifica a 


x(t) = x(0)e~ Co *" f (eos co d t 4 ^ sen co d (7-13) 

' a/1 v ' 


o bien 


x(t) = —^^=e~ (t0nt sen (a) d t 4- tan -1 Vi ^ ^ 


= —eos 

Vi -C* 


(o) d l — tan-' ) (7-14) 


Adviértase que, en el caso presente, el amortiguamiento introduce el 
término como factor de multiplicación. Este factor es una exponencial 
decreciente, y se hace cada vez más pequeña a medida que el tiempo se 
incrementa, causando asi que la amplitud del movimiento armónico decrez¬ 
ca con el tiempo. 


Caso 2. Caso sobreamortiguado (f > l) 

Aquí las dos raíces de la ecuación característica son reales, y por lo tan¬ 
to, la Ec. (7-11) puede escribirse 



_ (s 4- 2Co>„)x(0) ± m 

(s 4- fe„ + oWC* - 1)C* + fe. - oWC 2 - 0 


s 4 fe„ 4 0)«a/C 2 - 1 5 4 fe. - co^/C 2 - 1 


donde ay b se obtiene como 

7 _ (-C + *(0) 

íVf 5 "—^ 2a>^/^n 

. (C + VÍT^tWO) , *0) 

6 - + 
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La transformada inversa de Laplace de X(s) da la respuesta 


x(t') = + o*’ v C I - l)f -4- f)g~ iZato-OH*/ c*“ i)f 


_ R-C + ^FTW) 

L 

, r[C + vOwo) 

L ij? - 1 


Jc(0) 


2o),VÍ' 


+ 


* 0 ) 


2 oWF 


nk 


(Cco» + a>»^ / C r -T) / 


(Co>«-ohv'C i “ Dt 


Obsérvese que ambos términos en el segundo miembro de esta última 
ecuación decrecen exponencialmente. El movimiento de la masa en este caso 
es un regreso lento y gradual a la posición de equilibrio. 

Caso 3. Caso criticamente amortiguado (f = 1) 

En realidad, todos los sistemas tienen un factor de amortiguamiento re¬ 
lativo mayor o menor que la unidad y f = 1 raramente ocurre en la prácti¬ 
ca. No obstante, tomar el caso = 1 como referencia tiene utilidad mate¬ 
mática. (La respuesta no ofrece ninguna vibración, pero es la más rápida 
entre los movimientos no vibratarios.) 

En el caso del amortiguamiento critico, el factor de amortiguamiento re¬ 
lativo f es igual a la unidad. Por lo tanto, las dos raíces de la ecuación carac¬ 
terística son la misma, igual que la frecuencia natural w„. La ecuación (7-11) 
puede, por lo tanto, escribirse 

y/.\ _ (_£ + 2cQx(0) + x(0) 

W s> + 2co„s + col 

= (S + Cü m )x(0) + Cü n x(0) 4- ¿(O) 

(s + co„y 

= *(°) ^**(0) -f x(0) 

s + co n ' (s + (o„y 

La transformada inversa de Laplace de esta última ecuación da 

x(t) = x(0)e“ o, " r 4 [&;„*(()) 4- *(0)]te _Q> " f 

La respuesta x{t ) es similar a la encontrada para el caso sobreamorti¬ 
guado. La masa, cuando se desplaza y se le suelta, regresará a la posición de 
equilibrio sin vibración. 

La figura 7-7 muestra la respuesta x{t) para los tres casos (subamorti¬ 
guado, críticamente amortiguado y sobreamortiguado) con las condiciones 
iniciales x(f) * 0 y *(0) = 0. 


Determinación experimental del factor de amortiguamiento relativo. 

Algunas veces es necesario determinar los factores de amortiguamiento rela¬ 
tivo y las frecuencias naturales amortiguadas de registradores y otros instru¬ 
mentos. Con el objeto de averiguar el factor de amortiguamiento relativo y 
la frecuencia natural amortiguada de un sistema experimentalmente, se ne- 
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Fig. 7-7. Curvas de respuesta típi¬ 
cas del sistema masa-resorte-amor¬ 
tiguador. 



cesita un registro de las oscilaciones decrecientes o amortiguadas como se 
muestra en la Fig. 7-8. (Tal oscilación se puede registrar dando al sistema 
unas condiciones iniciales cualesquiera.) 


T 

*1 

± 


Fig. 7-8. Oscilación decreciente. 

El periodo de oscilación T puede medirse directamente entre puntos 
donde se cruza el eje cero como se muestra en la figura. 

Para determinar el factor de amortiguamiento relativo f de la razón de 
decrecimiento de las oscilaciones, medimos las amplitudes, esto es, en el 
tiempo t - t x medimos la amplitud x x y en el tiempo t + (n - 1 - 1)Tmedimos 
la amplitud x„. Nótese que es necesario encontrar una n lo suficientemente 
grande para que x n /x x no esté cercana a la unidad. Puesto que el decreci¬ 
miento en la amplitud de un ciclo al siguiente puede representarse como la 
relación de los factores de multiplicación exponenciales en los instantes t x y 
t\ + T, en relación con la Ec. (7-12), obtenemos 



Similarmente, 


£i 

*2 


g~Ca>nt 1 

g-Za>mUi+T) 



e ía * ,T 


£l _ i _ ^Oi-DComT 
x ~ e -Cw«o»-i>r — c 


El logaritmo de la relación de las amplitudes sucesivas se llama decremento 
logarítmico. Así, 

Decremento logarítmico = ln ^ = —!— -í\n = Cco„T 

Xj n — 1\ xj 

_ 2 n _ 2ni 
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Una vez medidas las amplitudes x t y x n y calculado el decremento 
logarítmico, el factor de amortiguamiento relativo f se encuentra a partir de 


o bien 



Ejemplo 7-1. En el sistema mostrado en laFig. 7-6 los valores numéricos dem,byk 
se dan como m = 1 kg, b = 2 N-s/m yk = 100 N/m. La masa se desplaza 0.0S m y 
se le suelta sin velocidad inicial. Encuéntrese la frecuencia observada en la vibración. 
Además, encuéntrese la amplitud cuatro ciclos después. 

La ecuación de movimiento del sistema es 

mx + bx -f kx = 0 

Sustituyendo los valores numéricos de m, b y k en esta ecuación, da 

x + 2x + 100* = 0 

donde las condiciones iniciales son *(0) = 0.05 y x(0) = 0. De esta última ecuación 
la frecuencia natural no amortiguada u*, y el factor de amortiguamiento relativo ¿re¬ 
sultan 

0)„ = 10, C = 0.1 

La frecuencia observada realmente en la vibración es la frecuencia natural amorti¬ 
guada tty. 

co d = co„Vl - C 2 = loVl - 0.01 = 9.95 rad/s 

En el presente análisis, *(0) se da como cero. Así que, en relación con la Ec. 
(7-13), la solución x{t ) puede escribirse 

*(/) = *(0)e _c ®" f (eos co¿t sen co d t) 

\ vi - C 2 1 

Se sigue que t = nT , donde T = 

xinT) = *(0)<r<«”’ 3 ' 

En consecuencia, la amplitud cuatro ciclos después se hace 
*(4 D = *(0)e“ c<w " 4r = *(0)e“ (01>u<>H4)(0í3) 

= 0.05e“ 2 ' 5 * = 0.05 x 0.0804 = 0.00402 m 


Estimación del tiempo de respuesta. La masa del sistema mecánico 
mostrado en la Fig. 7-6 se desplaza *(0) y se le suelta sin velocidad inicial. 
La respuesta la da la Ec. (7-14), reescrita asi: 

Mr) = * 0) 


■n/1 — C 


e~ Cctmt eos 


(co¿ - 


tan 


-i 


V1-C 


b.) 
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Una curva de respuesta típica se muestra en la Fig. 7-9. Nótese que tal curva de 
respuesta es tangente a las exponenciales envolventes ± [*(0 )/^/l — 

La constante de tiempo T de estas curvas exponenciales es l/(fcd„). 



Flg. 7-9. Curva de respuesta típica del sistema mostrado en la Fig. 7-6 
y sus envolventes exponenciales. 


El hecho de que la curva de respuesta x(t) sea tangente a las curvas ex¬ 
ponenciales nos capacita para estimar el tiempo de respuesta del sistema de 
segundo orden tal como se muestra en la Fig. 7-6, en términos del tiempo 
de asentamiento t s definido por 


t. 


= AT = 


_4_ 


El tiempo de asentamiento t s puede considerarse como un tiempo de respues¬ 
ta aproximado del sistema, puesto que para t > t s la curva de respuesta per¬ 
manece dentro del 2% del valor final o 2% del cambio total. 


Comentario. El análisis precedente, tanto como los resultados obteni¬ 
dos, pueden aplicarse a cualesquiera sistemas análogos que tengan modelos 
matemáticos de la forma dada en la Ec. (7-10). 

Respuesta escalón de sistemas de segundo orden. Consideremos a conti¬ 
nuación la respuesta escalón de un sistema eléctrico y un sistema mecánico. 

El sistema eléctrico mostrado en la Fig. 7-10 es un sistema típico de se¬ 
gundo orden. Supóngase que el capacitor C tiene una carga inicial Qq y que 
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Fig. 7-10. Sistema eléctrico. 


el interruptor S se cierra en t = 0. El cierre d interruptor S y la aplicación de 
un voltaje E al circuito corresponden a la aplicación de una entrada escalón 
al sistema. 

Un modelo matemático del circuito es 

l! 3¡ + * í + T:¡““ = e 
o en términos de la carga q, donde i = dq/dt , 

Lq -f- Rq + -^q = E 


donde las condiciones iniciales son q(0) = q Q y tf(0) = 0. Esta última ecuación 
puede entonces reescribirse como 


Por definición 




E 

L 


(7-15) 


co n = = frecuencia natural no amortiguada, rad/s 



= factor de amortiguamiento relativo 


La Ec. (7-15) puede escribirse 

q 4- 2 Cco n q + colq = — 


Ahora defínase 



CE = x 


(7-16) 

(7-17) 


La ecuación (7-16) puede entonces escribirse en términos de la nueva variable x 

x 4- 2C<M + <úlx = 0 (7-18) 

con las condiciones iniciales x{0) = q 0 — CE y *(0) — 0. Puesto que la Ec. 
(7-18) es exactamente la misma que la Ec. (7-10), los resultados obtenidos en 
el análisis de las vibraciones libres del sistema masa-resorte-amortiguador se 
aplican a este caso. Por ejemplo, para el caso subamortiguado (0 < f < 1), 
la solución de la Ec. (7-18) está dada por la Ec. (7-12), reescrita así: 

x(f) = j*(0) eos ú) d t 4- [-^£=*(0) 4- ^i(0)jsenavj 
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Al sustituir = y/l/(LC), f = /?VC/(2\/£), = <a„\/\ — ~ 2 , x(0) = q 0 — 

CE , y *(0) = 0 en esta última ecuación y observando que q(t) = *(/) + C£ 
[Ec. (7-17)], tenemos la siguiente solución. 

q(t) — x(t ) -| C£ 


(<7o/C£) - 1 


/ 1 


Vltt/IS'C)] - 1 V £C 4L* 


/1 

Vlc 

A 2 , 

4 U 

: /ii 



Para los casos críticamente amortiguado y sobreamortiguado, la respuesta 
<?(/) se puede obtener similarmente. 

Es importante notar que la respuesta escalón es básicamente la misma 
que la respuesta a la condición sólo inicial. La diferencia entre estas dos res¬ 
puestas estriba en el término constante de la solución. 

Debe también notarse que, por lo regular, la misma solución puede 
encontrarse tomando la transformada de Laplace de ambos lados de la Ec. 
(7-16) y resolviendo para Q(s), donde Q(s) = £[^(r)], y tomando su trans¬ 
formada inversa de Laplace en lugar de cambiar la variable de q(t) a x(t). 
Cuando están dados los valores numéricos de f y uj, y las condiciones ini¬ 
ciales son cero, este último enfoque puede ser más simple que el recién pre¬ 
sentado. Véase el ejemplo 7-2. 


Ejemplo 7-2 . Consideremos la respuesta escalón de un sistema mecánico (Fig. 7-11) 
en el cual una barra AA ' rígida, sin masa, está suspendida del techo a través de un 
resorte y un amortiguador. Supóngase que en t = 0, un hombre de 193 lty de peso 
salta y se prende de la barra AA '. Despreciando la masa del dispositivo resorte-amor¬ 
tiguador, ¿cuál es el subsecuente movimiento *(/) de la barra AA' ? Supóngase que el 
coeficiente de fricción viscosa ó es 2 lby-s/in y que la constante del resorte k es 20 lb//in. 


A 





Fig. 7-11. Sistema mecánico. 
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La entrada al sistema es una fuerza constante mg , donde m es la masa del 
hombre. Ésta actúa como una entrada escalón al sistema. Las condiciones iniciales 
son *(0) = 0 y *(0) = 0. En / = 0 + el hombre está bien asido de la barra y empieza 
a moverse hacia arriba y hacia abajo. El modelo matemático o ecuación de movi¬ 
miento es 

mX + bx -f kx — mg 

donde 

m — 193 Ib = 6 slugs 
b — 2 lby-s/in. = 24 lb r s/ft 
k = 20 lb//in. = 240 lb,/ft 

Al sustituir los valores numéricos en la ecuación de movimiento, encontramos 

6* + 24* + 240* = 193 

o bien 

x + 4* + 40* = 32.2 

Entonces, si tomamos la transformada de Laplace de esta última ecuación y susti¬ 
tuimos las condiciones iniciales *(0) = 0 y Jt(0) = 0, el resultado es 

s 2 X(s) + 4í^(í) + A0X(s) = — 

s 

Resolviendo para X(s) t 

X(s) =_ 32.2 _ 

AKS> (s 2 + 4s + 40)s 

= 32.2/1 _ s-4-4 \ 

40 V s s 2 + 4s + 40/ 

— 0 805 _ s ^ _!_§_ 1 

‘ U (j + 2)24 _ 6 2 3 (j + 2) 2 -1- 6 2 J 

La transformada inversa de Laplace de esta última ecuación da 

*(f) = 0.805(1 — e~ 2t eos 6t — ^e~ 2l sen 6f) ft 

Esta solución describe un movimiento arriba y abajo de la barra AA ' y el hombre. 

Si cambiamos los valores numéricos de m, b, k dados en unidades BES al siste¬ 
ma de unidades SI, tenemos 

m = 6 slugs = 6 x 14.594 = 87.56 kg 
b = 2 lb/-s/in. = 2 x 4.4482 x 12/0.3048 = 350.3 N-s/m 
k = 201b//in. - 20 x 4.4482 x 12/0.3048 = 3503 N/m 
Por tanto, la ecuación de movimiento del sistema se hace 

87.56* + 350.3* + 3503* = 87.56 x 9.81 
la cual puede simplificarse a 

* + 4* + 40* = 9.81 
La solución de esta ecuación diferencial es 

*(/) = 0.245(1 — e~ 2t eos 6t — ^e“ 2, sen 6r) m 
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Respuesta impulso. Volvamos otra vez a la respuesta impulso de los 
sistemas mecánicos. Tal respuesta puede observarse cuando un sistema me¬ 
cánico se somete a una fuerza muy grande durante un tiempo muy corto 
(por ejemplo, cuando la masa de un sistema masa-resorte-amortiguador re¬ 
cibe un golpe de martillo o un proyectil). Matemáticamente, tal entrada im¬ 
pulso puede expresarse mediante una función impulso. 

La función impulso unitario definida en la sección 6-4 es una función 
matemática y, en realidad, no existe. Sin embargo, como se muestra en la 
Fig. 7-12(a), si la entrada real tiene una corta duración (Ai segundos) pero es 
de gran amplitud (h), de modo que el área (h Ai) en una gráfica de tiempo no 
sea despreciable, puede ser aproximada mediante una función impulso. La en¬ 
trada de impulso se denota usualmente mediante una flecha vertical, como se 
muestra en la Fig. 7-12(b), para indicar que tiene una duración muy corta y una 
altura muy grande. 


Area no legible 



(o) (b) 

Fig. 7-12. Entradas impulso. 

Debe notarse que en el manejo de funciones impulso, sólo la magnitud 
o área de la función impulso es importante; su forma real carece de impor¬ 
tancia. En otras palabras, un impulso de amplitud 2h y duración At/2 puede 
considerarse el mismo impulso que uno de amplitud h y duración Ai en tan¬ 
to que Ai tienda a cero y h Ai sea finita. 

Antes de exponer la respuesta impulso de sistemas mecánicos, vale la 
pena repasar la ley de conservación de la cantidad de movimiento, expuesta 
normalmente en los cursos de física universitarios. 

Ley de conservación de cantidad de movimiento. La cantidad de movi¬ 
miento de una masa m moviéndose a una velocidad v es mv. De acuerdo con 
la segunda ley de Newton. 

F = ma = = ±(mv) 
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De donde 

F dt — d(mv) (7-19) 

Integrando ambos lados de la Ec. (7-19), tenemos 

rt i /»»* 

F di = d(mv) = mv 2 — mv, 

Jpi 

donde v, = v(r,) y v 2 = v(/ 2 ). Esta última ecuación establece que el cambio 
en la cantidad de movimiento es igual a la integral de la fuerza entre t - t\y 
t = t 2 . 

La cantidad de movimiento es una cantidad vectorial. Tiene magnitud, 
dirección y sentido. La dirección de cambio en la cantidad de movimiento es 
la dirección de la fuerza. 

En ausencia de cualquier fuerza externa la Ec. (7-18) se hace 

d(mv) = 0 

o bien 

mv = constante 

Asi que la cantidad de movimiento total de un sistema permanece sin cam¬ 
bio y por cualquier acción que pueda tener lugar dentro del sistema, supo¬ 
niendo que ninguna fuerza externa actúa sobre el sistema. A esto se le llama 
la ley de conservación de la cantidad de movimiento. 

La cantidad de movimiento angular de un sistema rotatorio es /u, don¬ 
de J es el momento de inercia de un cuerpo y u¡ es su velocidad angular. En 
ausencia de algún par externo, la cantidad de movimiento angular /co de un 
cuerpo permanece sin cambio. Esta es la ley de conservación de la cantidad 
de movimiento angular. Así que en la ausencia de un par externo, si el mo¬ 
mento de inercia de un cuerpo cambia a causa de un cambio en la configura¬ 
ción del cuerpo, como se muestra en la Fig. 7-13, la velocidad angular cam¬ 
bia de modo que se mantenga Jw = constante. 




J<\ * Pequeño 
cu, : Grande 


i/j OUi — J 2 t*>2 


J 2 : Grande 

ü) 2 : Pequeño 7 ' ,3< F, 8 liras 9ue ilus¬ 

tran la ley de conservación de 
la cantidad de movimiento 
angular. 
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BJemplo 7-3. Un proyectil se dispara horizontalmente contra un bloque de madera 
colocado sobre una superficie horizontal, sin fricción. Si la masa m, del proyectil es 
de 0.02 kg y la velocidad es de 600 m/s, ¿cuál es la velocidad del bloque de madera 
después que el proyectil se incrusta en él? Supóngase que el bloque de madera tiene 
una masa m 2 de 50 kg. 

Si consideramos que el proyectil y el bloque de madera constituyen un sistema, 
no hay fuerza externa actuando sobre el sistema. En consecuencia, su momento total 
permanece sin cambio. 

Cantidad de movimiento antes del impacto = m x v x + m 2 v 2 

donde v x , la velocidad del proyectil, es igual a 600 m/s, y i*. la velocidad del bloque 
de madera antes del impacto es igual a cero. 


Cantidad de movimiento después del impacto = {m x + m 2 )v 


donde v es la velocidad del bloque de madera después que el proyectil se ha incrusta¬ 
do. (Las velocidades u t y u tienen la misma dirección.) 

La ley de conservación de la cantidad de movimiento establece que 

m¡v i + m 2 v 2 = (/Mj -I- m 2 )v 

Al sustituir los valores numéricos dados en esta última ecuación, tenemos 


o bien 


0.02 x 600 + 50 x 0 = (0.02 4- 50)v 
v = 0.24 m/s 


Asi que el bloque de madera después que el proyectil se ha incrustado se moverá a la 
velocidad de 0.24 m/s en la misma dirección de la velocidad original de proyectil vj. 


Respuesta impulso de un sistema mecánico. Supóngase que en el siste¬ 
ma mecánico mostrado en la Fig. 7-14, un proyectil de masa m se dispara 
contra la masa M (donde M > m). Se supone que cuando el proyectil pega 
en la masa A/, se incrustará en ella. Determínese la respuesta (desplaza¬ 
miento x) de la masa M después de ser golpeada por el proyectil. 



Flg. 7*14. Sistema mecánico sometido a una entrada impulso. 
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La entrada al sistema en este caso puede considerarse un impulso, cuya 
magnitud es igual a la razón de cambio de la cantidad de movimiento del 
proyectil. 

Supóngase que el proyectil se dispara en el f = 0— y que la velocidad 
inicial del proyectil es v(0—). En el instante que el proyectil golpea la masa 
Ai, la velocidad del proyectil se hace igual que la de la masa A/, puesto que 
se ha supuesto que el proyectil se incrusta en la masa M. 

En razón de que supusimos M > m, la velocidad v{t) después que el pro¬ 
yectil golpea a la masa M será pequeña comparada con v(0). Como resultado, 
hay un cambio súbito en la velocidad del proyectil, como lo muestra la Fig. 
7-15(a). Puesto que el cambio en la velocidad del proyectil ocurre instantá¬ 
neamente, v tiene la forma de un impulso como se muestra en la Fig. 
7-15(b). Nótese que v es negativa. En t > 0, la masa Af y el proyectil m se 
mueven como una masa combinada M + m. 



y 


A/ 



r 

(b) 


Fig. 7*15. (a) Cambio en la 
velocidad del proyectil cuan¬ 
do golpea a la masa; (b) cam¬ 
bio en aceleración del proyec¬ 
til cuando golpea a la masa. 


La ecuación de movimiento del sistema es 

MZ + bx + kx= F{t) (7-20) 

donde F(0» una fuerza de impulso, es igual a — mv. Nótese que — mv es po¬ 
sitiva. La fuerza de impulso F{t) está en la dirección positiva de x. En reía- 
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ción con la Fig. 7-15(b), la fuerza de impulso F(t) puede escribirse 

F(t) = A At d(t) 

donde A Ai es la magnitud de la entrada impulso. Asi, 

F{t) = A At 6{t) = —mv 

de la cual 

f AAtd{t)dt = —m f vdt 
Jo- Jo- 


o bien 


A At — mv( 0— ) — mv( 0+) (7-21) 

El momento del proyectil se cambia de mv( 0-) a mv(0 +). Puesto que 

v(0-f) = x(0+) = velocidad inicial de la masa M 
La Ec. (7-21) se puede escribir 

A At = mv{ 0—) — mi(0+) 

Entonces, la Ec. (7-20) se hace 

Mx + bx + kx = F(t) = [mv(O-) - wx(0+)] 6(t) 


Al tomar la transformada <£_ de ambos lados de esta última ecuación, ve¬ 
mos que 


M[s 2 X(s) - sx( 0-) - x(0—)] + ó[^r(j) - x(0-)] + kX(s) 

= mv(0—) — mi(0+) 


También, observando que x(0- ) = 0y*(0-) = 0, tenemos 

( Ms 2 -f bs 4- k)X(s) — mv( 0—) — mx(0+) 

o bien 

y( , mv{0-) — mx(04-> 

w Ms 1 + bs + k 


(7-22) 


Con el objeto de determinar el valor de Jfc(0 +), podemos aplicar el teo¬ 
rema del valor inicial 

•x(O-f) = lím x(t) = lim 

f—<*0 j —«oo 

= i| m .r 2 [mt{0—) - mjc(0+)l 
Ms 2 bs + k 


de la cual 
o bien 


mv(0 -) - mx(0 -f) 

“ M 

Mx( 0+) = /m>(0—) — wx(0+) 


m 

M + m 


v(0—) 


* 0 +) = 
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La entrada al sistema en este caso puede considerarse un impulso, cuya 
magnitud es igual a la razón de cambio de la cantidad de movimiento del 
proyectil. 

Supóngase que el proyectil se dispara en el / = 0- y que la velocidad 
inicial del proyectil es t>(0—). En el instante que el proyectil golpea la masa 
Af, la velocidad del proyectil se hace igual que la de la masa Af, puesto que 
se ha supuesto que el proyectil se incrusta en la masa Af. 

En razón de que supusimos Af m, la velocidad v(f) después que el pro¬ 
yectil golpea a la masa Af será pequeña comparada con v(0). Como resultado, 
hay un cambio súbito en la velocidad del proyectil, como lo muestra la Fig. 
7-15(a). Puesto que el cambio en la velocidad del proyectil ocurre instantá¬ 
neamente, v tiene la forma de un impulso como se muestra en la Fig. 
7-15(b). Nótese que v es negativa. En t > 0, la masa Af y el proyectil m se 
mueven como una masa combinada Af + m. 



V 



fig. 7-15. (a) Cambio en la 
velocidad del proyectil cuan¬ 
do golpea a la masa; (b) cam¬ 
ino en aceleración del proyec¬ 
til cuando golpea a la masa. 


La ecuación de movimiento del sistema es 

Af* + bx + kx = F(t) (7-20) 

donde F(t), una fuerza de impulso, es igual a - mi. Nótese que - mi es po¬ 
sitiva. La fuerza de impulso Fif) está en la dirección positiva de x. En reía- 
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ción con la Fig. 7-15(b), la fuerza de impulso F\t) puede escribirse 

F (0 = A At S(t) 

donde A At es la magnitud de la entrada impulso. Así, 

F(t) — A At ó(t) = —mv 

*0+ i*0 + 


de la cual 


/•Ot 1*0 + 

A At 8{t)dt — — m\ vdt 
Jo- J0- 


o bien 


A At — mv( O—) — mv( 04) (7-21) 

El momento del proyectil se cambia de m u(0- )awu(0 + ). Puesto que 

v(0+) — x(O -f) = velocidad inicial de la masa M 
La Ec. (7-21) se puede escribir 

A At = mi?(0—) — mi(0+) 

Entonces, la Ec. (7-20) se hace 

Mx 4~ bx 4- kx = F{t) = [mv(0—) — wx(0+)] 6{t) 

Al tomar la transformada £_ de ambos lados de esta última ecuación, ve¬ 
mos que 

M[s 2 X(s) - sx( 0-) - Jír(0—)] 4- b[sX(s) - x(0-)] + kX(s) 

— mv(0 —) — mx(0-|-) 

También, observando que x(0—) = 0y*(0—) = 0, tenemos 

(Ms 2 4- bs -f~ fc)AXs) = mv(0—) — wx(0-f) 

o bien 


X(„\ = mv(0 -) - mx(0+) 
w Ms 2 4- bs + k 


(7-22) 


Con el objeto de determinar el valor de JSr(0 +), podemos aplicar el teo¬ 
rema del valor inicial 

x(O-f) = lim x(t) = lím j[íA"(j)] 




= lim -y 2 ^ 0 -) - *n*(0+)l 
Ms 2 4 - bs Ar k 


I -«00 


de la cual 
o bien 


mv( 0—) — mx(0±) 
“ M 


A/x(04-) = mv{0 —) — mx(0+) 


m 


M 4- m 


v(0~) 


*( 0 +) = 
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Se sigue que 


mv( 0~) — mi( 0-f ) — 


Mm 

M -f- m 


v(0-) 


Y por lo tanto, la Ec. (7-22) se hace 

YM = njy(0-) M 

w M + m Ms 2 + bs + k 


(7-23) 


La transformada inversa de Laplace de la Ec. (7-23) da la respuesta impulso 
*(/), o sea, 


*(/) = £-'[X(s)] = 


mv(0 —) _»_,[_!_' 

M + m ls 2 4- ( b¡M)s -r ( k/AÍ ) 


La respuesta x(0 revelará vibraciones amortiguadas si el sistema está sub¬ 
amortiguado. De otro modo alcanzará un desplazamiento máximo y luego 
regresará lenta y gradualmente a la posición de equilibrio (x = 0) sin vibra¬ 
ción. 

Como ilustración, supongamos los siguientes valores numéricos de Af, 
m, ó, k, y i<0-) y determinemos la respuesta *(/). 

M = 50 kg 

m = 0.01 kg 

b = 100 N-s/m 

k = 2500 N/m 

v(0—) = 800 m/s 

Sustituyendo los valores numéricos dados en la Ec. (7-23) se llega a 

v/ \ _ 0.01 x 800 50 

50 + 0.01 50s 2 + 100 í + 2500 

8 1 

“ 50.01 j 2 + 2s + 50 

8 7 

“ 50.01 x7(í + 1) 2 + 7 2 

Al tomar la transformada inversa de Laplace de esta última ecuación, obte¬ 
nemos 

*(/) = 0.0229e~'sen7/ m 

La respuesta *(/) es asi, una senoide amortiguada como se muestra en la Fig. 
7-16. 


Comentarios. En el ejemplo 7-3 consideramos al bloque de madera y 
al proyectil como constitutivos de un sistema. Sin embargo, si tomamos al 
bloque de madera sólo como un sistema y al proyectil como la fuerza exter¬ 
na, entonces podemos proceder como en el análisis precedente exactamente 
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X 

D 02 

0 01 

0 

-0 01 



Fig. 7-16. Curva de respuesta al 
impulso del sistema mostrado en la 
Fig. 7-14 con M = 50 kg, m = 
0.01 kg, b = 100 N-s/m, k - 2500 
N/m y v(0-) = 800 m/s. 


y obtener la Ec. (7-23). Para verificar el resultado, sustituyamos m = m, = 
0.02 kg, M = m 2 = 50 kg, b - 0, k - 0 y u(0-) = = 600 m/s en la Ec. 

(7-23). 


o bien 



m x v t 1 

m, -f m 1 s 2 


iJT(í) = E(i) = — 

+ m 2 s 

La transformada inversa de Laplace de esta última ecuación da 

WjV, 0.02 x 600 


v = 


— 0.24 m/s 


nt l m 2 0.02 4 50 
la cual es la misma que el resultado obtenido en el ejemplo 7-3. 


7-4 FUNCIONES DE TRANSFERENCIA 

En la teoría de los sistemas las funciones llamadas ‘‘funciones de trans¬ 
ferencia*’ se usan frecuentemente para caracterizar las relaciones de entrada 
y salida de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, invariantes en el 
tiempo. Empezaremos por definir una función de transferencia y seguir con 
la obtención de las funciones de transferencia de sistemas físicos. Luego se 
expondrán sistemas análogos basados en estas funciones. 

Funciones de transferencia. La función de transferencia de un sistema 
de ecuaciones diferenciales lineales, invariantes en el tiempo, se define como 
la relación de la transferencia de Laplace de la salida (función de respuesta) 
y la transformada de Laplace de la entrada (función impulsora) bajo la su¬ 
posición que todas las condiciones iniciales sean cero. 

Considérese el sistema lineal definido por la ecuación diferencial 

(»> <#«— i) 

a 0 x 4- x 4- • • • 4 a n . iX + a n x 

(m) (m-1) 

= b 0 p 4 biP 4 • • • 4 b m -\ P 4 b m p (n > nt) 
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donde x es la salida del sistema y p es la entrada. La función de transferen¬ 
cia de este sistema se obtiene tomando la transformada de Laplace de am¬ 
bos lados de esta última ecuación, bajo la suposición de que todas las condi¬ 
ciones iniciales son cero, o sea, 


Función de transferencia = G(s) = 


£ [salidal 
£ [entrada] 


condiciones iniciales cero 


X(s) b n s m 4- b t s m -' + - - ■ + b m , x s 4- b„ 
P(s) a 0 s n -I- ají" -1 +•••-!- a n -\s H- o„ 


Al usar el concepto de función de transferencia, es posible representar 
la dinámica de los sistemas mediante ecuaciones algebraicas en s. Si la po¬ 
tencia más alta de s en el denominador de la función de transferencia es 
igual a n , el sistema se llama sistema de orden n-ésimo . 


Comentarios sobre la función de transferencia. La aplicabilidad del 
concepto de la función de transferencia se limita a sistemas de ecuaciones 
diferenciales lineales invariantes en el tiempo. El enfoque de función de 
transferencia, sin embargo, se usa extensamente en el análisis y el diseño de ta¬ 
les sistemas. En lo que sigue, enlistaremos un comentario importante con¬ 
cerniente a la función de transferencia. (Nótese que en la lista, el sistema 
tratado es uno descrito por una ecuación diferencial lineal invariante en el 
tiempo.) 

1. La función de transferencia de un sistema es un modelo matemático 
que implica un método operacional de expresar la ecuación diferencial que 
relaciona la variable de salida con la variable de entrada. 

2. La función de transferencia es una propiedad del sistema en si mis¬ 
mo, independiente de la magnitud y naturaleza de la función de entrada o 
excitación. 

3. La función de transferencia incluye las unidades necesarias para rela¬ 
cionar la entrada con la salida; sin embargo, no proporciona información al¬ 
guna concerniente a la estructura física del sistema. (La* funciones de transfe¬ 
rencia de muchos sistemas físicamente diferentes pueden ser idénticas.) 

4. Si la función de transferencia de un sistema se conoce, puede estu¬ 
diarse la salida o respuesta para varias formas de entrada teniendo presente 
la comprensión de la naturaleza del sistema. 

5. Si no se conoce la función de transferencia de un sistema, ésta puede 
establecerse experimentalmente introduciendo entradas conocidas y estu¬ 
diando la salida del sistema. Una vez establecida, una función de transfe¬ 
rencia da una descripción completa de las características dinámicas del siste¬ 
ma, sin recurrir a su descripción física. 
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Sistema mecánico. Considérese el sistema masa-resorte-amortiguador 
mostrado en la Fig. 7-17. Obtengamos la función de transferencia de este 
sistema suponiendo que la fuerza /?(/) es la entrada y el desplazamiento *(0 
de la masa la salida. Aquí medimos el desplazamiento x desde la posición de 
equilibrio. 


p (Fuerza de entrada) 


| Fig. 7-17. Sistema masa-resorte- 

x (Desplazamiento) amortiguador. 

Para obtener la función de transferencia, procedemos de acuerdo con 
los siguientes pasos. 

1. Escribase la ecuación diferencial del sistema. 

2. Tómese la transformada de Laplace de la ecuación diferencial, su¬ 
poniendo que todas las condiciones iniciales son cero. 

3. Tómese la relación de la salida X(s) con respecto a la entrada P(s). 
Esta relación es la función de transferencia. 



Aplicando la segunda ley de Newton al presente sistema, obtenemos 

mx 4 * bx 4 kx — p 

Tomando la transformada de Laplace de ambos lados de esta ecuación, da 

mis*X(s) - sx( 0) - x(0)] 4 ¿[¿AXO - x(0)] 4 kX{s) = P{s) 

Al igualar a cero todas las condiciones iniciales, la última ecuación se sim¬ 
plifica a 

( ms 2 4 bs 4 A;)AXy) = P(s ) 

Tomando la relación de Af(s) con respecto a P(s) t encontramos que la fun¬ 
ción de transferencia del sistema es 


Función de transferencia 


X(s) ^ 1 

P(s) ms 2 + bs 4 k 


Circuito eléctrico. La figura 7-18 muestra un circuito eléctrico en el 
cual e, es el voltaje de entrada y e„e\ voltaje de salida. El circuito consta de 
una inductancia L (henry), una resistencia R (ohm) y una capacitancia C 
(farad). Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff al sistema resultan las si¬ 
guientes ecuaciones. 
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Fig. 7-18. Circuito eléctrico. 


e¡ 


o 



L f t + m + J ü 


C 


J 

í 


i dt = 


e t 



Al tomar la transformada de Laplace de estas dos ecuaciones y suponiendo 
cero condiciones iniciales, tenemos 

Lsl(s) + Rl(s) + -i y m = E,(s) 

■il/W = £.(i) 

c s 

Por lo tanto, la función de transferencia de este sistema es 


Función de transferencia 


E 0 (s) 1 

E t (s) LCs 2 + RCs + 1 


(7-24) 


Impedancias complejas. Al obtener las funciones de transferencia de 
circuitos eléctricos, a menudo es conveniente escribir las ecuaciones trans¬ 
formadas por Laplace directamente en lugar de escribir las ecuaciones dife¬ 
renciales primero. Podemos hacerlo de ese modo utilizando el concepto de 
impedancias complejas. 



fig. 7-19. Sistema eléctrico con impe- 
dancia compleja Z(s). 


La impedancia compleja Z(s) del circuito de dos terminales de la Fig. 
7-19 es la relación de E(s), la transformada de Laplace del voltaje entre las ter¬ 
minales e /(s), la transformada de Laplace de la corriente a través del ele¬ 
mento, bajo la suposición de que las condiciones iniciales sean cero, de modo 
que Z(s) = E(s)//(s). Si el elemento de dos terminales es una resistencia R, 
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una capacitancia C o una inductancia L, entonces la respectiva impedancia 
compleja está dada por R t l/Cs o Ls. La relación general 

E(s) = Z(s)/(s) 

corresponde a la ley de Ohm para circuitos puramente resistivos. Nótese que 
las impedancias pueden combinarse en serie y paralelo justamente como lo 
hacen las resistencias. 

Considérese a continuación el circuito mostrado en la Fig. 7-20(a). La 
impedancia compleja Z(s) se encuentra a partir de 

E(s) = E t (s) + E„(s) + E c (s) = (Ls + R + ¿) I(s) 




(b) 


Fig. 7-20. Circuitos eléctricos. 


como 


z(s >=i?= Lí+ * + ¿ 

Para el circuito mostrado en la Fig. 7-20(b), 



En consecuencia, 


Z(s) = 


E(s) 

¡(s) ~ 1 


Ls 


J_ 

■j + a 


Obtención de funciones de transferencia de circuitos eléctricos median¬ 
te el uso de impedancias complejas. La función de transferencia de un cir- 
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cuito eléctrico puede obtenerse como una relación de impedancias comple¬ 
jas. En el circuito mostrado en la Fig. 7-21, supóngase que los voltajes e¡ y e 0 
son la entrada y salida del circuito, respectivamente. 


Fig. 7-21. Circuito eléctrico. 


o 


o 




Entonces, la función de transferencia de este circuito puede obtenerse como 

E 0 (s) Z 2 (s)I(s) Z 2 (s) 

E¡(s ) Zi(s)/(.s) + Z 2 (s)J{s) Z¿s) + Z 2 (s) 

Como ejemplo, considérese el circuito mostrado en la Fig. 7-8, donde 

Z,(s) = Ls + R, Z 2 (s) = ¿ 

La función de transferencia de este circuito puede encontrarse como 

E 0 (s) = Z 2 (s) 

E t (s) Z x (s) 4- Z 2 (s) 

1 ¡Cs 1 

“ Ls + R + (1/Cí) “ LCs 2 + RCs+ 1 

la cual, por supuesto, es idéntica a la Ec. (7-24). 


Funciones de transferencia de elementos en serie sin carga. La fundón 
de transferencia de un sistema formado por dos elementos en cascada sin 
carga puede encontrarse eliminando la entrada y la salida intermedias. Con¬ 
sidérese, por ejemplo, el sistema mostrado en la Fig. 7-22(a). La función de 
transferencia de cada elemento es 


G¿s) 


X¿s) 



X 3 (s) 


Si la impedancia de entrada del segundo elemento es infinita, la salida del 
primer elemento no se afecta por conectarlo al segundo elemento. Asi que la 
función de transferencia del sistema completo es 



XÁs) X 2 (s) X 3 (s) 
X¿s) - X¿s) X 2 (s) 


Gi(s)G 2 (s) 


La función de transferencia del sistema completo es, por lo tanto, el pro¬ 
ducto de las funciones de transferencia de los elementos individuales. Esta 
situación se muestra en la Fig. 7-22(b). 
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Fig. 7-22. (a) Sistema que consta de 
dos elementos en cascada sin carga; 
(b) diagrama simplificado. 


Examinemos otro ejemplo, el sistema mostrado en la Fig. 7-23. La in¬ 
serción de un amplificador de aislamiento entre los circuitos con el objeto 
de obtener características de no carga se usa frecuentemente para combinar 
circuitos electrónicos. Puesto que tanto los amplificadores de estado sólido 
como los amplificadores de tubos de vacío tienen impedancias de entrada 
muy altas, un amplificador de aislamiento insertado entre los dos circuitos 
justifica la suposición de no carga. 



Fíg. 7-23. Sistema eléctrico. 


Los dos circuitos RC simples aislados por un amplificador que se 
muestra en la Fig. 7-23 tienen efectos de carga despreciables, y la función de 
transferencia del circuito entero es igual al producto de las funciones de trans¬ 
ferencia individuales. Así queden este caso, 

E 0 (s) E x (s) E 2 (s) E 0 (s) 

E'(s ) ~ E,(s) E¿s) E 2 (s) 


Gí.C.S + i) (Í0 (r : 


C 2 s -1- 


_ K _ 

+ l)(i? 2 C 2 s + 1) 


Fundones de transferencia de elementos en serie con carga. Muchos 
sistemas, como el que se ilustra en la Fig. 7-24, tienen componentes que dan 
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Fig. 7-24. Sistema eléctrico. 


R y R z 



carga entre sí. Supongamos otra vez que en esta figura e t es la entrada y e 0 es 
la salida. Aquí la segunda etapa del circuito (porción R 2 C 2 ) produce un efec¬ 
to de carga sobre la primera etapa (porción RiC x ). Las ecuaciones para este 
sistema son 

JMi + f (f| - ii)dt = e, 

i- J (í 2 - /,) át + R l i l = -i- f i 2 di = -e. 


Si tomamos la transformada de Laplace de estas dos ecuaciones, suponien¬ 
do cero condiciones iniciales, los resultados son 


*,/,(*) + ^j[/,(í) - h(s)] = E,(s) 

¿[/iW - /,(*)] + RMs) = -¿/.W = -EÁ>) 
Entonces, eliminando Ii(s) de estas dos últimas ecuaciones da 


Y 


íi(j) — R 2 C 2 s z R\C¡s + R 2 C 2 s R x C 2 s t l)/ 2 (í) 

£ ÁS) = jr-/,(í) 

2 

por lo tanto, la función de transferencia entre E 0 (s) y E¡(s) es 

E 0 (s) _ _1_ 

E¡(s) R x C x R 2 C 2 s 2 + (^iC t ~\~ R 2 C 2 -b -¡~ 1 


(7-25) 


El término R x C¿s en el denominador de la función de transferencia repre¬ 
senta la interacción de dos circuitos RC simples. [Puesto que (R\C X + RjC 2 + 
/?iC|) 2 > AR x C x R 2 C 2t las dos raíces del denominador de la Ec. (7-25) son 
reales.] 

El presente análisis muestra que si dos circuitos RC se conectan en cas¬ 
cada, de modo que la salida del primer circuito sea la entrada al segundo, la 
función de transferencia total no es el producto de l/(RiC x s + l)y 1 /{R 2 C¿s + 
1). Esta situación ocurre cuando obtenemos la función de transferencia de 
un circuito aislado, suponemos implicitamente que la salida está sin carga. 
En otras palabras, la impedancia de carga se supone infinita, lo cual signifi¬ 
ca que ninguna potencia se está tomando a la salida. Aun cuando el segundo 



Sec. 7-4 


Funciones de Transferencia 397 


circuito esté conectado a la salida del primero, se toma una cierta cantidad 
de potencia y de este modo se viola la suposición de no carga. El grado del 
efecto de la carga determina la cantidad de modificación de la función de 
transferencia. Recuérdese siempre que cualquier efecto de carga debe ser to¬ 
mado en cuenta cuando se obtenga la función de transferencia. 

Sistemas análogos. En capítulos previos de vez en cuando expusimos 
sistemas análogos. Aquí resumiremos lo expuesto anteriormente. 

La analogía, por supuesto, no está limitada a la analogía mecánico-eléc¬ 
trica, la analogía hidráulico-eléctrica, y situaciones similares, sino que 
incluye cualesquiera sistemas físicos y no físicos. Los sistemas que tienen 
funciones de transferencia idénticas (o idéntico modelo matemático) son sis¬ 
temas análogos. (La función de transferencia es una de las formas más 
simples y concisas de los modelos matemáticos disponibles en el presente.) 

El concepto de analogía es útil para aplicar los resultados bien conoci¬ 
dos de un campo a otro. Ha resultado particularmente útil cuando un siste¬ 
ma físico dado (mecánico, hidráulico, neumático, etc.) es complejo, de modo 
que, resulta ventajoso analizar primero un circuito eléctrico análogo. Tal 
circuito eléctrico análogo puede construirse físicamente o puede simularse 
en una computadora analógica. (Para las computadoras analógicas electró¬ 
nicas consúltese la Sec. 7-7.) 

Para muchos ingenieros, los circuitos eléctricos o los sistemas simula¬ 
dos en computadoras analógicas pueden ser más fáciles de analizar que los 
circuitos hidráulicos o neumáticos. En consecuencia, el ingeniero debe ser 
capaz de obtener un circuito eléctrico análogo para un sistema físico dado. 
En general, una vez que se encuentra la función de transferencia de un siste¬ 
ma físico dado, no es difícil obtener un circuito eléctrico análogo o simu¬ 
larlo en una computadora analógica. 


Ejemplo 7-4. Obtengamos la función de transferencia de los sistemas mostrados en 
la Fig. 7-25(a) y (b) y muestre que estos sistemas son análogos. 






flg. 7-25. (a) Sistema mecá¬ 
nico; (b) sistema eléctrico 
análogo. 


(o) 


(b) 
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En el sistema mecánico de la Fig. 7-25(a), la ecuación de movimiento es 

b(x ( — x 0 ) = kx 0 

o bien 

bx ( = kx 0 -f- bx 0 

Al tomar la transformada de Laplace de esta última ecuación, suponiendo cero las 
condiciones iniciales, obtenemos 

bsX t (s) = (k + bs)X 0 (s) 

Aquí la función de transferencia entre X 0 (s) y X¡(s) es 

X 0 (s) __ bs _ (b¡k)s 
X,{s ) ~ bs + k ~~ ( b/k)s + 1 

En el sistema eléctrico de la Fig. 7-25(b), tenemos 

E 0 (s) _ R __ RCs 
E t (s ) (1/0) + R~RCs+ 1 


Comparando las funciones de transferencia obtenidas, vemos que los dos sistemas 
son análogos. Nótese que tanto b/k como RC tienen la dimensión del tiempo y son 
las constantes de tiempo de los sistemas respectivos. (Para cantidades análogas entre 
los sistemas mecánicos y eléctricos, véase la Sec. 3-5.) 


7-5 RESPUESTA EN FRECUENCIA Y FUNCIONES 

DE TRANSFERENCIA SENOIDAL 

Cuando se aplica una entrada senoidal a un sistema lineal, éste tiende a 
vibrar a su propia frecuencia natural así como a seguir la frecuencia de la 
entrada. En presencia de amortiguamiento, esta porción del movimiento no 
sostenido por la entrada senoidal desaparecerá gradualmente. Como resul¬ 
tado, la respuesta en estado permanente es senoidal a la misma frecuencia 
que la entrada. La salida en estado permanente difiere de la entrada sola¬ 
mente por la amplitud y el ángulo de fase. Asi que la relación de las amplitu¬ 
des de salida/entrada y el ángulo de fase entre salida y la senoide de entrada 
son los dos únicos parámetros necesarios para predecir la salida de un siste¬ 
ma lineal cuando la entrada es una senoide. En general, la relación de 
amplitudes y el ángulo de fase dependen de la frecuencia de entrada. 

Respuesta en frecuencia. El término respuesta en frecuencia se refiere 
a la respuesta en estado permanente de un sistema a una entrada senoidal. 
Para todas las frecuencias de cero a infinito, la respuesta en frecuencia 
característica de un sistema puede ser completamente descrita mediante la 
relación de amplitud salida/entrada y el ángulo de fase entre la salida y la se¬ 
noide de entrada. En este método de análisis de sistemas, variamos la fre- 
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cuencia de la seflal de entrada dentro de una amplia escala y estudiamos I 
respuesta resultante. 

Hay tres razones principales para considerar con énfasis la respuesta e 
frecuencia en análisis de sistemas. 

1. Muchos fenómenos naturales son de naturaleza senoidal (por ejem 
pío, los movimientos armónicos simples generalmente son genera 
dos en sistemas eléctricos y mecánicos). 

2. Cualquier señal periódica puede representarse mediante una serie df 
componentes senoidales. 

3. Las señales senoidales son importantes en las comunicaciones tantc 
como en la generación y transmisión de potencia eléctrica. 

Vibración forzada sin amortiguamiento. La figura 7-26 ilustra un sis¬ 
tema masa-resorte en el cual la masa está sometida a una entrada senoidal, 
la fuerza P sen u¡t. Encontremos la respuesta del sistema si inicialmente se 
encuentra en reposo. 1 


P sen 1 út 


Flg. 7-26. Sistema masa-resorte. 

Si medimos el desplazamiento x desde la posición de equilibrio, la 
ecuación de movimiento del sistema es 

mX + kx — Psentaf 

o bien 

x Je + —x = — sentar (7-26 

N m m 

Resolveremos primero este problema mediante el método convencional. L 
solución de esta ecuación consiste en la vibración a su propia frecuencia na 
tural (solución homogénea) y a aquella de la frecuencia de excitación (solí 
ción particular). Asi, la solución puede escribirse 

x(0 = (solución homogénea) + (solución particular) 

= (a sen B eos + (C sen caí) 

donde A, B y C son aún constantes indeterminadas. 
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Supongamos que la entrada P sen caí se aplica en t = 0. Puesto que el 
sistema está inicialmente en reposo, tenemos las condiciones iniciales x(0) = 0 
y j¡t( 0) = 0. Entonces, 

x(0) = £ = 0 

En consecuencia, x(t) puede simplificarse como 


Observando que 


tenemos 


Y así 


x(t ) = A sen^/^- 1--{- C sene ot 

x(t) = AJ — eos J — t + Cco eos cot 
v m v m 

x(0) = + Cco = 0 

C = - aJ ¿ — 
v m co 


La segunda derivada de *(/) se hace 


x(t) — — A— sen J—t — Cco 2 sen coi 
m V m 


La sustitución de las Ecs. (7-27) y (7-28) en la Ec. (7-26) da 


k k P 

X + —x = —Cco 2 sencof H-Csencof = — sen cot 


de la cual 


o bien 


c( — -co 1 ) = — 

\m / m 


C = 


k — meo 1 


Se sigue que 


A = ^ _ _ Peojmlk 

Jk\m “ k — meo 2 


(7-27) 


(7-28) 


La solución se encuentra ahora 


x(f) = — ¿ co 'V m l k sen 
k — meo 2 


vi 


— t 4- 7 — -* sen cor 

m k — meo 2 


(7-29) 


Esta es la solución completa (solución general). El primer término es la solu¬ 
ción homogénea (la cual no decrece en este sistema), y el segundo término es 
la solución particular. 
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La misma solución completa puede obtenerse usando el método de la 
transformada de Laplace. De hecho, en sistemas más complicados (tales como 
los sistemas que incluyen términos de amortiguamiento o sistemas que ten¬ 
gan dos o más grados de libertad) el enfoque de la transformada de Laplace 
es mucho más simple que el enfoque convencional arriba presentado. De¬ 
mostrémoslo para el presente sistema. [Nótese que si necesitamos solamente 
una solución en estado permanente (solución particular), el uso de la fun¬ 
ción de transferencia senoidal simplifica la solución. La función de transfe¬ 
rencia senoidal se expone en detalle en esta sección.] 

Al tomar la transformada de Laplace de la Ec. (7-26) y usar las condi¬ 
ciones iniciales *(0) = 0 y ¿(0) = 0, encontramos 


(i 2 + —)x(s) = — , 

\ mj m s 2 + o> a 


Resolviendo para A(s), 

v/»\ _ J*_ o? _ 1 

' ' m s 2 + eo 2 s 2 + (k/m) 


— —Pcú^/m/k +/k¡m , P _ eo 

k — meo 2 s z + (k/m) ' k — meo 2 s 2 -f- eo l 


La transformada inversa de Laplace de esta última ecuación da 




meo 


sen eot 


la cual es exactamente la misma que la Ec. (7-29). 

Examinemos la respuesta del sistema, Ec. (7-29). Cuando la frecuencia 
de exci tació n u tiende a cero, la amplitud de la vibración a su frecuencia na¬ 
tural yjk/m tiende a cero y la amplitud de la vibración a la frecuencia de ex¬ 
citación o) tiende a P/k. Este valor P/k es la deflexión de la masa que resultaría 
si la fuerza P se aplicara en forma estable (a frecuencia cero). Así pues, P/k 
es la deflexión estática. A medida que se incrementa la frecuencia o>, el de¬ 
nominador de la solución, k — meo 2 , se hace más pequeño y la amplitud se 
hace más grande. Cuando la frecuencia o> se incremen ta aú n más y se hace 
igual a la frecuencia natúral del sistema, w = o»„ = \¡k/m y ocurre la reso¬ 
nancia. En resonancia, el denominador de la solución, k - mu 2 , se hace cero 
y la amplitud de la vibración se incrementará sin límite. (Cuando se aplica la 
entrada senoidal a la frecuencia natural y en fase con el movimiento; esto 
es, en la misma dirección que la velocidad, la fuerza de entrada está real¬ 
mente trabajando sobre el sistema y aumentando su energía la que aparece¬ 
rá como Un incremento en las amplitudes.) Al continuar incrementándose o> 
más allá de la resonancia, el denominador k - iww* se hace negativo y adop¬ 
ta valores de crecimiento incrementado, tendiendo a infinito negativo. Por 
lo tanto, las amplitudes de la vibración (a la frecuencia natural y a la fre¬ 
cuencia de excitación) tienden a cero del lado negativo, arrancando en el in- 
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finito negativo cuando o¡ = u) n + . En otras palabras, si ai está por abajo de 
la resonancia, la vibración que corresponde a la frecuencia de excitación 
(solución particular) está en fase con la senoide de excitación. Si o> está por 
arriba de la resonancia, la vibración está 180° fuera de fase. 


Función de transferencia senoidal. La función de transferencia se¬ 
noidal se define como la función de transferencia G(s) en la cual 5 es reem¬ 
plazada por jo). Cuando solamente se quiere la .solución jde estado perma¬ 
nente (solución particular), la función de transferencia senoidal G(/w) puede 
simplificar Ja solución. En la siguiente exposición consideraremos el com¬ 
portamiento de los sistemas lineales estables en las condiciones del estado 
permanente, esto es, después que los transitorios iniciales han desaparecido. 
Y veremos que las entradas senoidales producen salidas senoidales en estado 
permanente con la amplitud y el ángulo de fase de cada frecuencia o> deter¬ 
minados por la magnitud y el ángulo de fase de G(/u>), respectivamente. 


Obtención de una salida de estado permanente de una entrada se¬ 
noidal. Veamos cómo las características de la respuesta en frecuencia de un 
sistema estable pueden obtenerse directamente de la función de transferen¬ 
cia senoidal. En el sistema lineal G(s) de la Fig. 7-27 la entrada y la salida se 


Fig. 7-27. Sistema lineal. 


pit) = P sen u)t 


P(s) 



*(/) 


X(s) 


denotan mediante p(t) y x(f), respectivamente. La entrada p(t) es senoidal y 
está dada por 

p{t) — P sen cot 

Mostraremos que la salida x{t ) en estado permanente está dada por 

x{t) — | G(joúi) ¡ P sen {cot -f <f>) 

donde G(/w) y 4> son la magnitud y el ángulo de G(/oj), respectivamente. 

Supóngase que la función de transferencia G(s) puede escribirse como 
una relación de polinomios en s, esto es, 

r,(i\ = K ( s + z i )( 5 + ' ’( s + z ") 

W (5 4- íi)(í + s 2 )* • - (í + sj 

La transformada de Laplace de la salida Af(s) es 

X(s) = G(s)P(s ) (7-30) 

donde P(s) es la transformada de Laplace de la entrada p{t). 

Limitemos nuestra exposición solamente a los sistemas estables. En ta¬ 
les sistemas, la parte real de las — s¡ son negativas. La respuesta permanente 
de un sistema lineal estable ante una entrada senoidal no depende de las 
condiciones iniciales, y por lo tanto, puede ser ignorada. 
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Si C(j) tiene solamente polos diferentes, entonces la expansión en frac¬ 
ciones parciales de la Ec. (7-30) da 


X(s) = G(s) 


Peo 


-f o * 2 


+ 


+ 


b x 


+ 


í + j(Ú S — j(Ú S + Sj J + s 




+ 




s s A 


(7-31) 


donde a y b¡ (donde i - 1,2,. . . , n) son constantes y á es el complejo con¬ 
jugado de a. La transformada inversa de Laplace de la Ec. (7-31) da 


,x(r) = ae~ í0>t + áe J<ut b x e~ tvt + b 2 é + • * * + b m e '•* 


En un sistema estable, cuando t tiende al infinito, los términos e _5 « f , e - *, 
. . . , er SJ tienden a cero, puesto que — s t , — s 2 , • . . , — s„ tienen partes rea¬ 
les negativas. Así que todos los términos del lado derecho de esta última 
ecuación, excepto los dos primeros, desparecen en el estado estable. 

Si G(s) incluye k polos múltiples s jy entonces xft) incluirá términos tales 
como fie-* (donde h = 0, 1, . . . , k - 1). Puesto que la parte real de la 
—Sj es negativa en un sistema estable, los términos fie~* tienden a cero 
cuando t tiende a infinito. 

Independientemente de que el sistema incluya polos múltiples, la res¬ 
puesta permanente se hace asi 


x(f) = ae~ ¡a * + áe ieat (7-32) 

donde las constantes aya pueden evaluarse por la Ec. (7-31). 

a = Wp&po + m = - í < 

L = 5 C (» 

(Nótese que a es el complejo conjugado de a .) En relación con la Fig. 7-28, 
podemos escribir 



7-28. Fundón compleja y su com¬ 
plejo conjugado. 
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G(jco)=G x +jG y 

= 1 G(jco) | eos 0 4- j | G(jco) | sen 0 
= | G(jco) | (eos 0 4 ; sen <f>) 

= \GUo>)\¿* 

(Adviértase que / G{jo¡) - / e# — <f>.) En forma similar 

G(-jco) — | G(—jo >) | e' 1 * = | G(jco) \ e~ J * 

Se sigue que 

a= -^\G(ja>)\e-’* 

5 = £.\G(.j<o)\e» 

Entonces la Ec. (7-32) puede escribirse 

x(t) = \G(j<o)\P e - -2T— 

= | G(jco) | P sen (cot + <t>) 

— Xsen(ú)/ -f 0) (7-33) 


donde X - | G(jv)\Py<l>- / G(jüj) . Vemos que un sistema lineal estable 
sometido a una entrada senoidal tendrá» en estado permanente, una salida 
senoidal de la misma frecuencia que la entrada. Pero la amplitud y el ángulo 
de fase de la salida diferirán, en general, de aquellos de la entrada. De 
hecho, la amplitud de la salida está dada por el producto de la amplitud de 
la entrada y ¡ G(ya>) |, en tanto que el ángulo de fase difiere del de la entrada 
en la cantidad <t> = / GQhQ . 

Sobre la base del análisis precedente, estamos capacitados para obtener 
el siguiente resultado importante. Para las entradas senoidales, 


\G(j<o) | = 


P(jco) 


IGQco) = j 


X(ja>) 

PUa>) 


relación de amplitudes de la senoide 
de salida y la senoide de entrada 

j r parte imaginaria de G(j oi) 1 
L parte real de G(yw) J 


= desfasamiento de la senoide de salida 
con respecto a la senoide de entrada 


Asi que las características de la respuesta en estado permanente de un siste¬ 
ma lineal ante una entrada senoidal pueden encontrarse directamente de 
G(y'co), la relación entre X (yw) y Pijoj). 

Nótese que la función de transferencia senoidal G(ja) es una cantidad 
compleja que puede representarse por la magnitud y el ángulo de fase con la 
frecuencia w como parámetro. Con el objeto de caracterizar completamente 
un sistema lineal mediante las curvas de respuestas en frecuencia, debemos 
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especificar tanto la relación de amplitudes como el ángulo de fase en fun¬ 
ción de la frecuencia co. 

Comentarios. Debe hacerse notar que la Ec. (7-33) es válida solamente 
si G($) = X{s)/P{s) es un sistema estable; esto es, si todos los polos de G(s) 
caen en la mitad izquierda del plano. Si un polo está en el origen y/o unos 
polos de G(s) caen en el eje jo) (pueden ocurrir en el eje ju>, polos cuales¬ 
quiera, como un par de complejos conjugados). La salida *(0 puede obte¬ 
nerse tomando la transformada inversa de Laplace de la ecuación 

= G(s)P(s) = 

o bien 

*(') = *-[*»] = 

Adviértase que si un par de polos de G(s) cae en la mitad derecha del plano, 
el sistema es inestable y la respuesta crece indefinidamente. No hay estado 
permanente para tal sistema inestable. 


Ejemplo 7-5. Considérese el sistema de función de transferencia 


X(s) 

P(s) 


G(s)~ 


1 

Ts + 1 


Para la entrada senoidal pif) = P sen cor, ¿cuál es la salida x{i) de estado permanente? 
La sustitución de ju por s en G(s) da 

G(jíú) = Tj(ú + j 

La relación de amplitudes salida/entrada es 

| CO*a>) | = ^=== 

en tanto que el ángulo de fase 0 es 

x 0 = IG(jco) = — tan* 1 Tco 

Así, para la entrada p(t) = P sen «/, la salida x(t ) de estado permanente puede en¬ 
contrarse como 


^ (<u/ ~ tan ' 1 To>) 

De esta ecuación vemos que, para ú pequeña, la amplitud de la salida x(t) es casi 
igual a la amplitud de la entrada. Para una gran u, la amplitud de la salida es pe¬ 
queña y casi inversamente proporcional a w. El ángulo de fase es de 0 o para = 0 y 
se aproxima a - 90° cuando to se incrementa indefinidamente. 
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Ejemplo 7-6. Supóngase que una fuerza senoidal p(t) = P sen wt se aplica al sistema 
mecánico mostrado en la Fig. 7-29. Suponiendo que el desplazamiento x se mide des¬ 
de la posición de equilibrio, encuéntrese la salida de estado permanente. 

La ecuación de movimiento para el sistema es 

mi 4- bx + kx = p{t) 


Fig. 7-29. Sistema mecánico. 



P sen cl»/ 


La transformada de Laplace de esta ecuación, suponiendo condiciones iniciales cero, es 

(ms 2 -j - bs k)X(s) — P(s) 

donde A'(s) =£(*(/)] y P(s) =£{p(t). (Nótese que las condiciones iniciales no afectan 
la salida de estado permanente y, por lo tanto, pueden suponerse cero.) La función de 
transferencia entre el desplazamiento Af(s) y la fuerza de entrada P(s) es, por lo tanto, 

P(s) ^ ' ms 2 + bs + k 

Puesto que la entrada es una función senoidal p(t) - P sen co/, podemos usar la lun- 
ción de transferencia senoidal para obtener la solución de estado permanente. La 
función de transferencia senoidal es 


X(jeo) 
P(j (O) 


= GU<o) 


_ 1 __ 1 _ 

— meo 2 bj (O + k (k — meo 2 ) + jbco 


En relación con la Ec. (7-33), la salida x(f) puede escribirse 

*(/) = | G(jco) | P sen (eot + 0) 

donde 

0 = IGUco) = / (/c _ ^ 2 ) + jbco = -tan" 1 k _ mü}2 

Asi, 

= +/(k - meo 2 ) 2 T b 2 eo 2 “ tan 1 k - meo 2 ) 

Puesto que k/m = wj| y b/k = 2£/«„, esta ecuación puede escribirse 

" vti - c w + « í m ~ ,an "‘ (7 - M) 

donde = P/Ár es la deflexión estática. 
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Al escribir la amplitud de x(t) como X y encontramos que la relación de amplitu¬ 
des X/x s( es 

X__ 1 

V[1 - (ü) 2 /ú>¿)] 2 -f (2C co¡(ú n y 

5 

4 

¿ 3 

2 




flg. 7*30. Curvas de amplitud nor¬ 
malizada contra frecuencia norma¬ 
lizada y curvas de ángulo de fase 
contra frecuencia normalizada. 
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La figura 7-30 muestra los efectos de la frecuencia de entrada u> y el factor de amorti¬ 
guamiento relativo f en la amplitud y el ángulo de fase de la salida de estado perma¬ 
nente. 

De la figura vemos que a medida que el factor de amortiguamiento relativo se 
incrementa, la relación de amplitudes decrece. La relación de amplitudes máxima 
ocurre en aquella frecuencia menor que la frecuencia natural no amortiguada. Ob¬ 
sérvese que la frecuencia u> m a la cual la relación de amplitudes es máxima, ocurre a 


(Esta frecuencia es algo menor que la frecuencia natural amortiguada w d = 1 - f 2 .) 

El valor de u m puede obtenerse como la frecuencia que hace minima 

(' + ( 2í ¿0 

Es decir, al diferenciar esta expresión respecto a o», al sustituir o = « m y al igualar a 
cero esta ecuación tenemos 


(, °>l\( 

2 co m \ 

V - SJA 

(ol ) 


2 co 


m 


co: 


= 0 


Resolviendo entonces para oj* llegamos a 


co 

0) 


? = 1 - 2p 


la cual da 


co m = co n Vl - 2C 2 


Ejemplo 7-7. En relación con el sistema mostrado en la Fig. 7-29, si los valores nu¬ 
méricos de m, b, k, P y w se dan como m - 10 kg, b = 30 N-s/m, k = 1000 N/m, 
P = 10 n, y w = 2 rad/s, ¿cuál es la salida *(/) en estado permanente? 

La ecuación del sistema es 

10* + 30* -I- 1000* = 10 sen 2/ 


La frecuencia natural no amortiguada es de 10 rad/s, el factor de amortiguamien¬ 
to relativo f es 0.15 y la deflexión estática^ es 0.01 m. AJ sustituir los valores numé¬ 
ricos en la Ec. (7-34), la salida en estado permanente resulta ser 




0.01 


V[1 - (2 2 /10 2 )] 2 + (2 x 0.15 "x 2/10) 2 


sen 


[*- 


tan 


2 x 0.15 x 2/1 


1 - ( 2 2 / 10 2 ) 


- 0 ] 


= 0.0104 sen (2 1 - tan" 1 0.0625) 
= 0.0104 sen (2 1 - 0.0625) 


La salida en estado permanente tiene amplitud de 0.0104 m y se atrasa de la entrada 
(función de excitación) en 0.0625 rad o 3.58°. 


Ejemplo 7-8. Supóngase, en el circuito de la Fig. 7-31, que se aplica un voltaje e¡ a 
tas terminales de entrada y aparece un voltaje e 0 en las terminales de salida. También 
supóngase que la entrada es senoidal y está dada por 

e t (t) = E, sen cot 

¿Cuál es la corriente en estado permanente i(f)? 
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Flg. 7-31. Circuito eléctrico. 


L 



Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff al circuito resulta 

L ^ + Ri+± jtdt = ei 

Entonces la transformada de Laplace de esta última ecuación, suponiendo condi¬ 
ciones iniciales cero, es 

(ls + R + gr)/(i) = £•,(*) 


Por lo tanto, la función de transferencia entre I(s) y E¡(s) se hace 

/ (s) 1 Cs 

E¡(s) ~ Ls + R + (1 /Cs) LCs 2 + RCs + 1 

La función de transferencia senoidal es 


nm 

EtUco) 


= GUco) 


_ Cjcú _ 

—LCoí 2 + RCjco + 1 


Por lo tanto, la corriente i(t) en estado permanente está dada por 
/ (/) = | G(Jco) | Ei sen [cot + ¡GUco) ] 

CE¡co 


|sen (cot + 90° - tan- i _ j^ ) 


a /(1 - LCco 2 ) 2 + ( RCco) 2 

CEjCO _ / * RCco \ 

^(T^lcS^WTTrcW cos V i — lcoí 1 ) 


*7-4 AISLAMIENTO DE VIBRACIONES 

La vibración es, en general, indeseable porque puede causar la destruc¬ 
ción de partes, genera ruido, transmite fuerzas a las cimentaciones, etcétera. 
Con el objeto de reducir la cantidad de fuerza transmitida a la cimentación 
como resultado de la vibración de una máquina (aislamiento de la vibra¬ 
ción) tanto como sea posible, las máquinas se montan usualmente sobre 
aisladores de vibración que consisten en resortes y amortiguadores. En for- 

•Las selecciones con asterisco tratan tópicos más desafiantes que el resto del libro. De¬ 
pendiendo de los objetivos del curso, estas secciones (aunque importantes) pueden omitirse de 
la exposición en clase sin perder la continuidad del tema principal. 
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ma similar, con el objeto de reducir la cantidad de movimiento transmitido 
a algún instrumento delicado por el movimiento de la cimentación (aisla¬ 
miento del movimiento), los instrumentos se montan sobre aisladores. En 
esta sección se describen la fuerza centrípeta, la fuerza centrífuga y la fuerza 
debida al desbalanceo en la rotación. A continuación se analizan la vibra¬ 
ción causada por la fuerza de excitación resultante del desbalanceo, los 
aisladores de la vibración, la transmisibilidad y finalmente los elementos para 
absorber la vibración dinámica. 

Fuerza centrípeta y fuerza centrifuga. Supóngase que la masa puntual 
m se está moviendo en una trayectoria circular con velocidad constante como 
en la Fig. 7-32(a). Las magnitudes de las velocidades de la masa m en el pun¬ 
to A y el punto B son las mismas pero las direcciones son diferentes. En re- 
lación con la Fig. 7-32(b), la dirección PQ se hace perpendicular a la direc¬ 
ción AP (dirección del vector velocidad en el punto A) si los puntos Ay B 
están cercanos entre sí. Esto significa que la masa puntual debe poseer una ace¬ 
leración dirigida hacia el centro de rotación, punto O. Para producir esta 
aceleración, se requiere una fuerza de masa por aceleración. Si la acelera¬ 
ción es hacia el centro, la fuerza de reacción es hacia afuera y su magnitud 
es igual a la fuerza dirigida al centro. La fuerza que actúa hacia el centro se 
llama fuerza centrípeta y la fuerza de inercia de reacción opuesta, fuerza 
centrífuga. 



Av 



(o) (b) 

Fig. 7-32. (a) Masa puntual moviéndose en una trayectoria circular; 

(b) diagrama vectorial de velocidad. 

La aceleración a que actúa hacia el centro de rotación se obtiene como 
sigue. Observando que los triángulos OAB y APQ son semejantes, tenemos 
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donde \Av\ y \v A \ representan las magnitudes de la velocidad Av y la veloci¬ 
dad^, respectivamente. Observando que \ v A \ = wr y u> = lim^oíAfl/A/), 
vemos que 


a 


= lím 1M = lim 

Af-* 0 At <v-o r Ar 


= coV 


Esta aceleración actúa hacia el centro de rotación, y la fuerza centrípeta es 
rnu?r. La fuerza centrífuga es la fuerza de reacción y es hacia afuera. Su 
magnitud es también moj 2 r. 


Ejemplo 7-9. Un muchacho da vueltas, en un arco circular, a una piedra de 0.01 kg 
de masa sujeta al extremo de un cable de 1 ni. Supóngase que la velocidad del movi¬ 
miento circular de la piedra es de 2 m/s. ¿Cuál es la tensión T en el cable? 

T = mco*r = my= 0.01 y = 0.04 N 


Vibración debida al desbalanceo en la rotación. Las fuerzas de entrada 
que excitan el movimiento vibratorio se originan a menudo por el desbalan¬ 
ceo en la rotación. Tal desbalanceo en la rotación existe si el centro de masa 
del cuerpo rígido rotatorio y el centro de rotación no coinciden. La figura 7-33 
muestra una máquina desbalanceada en reposo sobre un montaje anti-cho- 
ques. Supóngase que el rotor está girando a una velocidad constante de o? 
rad/s y que la masa desbalanceada tft está localizada a una distancia r del 
centro de rotación. La masa desbalanceada producirá una fuerza centrífuga 
de magnitud mu? r. * ( 


Masa 

total 

M 



Flg. 7-33. Máquina desbalanceada so¬ 
portada por un montaje antichoques. 


En el presente análisis, limitamos el movimiento a la dirección vertical 
solamente, aun cuando el desbalanceo en la rotación produzcá la compo- 
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nente horizontal de la fuerza. La componente vertical de esta fuerza, mw 2 r 
sen o)t , actúa sobre los cojinetes y es transmitida a la cimentación, causando 
de ese modo que la máquina vibre excesivamente. [Nótese que, por conve¬ 
niencia, el origen del tiempo (f = 0) se escogió arbitrario, de modo que la 
fuerza de desbalanceo aplicada al sistema sea m<a 2 r sen o>/.] 

Supongamos que la masa total del sistema es Af, la cual incluye la masa 
desbalanceada m. Aqui consideramos solamente el movimiento vertical y 
medimos el desplazamiento vertical x desde la posición de equilibrio en 
ausencia de la fuerza de excitación. Entonces, la ecuación de movimiento 
del sistema se hace 


Mx -f bx 4- kx = p(t) (7-35) 

donde p(t) es la fuerza aplicada al sistema y está dada por 

p{t) = m(o z r sen coi 

Al tomar la transformada de Laplace de ambos lados de la Ec. (7-35), su¬ 
poniendo cero las condiciones iniciales, tenemos 

(Ms 2 + bs + AWs) = P(s) 

o bien 

X(s) ___ 1 

P(s) Ms 1 + bs + k 

La función de transferencia senoidal es 

KÍM _ G(jco) =_!_ 

P(jm) yj> -Mm 2 + bj<o + k 

Para la función de excitación senoidal p(t), la salida en estado permanente 
se obtiene de la Ec. (7-33) como 

jt(r) = X sen (cot + 0) 

= | G(jco) 1 mcü 2 r sen (o ot - tan" 1 

mcú 2 r ( b<¡) \ 

~ J(k - Mw'y + sen ( k - Mm 1 ) 

En esta última ecuación, si dividimos el numerador y el denominador de la 
amplitud y los correspondientes al ángulo de fase por k y sustituimos k/M — 
u¿ y b/M - 2 en el resultado, la salida en estado permanente es 

x(,) =vFw+w M r" tan i -«ow 

De esta expresión vemos que la amplitud de la salida en estado permanente 
se hace grande cuando el factor de amortiguamiento relativo f es pequeño y 
que la frecuencia de excitación o> está próxima a la frecuencia natural <*>„. 
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Aisladores de vibración. El aislamiento de la vibración es un proceso 
mediante el cual los efectos de la vibración se hacen mínimos o se eliminan. 
La función de un aislador de vibración consiste en reducir la magnitud de la 
fuerza transmitida de la máquina a su cimentación o reducir la magnitud del 
movimiento transmitido de una cimentación vibratoria a la máquina. 

El concepto se ilustra en la Fig. 7-34(a) y (b). Aquí el sistema consta de 
un cuerpo rigido que representa a una máquina conectada a una cimenta¬ 
ción mediante un aislador que consta de un resorte y un amortiguador. La 
figura 7-34(a) ilustra el caso en el cual la fuente de vibración es una fuerza 
vibratoria originada dentro de la máquina (excitación por fuerza). El aisla¬ 
dor reduce la fuerza transmitida a la cimentación. En la Fig. 7-34(b) la fuen¬ 
te de vibración es un movimiento vibratorio de la cimentación (excitación 
por movimiento). EL aislador reduce la amplitud de la vibración de la má¬ 
quina. 

El aislador consiste esencialmente en un medio elástico de soporte de la 
carga (tal como un resorte) y un medio disipador de energía (tal como un 
amortiguador). En la Fig. 7-35 aparece un aislador de vibración típico. (En 
un aislador de vibración simple, un solo elemento como hule sintético puede 
realizar las funciones tanto del medio de soporte de la carga como del medio 
disipador de energía.) En el presente análisis se supone que la máquina y la 
¿¡mentación son rígidas y el aislador se supone sin masa. 


Fuerza 


ti 



Movimiento 

AAA 


Movimiento 


ti 

Fuerza 


(a) (b) 

Fig. 7-34. Aislador de vibración; (a) por fuerza de excitación; (b) por 
movimiento de excitación. 


TransmisibUidad. La transmisibilidad es una medida de la reducción 
de la fuerza transmitida o del movimiento producido por un aislador. Si la 
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Máquina 



Aislador 


Flg. 7-35. Aislador de vibración. 


fuente de vibración es una fuerza vibratoria debida al desbalanceo de la má¬ 
quina (excitación por fuerza), la transmisibilidad es la relación de la ampli¬ 
tud de la fuerza transmitida a la cimentación con respecto a la amplitud de 
la fuerza de excitación. Si la fuente de vibración es un movimiento vibrato¬ 
rio de la cimentación (excitación por movimiento), la transmisibilidad es la 
relación entre la amplitud de la vibración de la máquina y la amplitud de 
la vibración de la cimentación. 


Transmisibilidad por la fuerza de excitación. En el sistema mostrado 
en la Fig. 7-33, la fuente de vibración es una fuerza vibratoria resultante del 
desbalanceo de la máquina. La transmisibilidad en este caso es la relación 
de amplitudes de las fuerzas y está dado por 


Transmisibilidad = TR = —f 


amplitud de la fuerza transmitida 
amplitud de la fuerza de excitación 


Encontremos la transmisibilidad de este sistema en términos del factor de 
amortiguamiento relativo f y de la relación de frecuencia & - u>/ci>„. 

La fuerza de excitación (en la dirección vertical) se origina por la masa 
desbalanceada de la máquina y es 

p{t) = mco 2 r sen mt — F 0 sen cot 

La ecuación de movimiento del sistema está dada por la Ec. (7-35), reescri¬ 
ta así: 


Mx + bx 4- kx = p(t) (7-36) 

La fuerza transmitida a la cimentación es la suma de las fuerzas del amorti¬ 
guador y el resorte o 

f(t ) = bx + kx = F, sen (cot 4- 0) (7-37) 

Tomando la transformada de Laplace de las Ecs. (7-36) y (7-37), suponien¬ 
do las condiciones iniciales cero, dan 

(Ms 2 -f bs + k)X(s) = P(s) 

(bs + k)X(s) = F(s) 
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donde X(s) = £[*</)], P(s) = £[p(/)], y F{s) = £[./(*)]. p or lo tamo, 

j M 1 

P(s ) Ms 2 4- bs 4- k 




= bs + k 


La eliminación de Afa) de estas dos últimas ecuaciones da 

F(s ) F(s ) X(s) bs ±k 

P(s) X(s) P(s ) Ms 2 +bs 4- k 


La función de transferencia senoidal F(jut)/PUu) es 

FQ©) ¿y© 4-* (¿/A/);© 4- (k/M) 

P{jco) —Mea 2 4- ¿y© 4- k —© 2 4 - (bfM)jco 4- (k¡M) 


Al sustituir k/M - y b/M = en esta última ecuación y simplifican¬ 
do, tenemos 

F(jco) 1 4- j(2Cco/co n ) 

P(jco) 1 - {co 2 ¡(úD 4- j(2Ccofcú„) 


de la cual 

FU<o) JTT'Wco/cQ') 2 _ ^/TTW 

p Uco) V[1 " (co 2 fco 2 )] 2 4- (2C©/©7) 2 V(1 - £ 2 ) 2 + (2£P) Z 


donde 0 = ©/©„. 


Observando que la amplitud de la fuerza de excitación es F Q = | P(ju)\ 
y que la amplitud de la fuerza transmitida es F t = ¡/Tyw)|, obtenemos la 
transmisibilidad como sigue 


tr — El \ F Uco)\ VI 4- (2 C0) 2 

F 0 WJcoñ J{\ - py 4- (2 CP ) 2 


(7-38) 


De la He. (7-38) encontramos que la transmisibilidad depende por igual de 0 
y f. Sin embargo, es importante señalar, que cuando 0 = V2, la transmisi¬ 
bilidad es igual a la unidad independientemente del valor del factor de 
amortiguamiento relativo f. 

La figura 7-36 muestra las curvas de transmisibilidad versus 0 (donde 0 = 
Wu,). Vemos que todas las curvas pasan a través de un punto critico, un 
punto donde TR = 1, 0 = y/2. Para 0 < y/2 t cuando el factor de amorti¬ 
guamiento relativo ^ se incrementa, la transmisibilidad en la resonancia de¬ 
crece. Para 0 > y¡2 , cuando el factor de amortiguamiento relativo £ se in¬ 
crementa, la transmisibilidad. Por lo tanto¿ para 0 > y/2 t u w < y/2u> H (la 
frecuencia de excitación « es menor que y/2 veces la frecuencia de amorti¬ 
guada üj„), el incremento en el amortiguamiento mejora el aislamiento de la 
vibración. Para 0 > y/2 u w > y/2u)„ t el incremento en el amortiguamiento 
afecta contrariamente al aislamiento de la vibración. 
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Fig. 7-36. Curvas de transmisibilidad TR contra /3 (= w/w„). 


Nótese que | /^o?) | = F 0 = mu 2 /-, la amplitud de la fuerza transmitida a 
la cimentación es 


F t = \F{j(o) \ = 


wcpVVI 4- (2flg) 2 

/(I - /? 2 ) 2 + W ) 2 


(7-39) 


Ejemplo 7-10 . En el sistema mostrado en la Fig. 7-33, si los valores numéricos deAf, 
b, k, m, ry u se dan como M = 15 kg, b = 450 N-s/m, k = 6000 N/m, m = 0.005 kg, 
r = 0.2 m y w = 16 rad/s, ¿cuál es la fuerza transmitida a la cimentación? 

La ecuación de movimiento del sistema es 

15* + 450* + 6000* = (0.005)(16) 2 (0.2) sen 16? 

En consecuencia, 

Cú n = 20 rad/s, C = 0.7 5 

y encontramos 0 = «/«„ = 16/20 = 0.8. En relación con la Ec. (7-39), tenemos 



mo) Wl + ( 2 { 0) 2 



_ (0.005)(16) 2 (0.2)Vl -H (2 x 0.75 x 0.8)* „ VT 

V(1 - 0.8 2 ) 2 + (2 x 0.75 x 0.8) 2 


La fuerza transmitida a la cimentación es senoidal y tiene amplitud de 0.319 N. 




Ste. 7-6 


Aislamiento de Vibraciones 417 


Sistema de suspensión de automóvil. La figura 7-37(a) muestra un sis¬ 
tema de automóvil. A medida que el carro se mueve a lo largo de la carrete¬ 
ra, el desplazamiento vertical de las llantas actúa como excitación por movi¬ 
miento al sistema de suspensión del automóvil. La figura 7-37(b) es un 
diagrama esquemático de un sistema de suspensión de automóvil. El movi¬ 
miento de este sistema consiste en un movimiento traslacional del centro de 
masa y un movimiento rotacional alrededor del centro de masa. Un análisis 
completo de este sistema de suspensión podría ser bastante complicado. 
Una versión muy simplificada aparece en la Fig. 7-38. En las páginas siguientes 
analizaremos este modelo simple cuando la entrada del movimiento es se¬ 
noidal y asi obtendremos la transmisibilidad del sistema de excitación por 
movimiento. 



Centro de masa 



Cuerpo del outo 



(b) 

Rg- 7-37. (a) Sistema de automóvil; (b) diagrama esquemático de un 
sistema de suspensión de automóvil. 

Transmisibilidad por movimiento de excitación. En el sistema mostra¬ 
do en la Fig. 7-39, el movimiento del cuerpo está sólo en la dirección verti¬ 
cal. El movimiento y en el punto P es la entrada al sistema; el movimiento 
vertical x del cuerpo es la salida. El desplazamiento x se mide desde la posi¬ 
ción de equilibrio en ausencia de la entrada^. Suponemos que el movimien¬ 
to y es senoidal, o y = Y sen w/. (La figura 7-39 puede considerarse como 
una representación simplificada de un vehículo de masa m moviéndose 
sobre una carretera áspera con una suspensión de resorte y amortiguador 
entre la masa y la rueda.) 
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'VVV * 

Fig. 7-38. Versión simpli¬ 
ficada de un sistema de sus- ^8* Sistema mecánico. 

pensión de automóvil. 


La ecuación de movimiento del sistema es 


o bien 


mx + b{x — y) + k(x — y) = 0 


mx + bx + kx = by 4* ky 


Entonces, la transformada de Laplace de esta última ecuación, suponiendo 
condiciones iniciales, cero, da 


Por lo tanto. 


(< ms 2 -\-bs + k)X(s) = (bs + k) Y(s) 

X(s) _ bs + k 
1 XÓ — ms 2 + bs + k 


La función de transferencia senoidal es 


X(jco) bjco + k 

Y(jcoÍ) —meo 2 + bjco + k 


•i 





j) 




r 


La salida x(t) en estado permanente tiene la amplitud | X(jw) |. La amplitud 
de la entrada es | Y(ju>) |. La transmisibilidad en este caso es la relación de la 
amplitud de los desplazamientos y está dada por 


Transmisibilidad = TR = 


amplitud del desplazamiento de la salida 
amplitud del desplazamiento de la entrada 


Así, 


TR = 


X(ja>) 

Y(jco) 


Jb 2 (0 2 +k 2 . 
V (k — meo 2 ) 2 + b 2 co 2 


Observando que k/m = wj y b/n = 2$'gü„, la transmisibilidad está dada, en 
términos del factor de amortiguamiento relativo f y de la frecuencia natural 
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no amortiguada a>„, por 


TR 


VI + (2C¿?) T 

V(T=7 I FT(2C?F 


donde 0 = w/w„. Esta ecuación es idéntica a la Ec. (7-38). 


(7-40) 


Ejemplo 7-11. Un cuerpo rígido está montado sobre ún aislador con el objeto de re¬ 
ducir el efecto vibratorio. Supóngase que la masa del cuerpo rígido es de 500 kg, el 
factor de amortiguamiento relativo del aislador es muy pequeño (f = 0.01), y la 
constante efectiva del resorte del aislador es de 12 500 N/m. Encuéntrese el porcen¬ 
taje de movimiento transmitido al cuerpo si la frecuencia del movimiento de excita¬ 
ción de la base del aislador es de 20 rad/s. 

El amortiguamiento relativo de la frecuencia natural co H del sistema es 


Y así, 


co„ 


[12500 e 

“ V-535" = 5 rad/s 

a (O 20 , 

¿=có. = T = 4 


Al sustituir f = 0.01 y 0 = 4 en la Ec. (7-40), tenemos 


TR _ VI + _ VI + (2 x 0.01 x 4) 2 = 

V(T - P 1 ) 1 + (2(0) 2 V(1 - 4 2 ) 2 + (2 X 0.01 X 4) 2 


El efecto del aislador consiste en reducir el movimiento vibratorio del cuerpo rígido a 
6.69% del movimiento vibratorio de la base del aislador. 


Sismógrafo. La figura 7-40 es un diagrama esquemático de un sis¬ 
mógrafo , dispositivo usado para medir el desplazamiento de la Tierra du¬ 
rante los temblores. El desplazamiento de la masa m relativo al espacio iner- 
cial se denota mediante x y el desplazamiento de la caja relativo al espacio 
inercial mediante y. El desplazamiento x se mide desde la posición de 
equilibrio cuando y = 0. El desplazamiento y es la entrada al sistema. Este 
desplazamiento, en el caso de los temblores, es aproximadamente senoidal, 
y{t) = Y sen a. En el sismógrafo medimos el desplazamiento relativo entre 
xyy. 

La ecuación de movimiento del sismógrafo es 

mx + b{x -y) + k(x~y) = 0 (7-41) 

Definamos el desplazamiento de la masa m relativo a la caja, como z, esto es, 

z — x — y 

En términos del desplazamiento relativo z, la Ec. (7-41) se hace 

m(y 2) bi -\- kz — 0 
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Cajo 



(Salida — z) 


(Entrada = y) 


mz 4- bz 4- kz = —my 

Al tomar la transformada de Laplace de esta última ecuación y suponiendo 
condiciones iniciales cero, encontramos que 

{ms 2 4- bs + k)Z{s ) = — ms 2 y(s) 

Nótese que la entrada al sistema es el desplazamiento y y que la salida es el 
desplazamiento relativo z . La función de transferencia entre Z(s) y K(.s) es 

Z(s) _ — ms 2 

^(í) ~ ms 2 + bs -r ¡c 

La función de transferencia senoidal es 


Zjjcoi) __ meo 2 _ 

Y(jco) ~ —meo 2 4- bjeo -i- k 


La sustitución de k/m = wj y = 2$*en esta última ecuación da 

Z(jco) (o 2 P 2 r 

Y(jco) ~ — (o 2 + 2CcoJco 4- (ú 2 1 - P 2 4- jXP K 


donde p = cofco H . 


En el sismógrafo queremos determinar exactamente el desplazamiento 
de entrada y(t) midiendo el desplazamiento relativo z(/). Al examinar la 
Ec. (7-42), lo podemos hacer fácilmente si P > 1. Si p > 1, la Ec. (7-42) se 
reduce a 


Z( jeo) P 2 _ 

Y(jco) P 2 
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El sismógrafo mide y registra el desplazamiento de su caja y exactamente si 

1 u oí • De hecho, para to oj n , la masa m tiende a permanecer fija 
en el espacio, y el movimiento de la caja puede verse entre la masa y la caja. 

Para cumplir la condición <o > escogemos la frecuencia natural no 
amortiguada tan baja como sea posible (escójase una masa relativamente 
grande y un resorte tan suave como lo permitan los límites de las deflexiones 
elástica y estática). Por tanto, el sismógrafo medirá y registrará el desplaza¬ 
miento de todas las frecuencias correctamente sobre la frecuencia natural 
no amortiguada w„, la cual es muy baja. 

Acelerómetro. En la figura 7-41 se da un diagrama esquemático de un 
acelerómetro traslacional. La configuración del sistema es básicamente la 
misma del sismógrafo, pero su diferencia esencial estriba en la selección de 
la frecuencia natural no amortiguada a>„. Denotemos el desplazamiento de la 
masa m relativo al espacio inercial mediante x y el de la caja relativo al espa¬ 
cio inercial mediante y . El desplazamiento x se mide desde la posición de 
equilibrio cuando y - 0. La entrada al acelerómetro traslacional es la acele¬ 
ración y. La salida es el desplazamiento de la masa m relativo a la caja, o z = 
x — y. (Medimos y registramos el desplazamiento relativo z, no el d^iplaza- 
miento absoluto x .) 

La ecuación de movimiento del sistema es 

mx -f b(x — y) 4* k(x — y) — 0 



Flg. 7-41. Acelerómetro traslacional. 


En términos del desplazamiento relativo z, esta última ecuación se hace 

m(y + f) + b¿ -f kz = 0 
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o bien 

mz 4 bz i- kz = ~my 

La transformada de Laplace de esta última ecuación, suponiendo condi¬ 
ciones iniciales cero, da 

C ms 2 4 bs 4 k)Z{s) — — ms 2 Y(s) 

La función de transferencia entre la salida Z(s) y la entrada s 2 y(s) [la entra¬ 
da es la aceleración y y su transformada de Laplace es s 2 Ffs)] es 

Z(s) _ -m _ -\ 

í 2 L(j) ms 2 4 bs + k s 2 4 2 £cú„s 4 co 2 

De la Ec. (7-43) vemos que si la frecuencia natural no amortiguada u)„ es su¬ 
ficientemente grande comparada con las frecuencias de la entrada, entonces 

Z(s) ^ _ 1 
s 2 Y(s) co 2 

Así el desplazamiento z es aproximadamente proporcional a y. 

Absorción de vibraciones dinámicas. En muchas ocasiones, las má¬ 
quinas rotatorias (como las turbinas y compresores) causan vibraciones y 
transmiten grandes fuerzas vibratorias a la cimentación. Las fuerzas vibra¬ 
torias pueden causarse por una masa desbalanceada del rotor. Si la frecuen¬ 
cia de excitación u es igual o aproximadamente igual a la frecuencia natural 
no amortiguada de la máquina rotatoria sobre sus soportes, entonces ocurre 
la resonancia y se transmiten grandes fuerzas a la cimentación. 

Si la máquina opera a una velocidad aproximadamente constante, se le 
puede instalar un dispositivo llamado absorbedor de vibraciones dinámicas 
para eliminar la gran fuerza transmitida. Este dispositivo usualmente tiene 
la forma de un sistema masa-resorte sintonizado para tener una frecuencia 
natural igual a la frecuencia de operación <j. Cuando se agrega a un siste¬ 
ma vibratorio de un grado de libertad, el sistema entero viene a ser un sistema 
de dos grados de libertad con dos frecuencias naturales. Para reducir o casi 
eliminar la fuerza transmitida, una de las frecuencias naturales se fija por 
arriba de la frecuencia de operación, en tanto que la otra se fija por abajo 
de aquella. 

Nuestra exposición aquí se centra en un absorbedor de vibración diná¬ 
mica simple que reducirá la fuerza vertical transmitida a la cimentación. 
Nótese que sólo se tratan movimientos verticales. 

Reducción de vibraciones mediante el uso del absorbedor de vibración 
dinámica. Una máquina rotatoria, debido a una masa desbalanceada del 
rotor, transmite una gran fuerza vibratoria a la cimentación. Supongamos 
que la máquina está soportada mediante un resorte y un amortiguador como 
se muestra en la Fig. 7-42(a). El rotor desbalanceado está representado por 
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\a masa A/, la cual incluye la masa desbalanceada y esta girando a una fre¬ 
cuencia w. La fuerza de excitación esp(t ) = P sen co/, donde /> = Wo > 2 /\ ( Aquí 
m es la masa desbalanceada y r es la distancia de la masa desbalanceada al 
centro de rotación.) A causa de esta excitación por fuerza, una fuerza se¬ 
noidal de amplitud 

m(ú 2 r»Jk 2 + b 2 a? 
vX k — Meo 2 ) 2 4 - b 2 O ) 2 

se transmite a la cimentación. Par a obtener esta amplitud, sustituyase 0 = 
ü)/ü)„ = oj/\lk/M y T = b/(2>JkM) en la Ec. (7-39). 


p(t) - Pseruo/ 


M 



> 77 ////////////// 



(a) (b) 

Flg. 7-42. (a) Máquina soportada por un resorte y un amortiguador; 

(b) máquina con un absorbedor de vibración dinámica. 

Si el co eficien te de amortiguamiento viscoso b es pequeño y la frecuen¬ 
cia natural yjk/M del sistema es igual a la frecuencia de excitación, entonces 
ocurre la resonancia y la máquina se somete a una vibración excesiva y la 
fuerza transmitida llega a ser extremadamente grande. 

En el análisis sigu iente, suponemos que b es muy pequeño y que la fre¬ 
cuencia natural >Jk/M está muy próxima a la frecuencia de excitación oo. En 
tal caso, con el objeto de reducir la fuerza transmitida, debe agregarse a la 
máquina un absorbedor de vibración dinámica consistente en una masa ( m 0 ) 
y un resorte (* 6 ) como se muestra en la Fig. 7-42(a). 

Las ecuaciones de movimiento del sistema de la Fig. 7-42(b) son 

Mx + bx -f kx 4- k 0 (x — y) — p{t) = P sena)/ 
m a y + k a (y - x) = 0 

donde x y y, los desplazamientos de la masa M y de la masa m a , respectiva¬ 
mente, se miden desde la posición de equilibrio en ausencia de la fuerza de 
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excitación p(í). Al tomar la transformada de Laplace de las dos últimas 
ecuaciones, suponiendo las condiciones iniciales cero, vemos que 

(. Ms 2 bs 4- k 4- k a )X(s) - k a Y{s) = P(s) 

( m a s 2 4- kJY(s) — k a X(s) 0 

La eliminación de VXs) de estas dos ecuaciones resulta en 

(ms* + bs + k-\ k.- = p(s) 

Se sigue que 

X(s) _ _ m a s 2 + k a _ 

P(s) ~ ( Ms 2 + bs 4- k 4- k 0 ){m ü s z 4- k 0 ) — k 2 

La función de transferencia senoidal es 

X(jco) _ —m a ( ú 1 4 - k a _ 

P(jco) (—Meo 2 4- bjú) 4- k 4- k a ){~m a (ú 2 4- k a ) — k\ 

Si el coeficiente de amortiguamiento viscoso b es despreciable por su pe- 
queñez, podemos sustituir b - 0 en esta última ecuación. Entonces, 

X(j'cú) ^_ ~m a (ú 2 4 - k a _ 

P(jco) ' (— Meo 2 k a )(—m a o> 2 4- k a ) — k 2 

[Nótese que en el sistema real las vibraciones libres finalmente desaparecen 
debido al amortiguamiento (aun cuando éste sea despreciable por su pe- 
queñez) y la vibración forzada en estado permanente puede representarse 
por esta última ecuación.] La fuerza transmitida^) a la cimentación es 

f{t) = kx + bx == kx 


Además, la amplitud de esta fuerza transmitida es k | X{j<¿) |, donde \X{jo¡) | 
está dada [nótese que |/*(/w) | = P = mc¿r] como 


1 X(jco) | = 


_ ( k a — m a co 2 ) _ 

(A: 4- k„ — Mco 2 )(k a — m a (ú 2 ) — k 2 


1 * 0)1 


_ mco 2 r(k a — m a co 2 ) _ 

(k 4- k a — Mco 2 )(k a — m a co 2 ) — k 2 


(7-44) 


Al examinar la Ec. (7-44), adviértase que si m a y k a están dadas de modo que 

k a — m a Cú 2 = O 


o k a /m a = w 2 , entonces | A’í/w)! = O y la fuerza t ransm itida a la cimenta¬ 
ción es cero. De modo que si la frecuencia natural \!k a /m a del absorbedor de 
vibración dinámica se hace igual a la frecuencia de excitación co, es posible 
eliminar la fuerza transmitida a la cimentación. En general, tal absor bedor 
de vibración dinámica se usa solamente cuando la frecuencia natura] >Jk/M 
del sistema original está muy próxima a la frecuencia de excitación u>. (Sin 
este dispositivo, el sistema puede estar próximo a la resonancia.) 
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Físicamente, el efecto del absorbedor de vibración dinámica consiste en 
producir lafuerza de resorte kj> tal que ésta cancele la fuerza de excitación 
p(t). Para rer este punto, nótese primero que si el coeficiente de amorti¬ 
guamiento riscoso b es despreciable por su pequeñez, entonces 

Y(jco) X(jco) Y(jco) 

P{Jo>) P(jco) X(jco) 

= _ ka _ 

( — Meo 2 + k t k a )(—m a co z -f k a ) — kl 


Si m a y k a se escogen de modo que k a - m a oj 2 , encontramos 


Y(J<o)_ k a _ 1 
P(jco) ~ -kl - k 


En consecuencia, 


y(t) = 


1 


/>sen(o» + /-¿) 


= -j- sen(o)/ — 180°) 

Kq 


= — 7 — senco/ 
k a 

Esto significa que el resorte k a da una fuerza kj = -Psen uí a la masa M. 
La magnitud de esta fuerza es igual a la fuerza de excitación, y el ángulo de 
fase se atrasa 180° de la fuerza de excitación fia masa m a vibra en oposición 
de fase a la fuerza de excitación) con el resultado de que la fuerza del resorte 
kj> y la fuerza de excitación p(t) se cancelan mutuamente y la masa M per¬ 
manece estacionaria. 

Hemosmostrado que la adición de un absorbedor de vibración dinámi¬ 
ca reducirá la vibración de la máquina y la fuerza transmitida a la cimenta¬ 
ción a cero cuando la máquina esté excitada por la masa desbalanceada (u 
otras causas) a la frecuencia w. Puede mostrarse también que habrá ahora 
dos frecuencias en las cuales la masa M estará en resonancia. Estas dos fre¬ 
cuencias sor las frecuencias naturales de este sistema de dos grados de liber¬ 
tad y pueden encontrarse de la ecuación 


(L + k a — Ma>f)(k a — m a cof) - k¡ = 0 (/ = 1, 2) 

Los dos valeres de la frecuencia, o>i y o? 2 , que satisfacen esta última ecuación 
son las frecuencias naturales del sistema con un absorbedor de vibración di¬ 
námica. La figura 7-43(a) y (b) muestra curvas de la amplitud X{jut) contra 
frecuencia u para los sistemas mostrados en la Fig. 7-42(a) y (b), respectiva¬ 
mente, cuando b es despreciable por su pequeñez. 

Nótese que la adición del amortiguamiento viscoso en paralelo con el 
resorte del amortiguador k a alivia las vibraciones excesivas de estas dos fre¬ 
cuencias naturales. Esto es, las amplitudes muy grandes de estas dos frecuen¬ 
cias de resonancia pueden reducirse a valores más pequeños. 



426 Análisis de Sistemas Lineales 


Cap. 7 




(b) 

Fig. 7-43. (a) Curva de amplitud contra frecuencia del sistema mos¬ 
trado en la Fig, 7-42(a); (b) curva de amplitud contra frecuencia del 
sistema mostrado en la Fig. 7-476(b). 


7-7 COMPUTADORAS ANALÓGICAS 

Los sistemas dinámicos prácticos pueden describirse mediante ecuacio¬ 
nes diferenciales de orden superior. La solución de tales ecuaciones general¬ 
mente es un proceso que consume mucho tiempo. La computadora analógi¬ 
ca resulta muy útil para resolver ecuaciones diferenciales ya que ahorra 
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tiempo, particularmente cuando se necesitan valores diferentes de cada uno 
de los parámetros. 

Otro rasgo característico de la computadora analógica es que puede 
usarse como simulador. De hecho, la simulación de los sistemas físicos es 
una aplicación importante de este tipo de computadora. Puede usarse para 
simular una componente, varias componentes, o aun un sistema entero. Como 
simulador en tiempo real, la computadora se alambra para simular una o 
varias componentes de un sistema que aún no se ha construido. Al utilizar 
los traductores adecuados, la computadora analógica se conecta al resto del 
sistema real ya que esté construido. El sistema compuesto puede probarse 
entonces como una unidad y puede evaluarse el funcionamiento del sistema, 
procedimiento que se usa ampliamente en la industria. En particular, la 
computadora analógica ha resultado muy útil para determinar los efectos de 
las variaciones de parámetros en el funcionamiento de sistemas. 

Exponemos aquí el principio de operación de computadoras analógicas . 
electrónicas y las técnicas de construir diagramas de computadora para re¬ 
solver ecuaciones diferenciales y simular sistemas físicos. Sólo se consideran 
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, invariantes en el tiempo. 

Amplificadores operationales. Los amplificadores operacionales, como 
se usan en las computadoras analógicas, son capaces de realizar las fun¬ 
ciones matemáticas de integración, suma e inversión de signo. Un amplifi¬ 
cador operacional es un amplificador de cd y tiene una ganancia muy alta, 
aproximadamente de 10* a 1(P. La corriente alimentada a la entrada de un 
amplificador operacional es despreciable por su pequeñez. El voltaje de sali¬ 
da de un amplificador operacional está limitado usualmente a ± 100 V. (En 
computadoras de pequeña escala está limitado a ± 10 V.) La figura 7-44 es 
un diagrama esquemático de un amplificador operacional. El voltaje de sa¬ 
lida e a y el voltaje de entrada e están relacionados por 

<? 0 = -Ke 

donde K - 10 6 a 10 8 


Ftg. 7-44. Diagrama esquemático de un 
amplificador operacional. 



Inversiones de signo. La figura 7-45(a) es un diagrama esquemático de 
un inversor de signo. Un amplificador operacional está en serie con una re¬ 
sistencia de entrada R, y está en paralelo con una resistencia de realimenta¬ 
ción R,,. Porque la impedancia interna del amplificador es muy alta, esen¬ 
cialmente la corriente i es despreciable o 

/ = o 
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Por lo tanto, por la ley de corrientes de Kirchhoff 

h = i 0 



Ib) 



Flg. 7-45. (a) Diagrama es¬ 
quemático de un inversor de 
signo; (b) símbolo del inver¬ 
sor de signo cuando Rf/R, = 
1; (c) símbolo del inversor de 
signo cuando Rq/Rí = 10. 


donde 



En consecuencia, tenemos 


e { — e _ e — e 0 
R¡ R 0 

Observando que e 0 = -Ke. La Ec. (7-45) puede inscribirse 


(7-45) 



Puesto que A'es un número muy grande (10* a 10*) y R/Ro es del orden de 0.1 a 
10 , despreciando los términos que incluyen a K en el lado derecho de esta últi- 
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ma ecuación, encontramos que 




(7-46) 

e N =Ten“a PUd ° ° btenefSe UmbÍén SÍmplemen *' sustituyendo 

De la Ec (7-46) vemos que el voltaje de salida e„ es igual al voltaje de 
entrada e, multiplicado por una constante (- R 0 /R ¿ ), l a cual es negativa Los 
valores de las resistencias R, y R 0 normalmente son 0.1 Mí) 0 25 Mil y 1 
Mil. Así son posibles valores diferentes de R 0 /R i , En muchas Computadoras 
analógicas, sin embargo, los valores de R {0 /R¡ están fijos en 1, 4 0 10. 

La figura 7-45(b) y (c) muestra los símbolos comúnmente usados para 
el inversor de signo con R 0 /R i = 1 y R 0 /R. = io, respectivamente. 


Sumadores. El diagrama esquemático de un sumador que adiciona n 
entradas se da en la Fig. 7-46(a). En el sumador, se usan resistores como im- 
pedancias de entrada y de realimentación de un amplificador operacional. 
Este circuito es el mismo que el inversor de signo. De hecho, cada sumador 
se puede usar como el inversor de signo. 



(O) 



(b) 

Fig. 7-46. (a) Diagrama esquemático de un sumador; (b) símbolo del 
sumador. 

Observando que la corriente i es despreciable por su pequeñez (# ± 0), 
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la ecuación para este circuito se puede obtener como 


o bien 


• • r * * 

h ~ i 2 + T l n = l 0 

e > + U r e . + ... + e . = g - 
*. + Ri R n R 0 


Al sustituir e = 0 en esta última ecuación, tenemos 

e 0 =- -f • • • 4* (7-47) 

Así, el circuito mostrado en la Fig. 7-46(a) realiza una adición o suma pon¬ 
derada de n entradas. (Nótese que el sumador cambia el signo algebraico). 
Si, por ejemplo, R 0 = 1 Mil, /?, = 0.25 Mil, R 2 = 1 Mil, y R 3 =0.1 MÍ2, 
entonces la Ec. (7-47) se hace 

e 0 = —(4*1 rf 2 + 10e 3 ) 

El símbolo comúnmente usado para el sumador aparece en la Fig. 7-46(b). 


Integradores. La figura 7-47(a) es un diagrama esquemático del in¬ 
tegrados En este circuito se usa un resistor como impedancia de entrada y 
un capacitor como impedancia de realimentación. 

La ecuación del circuito puede obtenerse de la siguiente forma. Obser¬ 
vando que la corriente i es despreciable por su pequeñez, o i ± 0, tenemos 


donde 



i 


o 


Por lo tanto, 



/ _ r d( < e ~ 
0 ~ 0 dt 


e< — e _ r d(e — e 0 ) 

R¡ “ 0 dt 

Sustituyendo e - 0 en esta última ecuación da 

e i _ _ f de 0 

R t ~ 0 dt 

o bien 

<teo __L e 

dt R t c/* 

Integrando ambos miembros de esta última ecuación de 0 a /, encontramos 

e.(0-e.(0)= -jgp.'j'eMdt 
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(b) 


Fig. 7-47. (a) Diagrama es¬ 
quemático de un integrador; 
(b) símbolo del integrador. 


o bien 

e.O) = - P e,(l) dt + e„(0) (7-48) 

La ecuación (7-48) muestra que el circuito de la Fig. 7-47(a) es un integra¬ 
dor. El integrador debe estar inicialmente polarizado por un voltaje de cd 
con el objeto de dar la condición inicial necesaria e 0 = 0. 

La figura 7-47(b) muestra el símbolo comúnmente usado para el in- 
tegrador. La condición inicial e^O) se indica en el circulo. Adviértase que en 
muchas computadoras analógicas se usan resistores estándar de 0.1 MQ, 
0.25 MQ, 1 MQ y un capacitor estándar de 1 pF. En tal caso, los valores de 
l /R,Cq son iguales solamente a 1,4 o 10. 

Como en la operación de suma, si se aplican dos señales de entrada al 
integrador como se muestra en la Fig. 7-48(a), entonces la salida e 0 {t) está 
constituida por la suma de dos integrales y la condición inicial e<¿0), o sea 

eÁt) = ~ J e '^ dt ~ l£c e J dt + < 7 ' 49 ) 
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Fig. 7-48. (a) Diagrama esquemático de un integrador con dos entra¬ 
das; (b) diagrama simplificado. 


La ecuación (7-49) puede encontrarse observando que 

h + h = «• 


donde 



C' O -i-_f 

0 df ^ dt 


Un diagrama simplificado de la Fig. 7-48(a) se muestra en la Fig. 7-48(b). 
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Multiplicación por una fracción. La multiplicación dec, por 
jante a, donde 0 < a < 1 puede efectuarse mediante el usó de 
ciómetro [véase la Fig. 7-49(a)]. La salida e 0 es 



una cons¬ 
an poten- 


La figura 7-49(b) ilustra el símbolo comúnmente usad o ¿ara un potenciómetro. 



<o) 



Fig. 7-49. (a) Potenciómetro; (b) sím¬ 
bolo del potenciómetro. (b) 

Soluciones de ecuaciones diferenciales. Al resolver ecuaciones diferen¬ 
ciales por medio de una computadora analógica, siempre integramos deri¬ 
vadas más bien que diferenciarlas. La razón de este hecho es el reido espu¬ 
rio que está siempre presente en el sistema de la computadora ana4ógica. La 
diferenciación acentúa el efecto del ruido, en tanto que la integración lo 
suaviza y, por lo tanto, las computadoras analógicas usan la integración más 
que la diferenciación como un operador básico. 

Nótese que con el objeto de resolver ecuaciones diferenciales lineales, 
invariantes en el tiempo como 

<») U-l) 

X + «!*+•••+ o,-!* + aje = p(t) 

se necesitan las componentes enlistadas abajo 

1. El integrador 

2. El sumador 

3. El inversor de signo 

4. El potenciómetro 

5. La fuente de voltaje de cd 
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Procedimiento para resolver ecuaciones diferenciales. Como ilustra¬ 
ción, considérese la ecuación diferencial 

x t 10x 4 - \6x — 0, x(0) = 0, *(0) = 80 (7-50) 

El primer paso para construir un diagrama de computadora consiste en su¬ 
poner que se dispone de la derivada de mayor orden. Luego, resolver la 
ecuación diferencial para esta derivada de mayor orden. En la ecuación di¬ 
ferencial presente 

x — — 10 * — 16jc 

Observando que la variable -x puede obtenerse integrando X y también que 
x puede obtenerse mediante la integración de — x , producimos las señales 
- 10ir y — \6x mediante el uso de dos integradores y un inversor de signo. El 
siguiente paso es sumar estas dos señales, — 10Á:y - 16x, e igualar el resulta¬ 
do con X, el término con la derivada de mayor orden que originalmente se 
supuso disponible. Finalmente se fijan las condiciones iniciales en las sali¬ 
das de los integradores. (Las condiciones iniciales están indicadas en los 
circuios del diagrama de la computadora). La figura 7-50 muestra un dia¬ 
grama de computadora del sistema definido en la Ec. (7-50). 



Fig. 7-50. Diagrama de computadora 
analógica. 


Es importante recordar que el cambio de signo está asociado con cada 
amplificador operacional. De modo que si el número de amplificadores 
operacionales (integradores, sumadores e inversores de signo) en una tra¬ 
yectoria cerrada es par, los voltajes de salida se incrementarán hasta que se 
saturen. Para eliminar cualquier posibilidad de operación inestable, el nú¬ 
mero de amplificadores operacionales en cualquier trayectoria cerrada debe 
ser una cantidad impar. (En el diagrama de computadora de la Fig. 7-50 la 
trayectoria cerrada interna tiene un amplificador operacional y la trayecto¬ 
ria cerrada externa tres.) Este requisito sirve como una verificación conve¬ 
niente de cualquier error cometido al construir el diagrama de computadora. 


Generación de una función exponencial. Demostremos cómo producir 
una función exponencial x(t) = 20e~ 0,f . Con el objeto de construir el 
diagrama de computadora analógica, obtengamos primero la ecuación di fe-. 
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rencial correspondiente, la ecuación diferencial de más bajo orden cuya so 
lución es *(/) = 20e -05 '. 

Al diferenciar x(t ) con respecto a f, tenemos 

x = -lOtr 0 - 5 ' 


Por lo tanto, la ecuación diferencial requerida es 

x + 0.5* = 0, jc(0) = 20 

Resolviendo esta ecuación para x da 

x = —0.5* 

Suponiendo que esté disponible -x, x puede obtenerse integrando —x una 
vez. La figura 7-51 muestra un diagrama de computadora analógica para 
generar la función exponencial dada. 


Fig. 7-51. Diagrama de computadora 
analógica. 



Generación de una función senoidal. Aqui deseamos producir una se¬ 
ñal senoidal, tal como 10 sen 3 1. Con el objeto de construir el diagrama de 
computadora analógica, obtengamos la ecuación diferencial de más bajo 
orden cuya solución sea 10 sen 3/. 

Sea 


Entonces 


*(/) = 10 sen 3/ 


x(t) — —90 sen 3/ 

Por lo tanto, la ecuación diferencial requerida es 

x 9x = 0, x(0) = 0, x(0) = 30 

Resolviendo esta ecuación diferencial para la derivada de mayor orden, te¬ 
nemos - n 

x = —9x 


Fig. 7-52. Diagrama de computadora 
analógica. 
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Suponiendo que esté disponible X, x puede obtenerse integrando X dos ve¬ 
ces. En la Fig. 7-52 se da un diagrama de computadora de este sistema. 

Nótese que las salidas del primero y el segundo integradores oscilan en¬ 
tre 30 y — 30 V y entre 10 y - 10 V, respectivamente. La salida del inverso de 
signo oscila entre 90 y - 90 V. Con el objeto de tener buena exactitud, es de¬ 
seable hacer oscilar el voltaje de salida de cualquier amplificador entre 80 y 
90 V. Este paso puede efectuarse utilizando los factores de escala de magni¬ 
tud apropiada. (Los factores de escala de magnitud se expondrán en detalle 
más adelante en esta sección.) 

Factor de escala de tiempo. Al resolver un sistema de ecuación diferen¬ 
cial, el tiempo de solución real puede ser tan rápido que el registrador sea in¬ 
capaz de seguir la respuesta con exactitud. En fenómenos físicos que tienen 
lugar con semejante rapidez, la velocidad a la cual son simulados por la 
computadora debe disminuirse. Por otra parte, en algunos casos, la solu¬ 
ción real puede tomar un tiempo excesivamente largo. Para evitar tales in¬ 
convenientes, se necesita la técnica conocida como técnica de escalamiento 
en tiempo . 

El escalamiento en tiempo relaciona la variable independiente del siste¬ 
ma físico con la variable independiente de la computadora analógica. La 
computadora puede llevar a cabo la corrida más aprisa o más despacio que 
en “tiempo real” de ser conveniente o necesario. Nótese que si se van a usar 
partes reales del sistema con la computadora; esto es, si la computadora se 
usa para simular una o varias componentes del sistema real y está conectada 
directamente al hardware del sistema real, la escala de tiempo debe ser de 
uno a uno. En otras palabras, la computadora debe trabajar en tiempo real. 

Sea la siguiente ecuación que relaciona el tiempo real t en segundos con 
el tiempo de la computadora (o tiempo de la máquina) t en segundos: 

T = Xt 

donde X es el factor de escala de tiempo. Si X se escoge como 0.1, entonces 
10 segundos de tiempo real equivalen a 1 segundo de computadora. Esto 
significa que si la respuesta real toma 10 segundos de tiempo real para 
completarse, entonces la respuesta se completa en 1 segundo en la computa¬ 
dora. Recíprocamente, si X se escoge como 10, entonces 1 segundo de tiempo 
real es equivalente a 10 segundos de tiempo de computadora. Por lo tanto, 
con el objeto de acelerar (retardar) la respuesta de la computadora, X debe 
escogerse menor que (mayor que) la unidad. 

Como ilustración, considérese la ecuación diferencial 

l0 3T+ 10 °* = °. m = 10. jí(0)=I5 (7-51) 

En este sistema, puesto que la frecuencia natural no amortiguada tu„ es igual 
a 10 rad/s y el factor de amortiguamiento relativo f es igual a 0.5, el tiempo 
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de asentamiento 1 1 es 

, _ 4 _ 4 n 0 

* (o. ~ 0.5 x 10 s 

La respuesta se establece dentro del 2% del valor final en 0.8 segundos. 

Supóngase que deseamos retardar la respuesta de modo que el tiempo 
de asentamiento sea de 8 segundos. Podemos hacerlo escogiendo un factor de 
escala de tiempo X de 10. Convirtamos la variable independiente í en t. 
Puesto que x = Xí, obtenemos 


dx _ dx dx _ ■> dx 
Ht ~~ dx dt dx 

d 2 x _ 22 d 1 * 
dt 2 ~ Á dx 2 


La ecuación (7-51) se hace entonces 

d 2 x 


X 1 


10ASÍ + 100 x = 0 

dx 


o bien 


dx 2 ' 

\0dx , 100 v __ n 


Para retardar la solución mediante un factor de 10, sustituimos X 
en esta última ecuación. La ecuación de la computadora es entonces 

dx 1 ^ dx ^ 


= 10 


Las condiciones iniciales se transforman en 


*( 0 ) = 10 , £ 


T*0 


1 dx 

Td¡ 


= 1(15) = 1.5 

r= 0 


Ejemplo 7-12. En el sistema eléctrico de la Fig. 7-53, el capacitor no está cargado ini¬ 
cialmente. El interruptor S se cierra en t =* 0. Simulemos este sistema eléctrico en 
una computadora analógica. 

La ecuación del circuito para t > 0 es 


Lf' + Ri + ±[idt = E 


Al sustituir dq/dt = i en esta última ecuación, tenemos 


d*q 
dt 


L=r? + R% + = E, 9(0) =0, % 


dq 

dt 


dt ' C 

Afinamos q/C = x. Entonces, esta última ecuación se hace 

d 2 x , n ^dx I ■-» /A\ A dx 


= 0 


f-0 


r r 


/A\ 
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L = 5 mH 
R= 

C= 200/u.F 
F=24V 



Fig. 7*53. Sistema eléctrico. 


Sustituyendo los valores numéricos dados 

(5)(10- 3 )(200)(10- 6 )^ + (5)(200)(10' 6 )^ + jc = 24 

o bien 

ai + *° J Zt + 10 ‘* = ( 24 X |06 ) 

La respuesta de este sistema es muy rápida. (La frecuencia natural no amortiguada 
es igual a 10 3 rad/s y el factor de amortiguamiento relativo f igual a 0.5.) Retrase¬ 
mos la respuesta en la computadora analógica mediante un factor de 10 3 o escojamos 
un factor de escala de tiempo X que sea de 10 3 . Entonces, al cambiar la variable inde¬ 
pendiente t por t, donde x = X/, vemos que 

d 2 x ,10 *dx , 10 6 „ (24X10 6 ) 

dx 2 + X dx' X 2 X X 2 


la cual, con la sustitución de X = 10 3 , se hace 


d 2 x 

dx 2 


, dx , 

*■ 7r + * = 24 


En la Fig. 7-54 se muestra un diagrama de computadora para simular este sistema. 
Nótese que q = Cx = 2 x 10 -4 * e / = dq/dt = X(dq¡dx) = XC{dxjdx) = 
0.2 (dx¡dx). 


^ = 0.2tt) (c? = 2xI0~ 4 *) 



Fig. 7-54. Diagrama de computadora analógica para el sistema 
mostrado en la Fig. 7-53. 
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Ejemplo 7-13. (Simulación de un absorbedor de vibración dinámica.) En el sistema 
mecánico con un absorbedor de vibración dinámica mostrado en la Fig 7.55 supón¬ 
gase que todas las condiciones iniciales son cero y que la fuerza de entrada p sen u>/ se 
ja en t = 0. Simulemos este sistema en una computadora analógj ca . 

Las ecuaciones de este sistema son 

m ^dT¿ + + kXx + k °( Xi ~ x ^ = Fsen °>t 

m <^i + ~ * 1 ) = 0 

m = Ikg 
b = 5 N-s/m 
* = 500 N/m 
= 0.5 kg 
f 0 - 200 N/m 
P = 20N 
u = 20rod/s 


*2 

Fig. 7-55. Sistema mecánico con un absorbedor de vibración 
dinámica. 



Al sustituir los valores numéricos dados en estas ecuaciones, tenemos 
^ + 5 ^¡f + S»*i + 200(*, - x 2 ) = 20 sen20» 

0.5^pi + 200í* 2 -x 1 )=0 

Si escogemos el factor de escala de tiempo X de 10, las ecuaciones del sistema se hacen 

7W + 0 5 W + 5Xí + 2( *' ” Xl) = 0,2 sen2T 


<P x. 


+ 4(* 2 “ * 1 ) = 0 


Definamos ahora las nuevas variables y t y y 2 tales que 

y x — 100 a;j, y 2 = 100 
Las ecuaciones del sistema se hacen entonces 

7$ + 05 + 5y * + 2 ^ ~ y ¿ = 20scn2T 

75 ^ + My 2 - yi) = 0 
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Para simplificar la notación, escribamos 

dyx _ . d 2 y x dyz 

dx ~ yu dx 1 ~ yu dx 



dx 2 



Por tanto, las ecuaciones del sistema pueden escribirse 

9i + 0.5yi + 5^ + 2(y x - y z ) = 20 sen2r 
h + 4CV2 - ^i) = 0 


(7-52) 

(7-53) 


Las condiciones iniciales son 

yÁO) = 0, y x { 0) = 0, y 2 (0) = 0, y 2 (0) = 0 

Usaremos las variables yj y y 2 para simular el sistema mecánico. 

Al simular este sistema, producimos primero la función impulsora 20 sen 2x. 
Nótese que p = 20 sen 2x es la solución de 

P-\*P = 0, p{0) = 0, piO) = 40 

En el siguiente paso, resolvemos las Ecs. (7-52) y (7-53) para los términos de la deri¬ 
vada de mayor orden, respectivamente. 

y } = -0.5 y x - ly x 4- 2 y 2 4- 20sen2t 

y 2 = 4 y x - 4 y 2 

Supongamos entonces que y x y y 2 están disponibles e integremos estas señales para 
obtener -y x y -y 2 y también -y -y 2 con el objeto de obtener y x y y 2 . Al ali¬ 
mentar estos términos de menor orden a las componentes apropiadas requeridas por 
las ecuaciones del sistema, generamos los términos de las derivadas de mayor orden 
y x y j> 2 y cerramos la trayectoria. La figura 7-56 es un diagrama de computadora ana¬ 
lógica que simula el sistema mecánico con un absorbedor de vibración dinámica con¬ 
siderado. 

Nótese que las señales de salida de la computadora están dadas en voltajes. Por 
lo tanto, es necesario interpretar los voltajes de salida de los amplificadores en térmi¬ 
nos de las cantidades físicas originales. (Se dispone de un modelo sistemático para 
correlacionar los voltajes de salida con cantidades físicas. Para los detalles, véanse 
los factores de escala de magnitud expuestos más adelante.) En este problema 
ejemplo, si los voltajes instántaneos de las señales y x y y 2 son 5 V y 10 V, respectiva¬ 
mente, entonces los desplazamientos x x y x 2 se interpretan como 0.05 m y 0.1 m, res¬ 
pectivamente. 

En la solución de computadora analógica (Fig. 7-56), la amplitud de la señal y x 
decrece a cero cuando se alcanza el estado estable. En el estado estable, la señal y x es 
cero y la señal ly 2 es - 20 sen 2t. En consecuencia, la señal ly 2 cancela a la función 
de excitación p(x ) = 20 sen 2t en estado estable y, por lo tanto, la Ec. (7-52) se hace 

y x + 0.5jf>, + ly x =0 

Asi que el sistema no tiene función de excitación en estado estable y >i(«>) se hace cero. 


Factores de escala magnitud. La magnitud del voltaje de salida del ampli¬ 
ficador depende en gran medida de la exactitud del circuito. Cuando alambra 
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Fig. 7-56. Diagrama de computadora analógica para el sistema mostrado 
en la Fig. 7-55. 


mos el circuito, el voltaje debe hacerse tan grande como sea posible dentro 
de los límites de la máquina. Los limites son usualmente ± 100 V. (En cier¬ 
tas computadoras analógicas de pequeña escala los limites son ± 10 V.) 

Después de la selección de un factor de escala de tiempo conveniente, 
debe darse atención a la escala de magnitudes. Puesto que la computadora 
manipula voltajes, es necesario transformar las ecuaciones del sistema real, 
las cuales pueden involucrar, por ejemplo, presión, temperatura, desplaza¬ 
miento y cantidades similares, en ecuaciones de voltaje análogas. Esto es, 
en un sistema de presión, debemos decidir cuántos newtons por metro 
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cuadrado del sistema real deben ser representados por un volt en la compu¬ 
tadora. Los factores de escala de magnitud relacionan los voltajes de salida 
de los amplificadores con las correspondientes cantidades físicas. 

Al escoger factores de escala de magnitud, deben tenerse presentes los 
siguientes requisitos. El voltaje de salida de cualquier amplificador no debe 
exceder los límites del amplificador (usualmente ± 100 V) si se va a evitar la 
saturación. La saturación en el voltaje causará errores en la solución. Y con 
el objeto de eliminar el efecto del ruido, el voltaje máximo de cualquier 
amplificador no debe ser muy pequeño. Para asegurar la exactitud apro¬ 
piada, es preferible que la máxima oscilación en el voltaje de salida de cual¬ 
quier amplificador esté alrededor de ±80 hasta ±90 V. A este respecto, la 
selección apropiada de los factores de escala de magnitud es de gran impor¬ 
tancia. (Nótese que en la mayor parte de las computadoras analógicas algu¬ 
nos errores son toscamente constantes. Para tales errores las salidas grandes 
resultan en errores de bajo porcentaje.) Esta magnitud del error puede ser 
adecuada, puesto que las suposiciones de simplificación en el análisis de 
ingeniería a menudo involucran aun mayor exactitud. 


Procedimiento para determinar factores de escala de magnitud. A cau¬ 
sa de que el cambio en escala de tiempo puede alterar las derivadas de tiempo 
de las variables dependientes, el factor de escala de tiempo debe decidirse 
antes de determinar los factores de escala de magnitud. Si la velocidad de las 
soluciones del sistema real está dentro del alcance razonable de la computa¬ 
dora, el dar escala de tiempo puede no ser necesario. El problema se puede 
correr en tiempo real. 

El primer paso para determinar los factores de escala de magnitud con¬ 
siste en estimar las magnitudes máximas de las variables que puedan ocurrir 
en el sistema físico. En la práctica, las escalas de las variables usualmente 
son desconocidas antes de obtener la solución. Por lo tanto, se necesita cier¬ 
ta cantidad de tanteos para establecer los factores de escala de magnitud 
apropiados. Tales estimaciones pueden provenir de un conocimiento del sis¬ 
tema real, de cálculos burdos, de una conjetura pura o de una combinación 
de éstos. (En muchos casos, las estimaciones se hacen despreciando el amor¬ 
tiguamiento en el sistema.) Excepto en problemas comunes y corrientes, 
puede haber gran necesidad de conjeturas. 

Una vez encontradas las estimaciones iniciales de las magnitudes máximas 
de las variables, se pueden determinar los factores de escala de magnitud. 
Los valores asi determinados pueden probarse para ver si son los apropia¬ 
dos mediante la corrida del problema con los factores de escala de magnitud 
supuestos y observando si los voltajes son demasiado grandes o demasiado 
pequeños. Si los factores de escala de magnitud no son los apropiados, éstos 
pueden variarse hasta obtener resultados satisfactorios. 
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Ejemplo 7-14. Considérese el sistema mostrado en la Fig. 7-57. Supóngase que el 
desplazamiento x se mide desde la posición de equilibrio. Las condiciones iniciales se 
dan como 


jc( 0) =0m, 



- 3 m/s 


Simulemos este sistema mecánico en una computadora analógica. 
La ecuación del sistema es 


d z x . , dx . . ~ 

m di 2 + b ~3i + kx ~ 0 


Al sustituir los valores numéricos dados para m, b y k, tenemos 


0.2 


d 2 x 
dt 2 


-j- 1.2 


dx 

dt 


+ 180* =0 


y/////////¿ 



b 



m = 0.2 kg 
b = 1.2 N- s/m 
k — 180 N/m 


Fig. 7-57. Sistema mecánico. '//////////// 


o bien 

gí + 6§ + 900x = 0 ‘ 

Puesto que el tiempo de asentamiento del presente sistema es 

4 4 

t t = y-— = - - - = 1.33 s 

ÍQ)* 0.1 X 30 

retardemos la respuesta y hagamos que el nuevo tiempo de asentamiento sea de 13.3 segun¬ 
dos. Podemos hacerlo fácilmente escogiendo que el factor de escala de tiempo X sea de 10. 
Al cambiar la variable independiente de t a r, donde x - X/ = 10/, tenemos 
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donde 


jc( 0) =0m, ~ = 0.3 m/s 

dx r =o 


Por razón de simplicidad, escribamos 


= x. 


= je 


Entonces, se tiene una ecuación de sistema con escala de tiempo apropiada 

x -f- 0.6 x 9x — 0, *(0) = 0, *(0) = 0.3 (7-54) 


Usaremos la Ec. (7-54) como la ecuación de partida para determinar los factores de 
escala de magnitud. Resolviendo la Ec. (7-54) para la derivada de mayor orden da 

Je = —0.6 x — 9x (7-55) 


Determinemos los factores de escala de magnitud de modo que la oscilación máxima 
de cada amplificador sea de 90 V. Definamos k\ y k 2 como factores de escala de mag¬ 
nitud tales que k x relacione voltaje con velocidad (m/s) y k 2 relacione voltaje con 
desplazamiento (m). Por lo tanto, k x tiene la dimensión de volts por metro por se¬ 
gundo (V-s/m), y k 2 tiene la dimensión de volts por metro (V/m). Reescribamos la 
Ec. (7-55) como 

* = - ^(* 2 *) 

Con el objeto de hacer mínimo el efecto del ruido y mantener alta la exactitud, 
debe usarse un número minimo de amplificadores. (En cualquier computadora ana¬ 
lógica el número de amplificadores es limitado. Al resolver problemas complejos que 
requieren muchos integradores y sumadores, debe usarse un número minimo de 
amplificadores para cada ecuación con el objeto de ahorrar componentes.) El pre¬ 
sente sistema es de segundo orden y, por lo tanto, necesitamos dos integradores. 
Puesto que el número de amplificadores en cualquier trayectoria cerrada debe ser im¬ 
par, necesitamos cuando menos un inversor de signo. Así, el número minimo de 
amplificadores necesario es tres. La figura 7-58 muestra un diagrama de computado¬ 
ra para el problema donde se requiere un número minimo de amplificadores. 

En relación con la Fig. 7-58, el voltaje de salida del primer integrador es - k t x. 
El voltaje de salida del segundo integrador es k 2 x. El voltaje de salida del inversor de 
signo es — kiX. Estos voltajes de salida deben estar limitados a ± 90 V. (El voltaje 
máximo absoluto es ± 100 V, asi que ±90 V es una elección conservadora.) Un siste¬ 
ma de segundo orden tal como el representado por la Ec. (7-54) tiene su movimien¬ 
to más violento cuando se remueve el término de amortiguamiento. Para obtener esti¬ 
maciones conservadoras o excesivamente grandes de los valores máximos, podemos 
usar la solución de 

X + 9x = 0, jc(0) = 0, x(0) = 0.3 

La solución de esta ecuación simplificada es 

jt(t) = 0.1 sen 3r 

En consecuencia, 

x(x) = 0.3 eos 3 t 
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De la solución presente podemos obtener estimaciones conservadoras (excesivamente 
grandes) para el sistema definido por la Ec. (7-54) tales que 

Valor máximo de |jr| = |x|max = 0.1 
Valor máximo de |x| = |i|max = 0.3 

Escojamos k x y k 2 de modo que | = | k&\ = 90 V para los valores de x y x, res- 


1 *? 
y 



Rg. 7-58. Diagrama de compu¬ 
tadora analógica para la deter¬ 
minación de factores de escala 
de magnitud. 


pectivamente. Por lo tanto, los factores de escala de magnitud se determinan como 


Y así, 


k 2 


90 = 90 
!•* mi* 0.3 


300 V-s/m 


90 _ 90 

l^lmAx 0.1 


900 V/m 



Nótese que de la Ec. (7-58) tenemos 

k x x = aa(—k x x) + bfH(—k 2 x) 

o bien 

je + adx -f bfi^x = 0 


Observando que k x /k 2 = 3, esta última ecuación se hace 

Je + aQLx + 3 bfix — 0 (7-56) 

Por comparación de las Ecs. (7-54) y (7-56), vemos que 

aa = 0.6, bf = 3 

Escojamos a = 1, a = 0.6, b - 10 y 8 » 0.3. 

A continuación, debemos determinar el valor de y. La constante del segundo 
integrador (\/y)(k 2 /k x ) generalmente se fija igual a 1 o 10. Puesto que k 2 /k x = 3, es¬ 
cogemos 

1 k 


= 10 
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Esto resulta en 7 = 0.3. Se determinan entonces todas las constantes desconocidas 
en la Fig. 7-S8. Un diagrama de computadora con escalas apropiadas se muestra en 
la Fig. 7-59(a). Las condiciones iniciales son 

-M(0) = -300 X 0.3 = -90 V 
k 2 x(0) = 900 x 0 = 0 V 

La salida del segundo integrador es 900 x(t). 

Es importante notar que el potenciómetro representado mediante y en la Fig. 
7-58 puede eliminarse, como lo muestra la Fig. 7-59(b). (Esta situación es equivalente 
a fijar la constante del integrador igual a 3.) 

Nótese que en razón de que empleamos la determinación de la escala de tiempo 
al principio de la solución del problema, el tiempo involucrado en la solución de 
computadora es el tiempo de computadora t (donde T = lOf y t es el tiempo real). 
Nótese también que en esta solución de computadora analógica el desplazamiento y 
la velocidad se obtienen en volts. Los valores de voltaje pueden volverse a cambiar 
por las cantidades físicas correspondientes con base en la definición de los factores 
de escala de magnitud k x y k 2 . 



(a) 



Rg. 7-59. Diagramas de compu¬ 
tadora analógica. 
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En este ejemplo, el desplazamiento medido en volts puede transformarse res 
tableciéndolo en metros mediante el uso de la siguiente relación 


1 V corresponde a m 

y |a velocidad medida en volts puede transformarse restableciéndola en metros por 
segundo mediante el uso de la siguiente conversión 

I V corresponde a -~r--— metr0 --- 

300 segundo de computadora 

Puesto que en el presente caso. 


10 segundos de computadora = 1 segundo real 


tenemos 


1 V corresponde a 


1 

300 


metro 

0.1 segundo real 


1 _ metro 

30 segundo real 


Resumen de procedimientos para resolver ecuaciones diferenciales. Los 
pasos que normalmente seguimos en la solución de ecuaciones diferenciales 
pueden resumirse cornos sigue: 

1. Determine el factor de escala de tiempo y los factores de escala de 
magnitud como se necesiten. 

2. Resuelva la ecuación diferencial para la derivada de mayor orden. 
El primer miembro de la ecuación obtenida define las entradas del 
primer integrador. 

3. Integre la derivada de mayor orden para obtener las derivadas de 
menor orden y la variable en si. 

4. Alimente estos términos de las derivadas de menor orden en compo¬ 
nentes apropiadas como lo pidan las ecuaciones del sistema, gene¬ 
rando así la derivada de mayor orden y cerrando la trayectoria. 

5. Proporcione las condiciones iniciales según se requiera. 

Conclusiones. La simulación por computadora analógica juega un pa¬ 
pel importante en el análisis y diseño de sistemas complicados. Los efectos 
de los cambios en los parámetros del sistema sobre el funcionamiento del 
sistema pueden ser fácilmente determinados. La ventaja de la simulación 
analógica es que puede usarse cualquier escala de tiempo conveniente. No 
obstante, se tiene la limitación de que la computadora analógica resuelve so¬ 
lamente ecuaciones específicas con condiciones iniciales numéricas y que da 
la solución como curva. La computadora no puede dar una solución general 
con constantes arbitrarias. Asi que la solución por computadora tiene dife¬ 
rente carácter que la solución analítica por métodos exactos. 
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En general, la representación matemática precisa de una componente 
complicada es difícil. Es probable que alguna de las características impor¬ 
tantes de la componente se pase por alto en la simulación, factor que puede 
causar serios errores en la solución. Con el objeto de evitar tales errores, el 
simulador debe incluir componentes del sistema reales. Si se incluyen tales 
componentes, no se perderán características importantes de las componen¬ 
tes reales. La solución, sin embargo, debe obtenerse en tiempo real. 

Las computadoras analógicas de gran escala pueden usarse para simu¬ 
lar sistemas no lineales o resolver sistemas de ecuaciones diferenciales no li¬ 
neales. Operaciones no lineales tales como la multiplicación de dos variables 
pueden realizarse fácilmente con la computadora analógica electrónica. Se 
dispone de circuitos electrónicos estándar para simular no-linealidades co¬ 
múnmente encontradas como la saturación, la zona muerta e histéresis. Las 
curvas características de entrada y salida de estas no linealidades se 
muestran en la Fig. 7-60(a), (b) y (c). El uso de la computadora analógica en 
sistemas no lineales no es esencialmente diferente de aquel de los sistemas li¬ 
neales descrito en esta sección. 



(o) (b) (c) 

Fig. 7-60. Curvas características de entrada-salida; (b) no linealidad 
de saturación; (b) no linealidad de zona muerta; (c) no linealidad de 
histéresis. 
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ejemplos de problemas y soluciones 

Problema A-7-I. En relación con el circuito mostrado en la Fig. 7-61, supóngase 
que hay una carga inicial q 0 en el capacitor justamente antes que el interruptor S se 
cierre en t = 0. Encuéntrese la corriente /(/). 


Solución. La ecuación del circuito es 



i dt — E 


E 


Fig. 7-61. Circuito eléctrico. 



Tomando la transformada de Laplace de esta última ecuación 


RI(s) + ~ 


j /(j) + |/(/) dt 


1 = 0 


£ 

s 


Puesto que 


obtenemos 


o bien 


{<(/) dt 


r = 0 


= <?( 0 ) = q Q 


RI(s) + 


1 ¡(s) + q 0 _ E 


(7-57) 


RCsí(s) + J(s) + <70 = CE 

Resolviendo para I(s), tenemos 

r/ v \ = CE-q 0 _ (EIR) - (qo/RC) 

W RCs + 1 s + (1 IRC) 

La transformada inversa de Laplace de esta última ecuación da la corriente /(/). 

ÍW - (i ~ m)‘"* c 
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Nótese que la transformada de Laplace de la ecuación integral incluye automá¬ 
ticamente la condición inicial como se vio anteriormente. Si la ecuación del circuito 
se escribe en la forma 



entonces la transformada de Laplace de esta ecuación da 

+ i[^+?]=f 

la cual es, por supuesto, la misma que la Ec. (7-57) obtenida anteriormente. 

Problema A-7-2. Supóngase que un disco gira a una velocidad constante de 100 
rad/s y deseamos pararlo en 2 minutos. Suponiendo que el momento de inercia / del 
disco es de 6 kg-m 2 , determínese el par T necesario para detectar la rotación. 


Solución. El par necesario 7debe actuar de modo que reduzca la velocidad. Asi que 
la ecuación de movimiento es 

Já> = -7, o>( 0) = 100 

Al integrar esta última ecuación con respecto a /, obtenemos 

/o*/) = -Tt + k 

La constante de integración k se determina mediante el uso de la condición inicial. 
Así ’ Jco(0) = k = 100/ 


Y, por lo tanto, 

Jcü{t) = -Tt + 100/ 

En t = 2 min = 120 s, queremos parar, o que oj(120 ) sea igual a cero. Por lo tanto, 

/cu(120) = 0 = -7 x 120 + 100 x 6 
Resolviendo para 7, tenemos 



Problema A-7-3. Una masa m está unida a una cuerda que está bajo una tensión 7 
en el sistema de la Fig. 7-62(a). Suponemos que la tensión 7 permanece constante en 
pequeños desplazamientos x. Despreciando la gravedad, encuéntrese la frecuencia 
natural del movimiento vertical de la masa m . ¿Cuál es el desplazamiento x(t) cuando 
la masa tiene dadas las condiciones iniciales *(0) = Xo y x(0) = 0? 


Solución. En relación con la Fig. 7-62(b), la componente vertical de la fuerza debida 
a la tensión es 


— Tsai0 t — 7sen 0 2 
Para x pequeña, los ángulos 6 X y 0 t son pequeños y 

sen 0i = tan0| = — 

a 

sen 6 2 — tan 0 2 — y 
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(a) 


Fig. 7-62. (a) Sistema vibratorio 
mecánico: (b) diagrama que mues¬ 
tra las fuerzas de tensión. 

La ecuación de movimiento del sistema es 

mx = —7sen 6). -7sen0 2 = -7— - 74 

L a b 

o bien 

mi + r (l + ±)x = 0 

Por lo tanto, la frecuencia natural del movimiento de la masa es 



La solución x(t) está dada por 

*(/) = Xo eos ü) n t 

Problema A-7-4. Obtenga la ecuación de movimiento del sistema del péndulo 
mostrado en la Fig. 7-63, asi como la frecuencia natural. Supóngase que cuando el 
péndulo está vertical, no hay fuerza del resorte; también, supóngase que 9 es pe¬ 
queño. Finalmente, determínese 9(t) cuando el péndulo tiene dadas las condiciones 
iniciales 9(0) - 9 0 y 9(0) = 0. 



i 


mg 



Fig. 7-63. Sistema de péndulo. 
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Solución. Sobre este sistema están actuando dos pares: uno debido a la fuerza gravi- 
tacional y el otro debido a la fuerza del resorte. Al aplicar la segunda ley de Newton, 
la ecuación de movimiento del sistema se hace 

= — w^/sen 9 — ([ka sen 9)(a eos 9) 

donde J = mi 2 . Al reescribir esta última ecuación, tenemos 

ml 2 é -r mgl sen 0 4 ka 2 sen 9 eos 9=0 

Para 6 pequeño, tenemos sen 0 = 0 y eos 0 = 1. Asi que la ecuación de movimiento 
puede simplificarse a 

ml 2 é 4 (mgl ka 2 )0 = 0 

o bien 



La frecuencia natural u„ del sistema es 



La solución 0(t) está dada por 

9(t) = 9 0 eos co n t 

Problema A-7-5. Dos masas m x y m 2 están conectadas mediante un resorte de cons¬ 
tante k en la Fig. 7-64. Suponiendo que no hay fricción, obténgase la ecuación de 
movimiento. Además, encuéntrese *i(f) y **(/) cuando la fuerza externa Fes constan - 1 
te. Supóngase que *i( 0 ) = 0, ^( 0 ) = 0 y * 2 ( 0 ) = 0, jr a (0) = 0 . 


Fig. 7-64. Sistema mecánico. 

Solución* La ecuación de movimiento es 

rrtiXi = —k(xi - x 2 ) 4 F 
"*2*1 = ~k(x 2 - *,) 

Reescribiendo 

"*i*i 4 k(x j — x 2 ) = F 
m 2 X 2 4 k(x 2 — x¡) = 0 
De las Ecs. (7-58) y (7-59) obtenemos 

m l m 2 (X 1 — X 2 ) 4 (km 2 4 km x )(x\ — x 2 ) = m 2 F 
Si definimos x 2 — x 2 = x, entonces esta última ecuación se simplifica a 

m x m 2 X 4 k(m x 4 m 2 )x = m 2 F 


(7-58) 

(7-59) 
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«*3J 


Se sigue que 


Definamos 


* 4 - + m *\ = H 

m l m 2 m. 


(7-60) 


i — A:(/«| + m 2 ) 


coi = 


m,/n 2 


Entonces, la Ec. (7-60) se hace 


x + coix = 


Al tomar la transformada de Laplace de esta última ecuación, sustituyendo las con¬ 
diciones iniciales *(0) = 0 yi{0) = 0, y observando que Fes una constante, tenemos 


o bien 


(** + <ol)X(s) = 


F 1 F 

~ m t s s z -f CO 2 ~~ ntiCO 2 


n¡i s 


( 1 - 


s 2 + CO; 


La transformada inversa de Laplace de X(s) da 


*(0 = ~ eos Cú„t) (7-61) 

'«i 

Determinaremos ahora x 2 {t). De las Ecs. (7-59) y (7-61) encontramos 

kF 

m z x 2 = kx = - eos (O n t) 

Puesto queF = constante, podemos integrar fácilmente el lado derecho de esta últi¬ 
ma ecuación. Observando que Ar 2 (0) = 0 y jc 2 (0) = 0, obtenemos 


m 2 x 2 = 


mtCOi 


('-¿se" «A») 


o también 


m 2 x 2 


kF (i 2 . 1 




fZ i \ kF 

— H-y eos (ú n t )- t 

2 ^ (ú 2 n ) m x (út 


Así que x 2 se obtiene como 


xm = -4— 4 - t, *r -^ri - c °s J k{ - ' -~ ú '1 < ? - 62 > 

2 mj + m 2 2 ¿(mi 4- m 2 ) 2 [_ V m 1 m 2 J 


' m,+m 2 2 *(m,4-m 2 ) 2 L —7 mi/n 2 

Por tanto, la solución *i(/) se obtiene de 

x x (/) = Jf (0 + * 2 (/) 

Al sustituir las Ecs. (7-61) y (7-62) en esta última ecuación y simplificar, 


*.(,) =_ L _£ + _ üaá _ 

* m x 4- m 2 2 ^ k(m x + m 2 ) 2 


1 - 


' k(m x + mi) 

m|ffi 2 


Problema A-7-6. En la Fig. 7-65 el sistema está en reposo inicialmente. En t = 0 se 
aplica al punto A un escalón unitario como desplazamiento de entrada. Suponiendo 
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que el sistema permanece lineal a través del periodo de respuesta y que está subamor, 
tiguado, encuéntrese la respuesta x(t) t asi como los valores de x{0 +), ¿(0 4) y x(oo) 


(Enlrada escalón 



Solución. La ecuación de movimiento del sistema es 


mx + b(x — y) r kx = 0 

o bien 

mx 4 bx 4 kx = by 

Observando que jr(0-) = 0, ¿(0-) = 0, la transformada £_ de esta última 
ecuación da 


Así, 


(ms 2 4 bs 4 k)X(s) = bs Y(s) 

X(s) _ bs 
fCs) ms 2 4 bs 4 k 


Puesto que la entrada y es un escalón unitario, >Xs) = 1/s. En consecuencia, 


X(s) = 


bs _1^_ b _ 

ms 2 -t- bs k s ~~ ms 2 4 bs + k 


2 (Cú„ 

s 2 - 2 £(ú„s 4- (ú 2 

2( _ Cú„V 1 - C 2 _ 

Vi - C 2 (S + Co>„) 2 4 (rn.Vl - C 2 ) 2 


donde hemos utilizado las relaciones k/n ~ <¿* n y b/m = La transformada in¬ 
versa de Laplace de x(s) es 


*(/) = 


_ 2 C 


Vi - C 2 


e'Z'»' 1 sen<w„V I — C 2 1 


Aunque los valores de x(0+), ¿(04) y x(oo) pueden encontrarse fácilmente de 
esta última ecuación, en su lugar se usarán aquí los teoremas del valor inicial y final 
con el objeto de demostrar su aplicación. 

Al aplicar el teorema del valor inicial a este problema, los valores iniciales 
Jt(0 4) y ¿(0 +) pueden encontrarse como 


-v((H ) = línuAXy) = lím 


*íg>, 


« s 2 4- 2{Cú„s - (O 2 


= 0 


¿(Oh ) = líms 2 A^s) = lím 


2 Cíú, 


J -+OG 


s 2 4- 2{C0„s 4 Cú¡ 


= 2to>, 
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El valor final 4») se obtiene mediante el uso del teorema del valor final 


*(oo) - lim sX(s) = lim 
1-.0 


s2Ccü, 


í-.'o s 2 + 2Cco n s -I- cu 2 0 
Así la masa m retorna a su posición original en el transcurso del tiempo. 


Problema A-7-7. Considérese el sistema rotatorio mostrado en la F¡g. 7-66 y su¬ 
póngase que el par T aplicado al rotor es de corta duración pero de gran amplitud de 
modo que se le puede considerar como una entrada de impulso. Supongamos que la 
velocidad angular inicialmente es cero, u w(0—) = 0. Dados los valores numéricos 

/ = 10 kg-m 2 

6 = 2 N-s/m 



b 


Ftg. 7-66. Sistema rotatorio mecánico. 

encuéntrese la respuesta «(/). Supóngase que la amplitud del par T es de 300 N-m/s y 
que la duración del par es de 0.1 s; esto es, la magnitud del par T es de 300 xO.I = 
30 N-m. 


Solución. La ecuación de movimiento del sistema es 

J(b + bco = T, <w(0-) = 0 

Consideremos que el par impulsivo de magnitud 1 N-m es é(/). Entonces, al sustituir- 
los valores numéricos dados en esta última ecuación, obtenemos 

10(ü + 2co = 30 <5(f) 

Tomando la transformada £_ de esta última ecuación, 

10[jíí(s) - cu(O-)] + 2fí(í) = 30 

o sea 

^ s 30 3 

~ lOr + 2 ~ s I- 0.2 

La transformada inversa de Laplace de G(s) es 

co(t) = 3e~°- 2t (7-63) 

Nótese que w(0 +) = 3 rad/s. La velocidad angular del rotor es cambiada instantánea¬ 
mente de u>(0 —) = 0 a co(0 +) - 3 rad/s. 
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Si el sistema sólo está sometido a la condición inicial w(0) = 3 rad/s y no hay 
par externo, T = 0, entonces la ecuación de movimiento se hace 

lOw 4- 2(0 = 0, co(0) = 3 

Al tomar la transformada de Laplace de esta última ecuación 

\0[sQ(s) - o>( 0 )] -|- 2fí(í) = 0 

o bien 

Ora - »W0) _ 30 _ 3 

K ' 10í -t 2 “ lOs 4- 2“ j + 0.2 

La transformada inversa de Laplace de ft(s) da 

CQ(t) = 3e"°' 2f 

la cual es idéntica a la Ec. (7-63). 

Del análisis precedente vemos que la respuesta de un sistema de primer orden a 
una entrada impulso es idéntica al movimiento desde la condición inicial en t = 0 + . 

Esto es, el efecto de la entrada de impulso a un sistema de primer orden consiste 
en generar la condición inicial distinta de cero en t = 0 + . 

Problema A-7-8. En relación con la Fig. 7-67, un hombre deja caer una bola de 
acero de masa m en el centro de la masa M desde una altura d y la atrapa en el primer 
rebote. Suponiendo que el sistema está inicialmente en reposo, ¿cuál es el movimien¬ 
to de la masa M después de haber sido golpeada por la bola de acero? Supóngase que 
el impacto es perfectamente elástico. Además, supóngase que los valores numéricos 
de Af, m, ó, k y d se dan como M = 1 kg, m = 0.1 kg, b = 4 N-s/m, k = 125 N/m 
y d - 1 m. El desplazamiento x de la masa M se mide desde la posición de equilibrio 
antes que la bola la toque. Las condiciones iniciales son jc( 0— ) = 0 y x(0- ) = 0. 



Fig. 7-67. Sistema mecánico sometido 
a una entrada impulso. 


Solución. La ecuación de movimiento del sistema es 

Mx -i- bx -y kx = p(t) (7-64) 

Puesto que se supone que el impacto es perfectamente elástico, la cantidad de movi¬ 
miento de la pelota cambia desde mv hacia abajo (en t - 0) a nw hada arriba (en / = 0). 
o sea un cambio total de 2 mv donde v es la veloddad de la pelota antes de golpear la 
masa M. El impacto de la bola de acero es un impulso de entrada en masa M. La 
magnitud o área del impulso de entrada p{t) es 
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p(t) = 2mv d(t) 

Y por lo tanto, la Ec. (7-64) se puede escribir 

Mx + bx -f kx - 2mv <5(r) 

Observando que -r(0—) = 0 y ¿(0-) = 0, la transformada £_ de esta última 
ecuación da (Mí* - bs I- *)*(.?) -- 2me 

Resolviendo para X(s), obtenemos 

X(s) = 


2mv 


Ms 2 4- bs -i- k 

Puesto que la velocidad v de la bola después de caer una distancia d es 

v = \/2gd 

se sigue que 

W.^ = 2nu/2gd 

Ms 2 4 bs 4 k 

Al sustituir los valores numéricos dados en esta última ecuación, tenemos 


y, v _ 2 x 0.W2 x 9.81 x 1 0.886 

(S) s 2 4 4 s 4 125 "(í42) 2 41 l 2 


= 0.0805 


11 


(s 4 2) 2 4 ll 2 

La transformada inversa de Laplace de X(s) da 

x(/) = 0.0805e- 2, senil/ m 

Asi, la respuesta de la masa M es un movimiento senoidal amortiguado. 

Problema A-7-9. Encuéntrese la función de transferencia E 0 (s)/E¡(s) del circuito 
eléctrico mostrado en la Ftg. 7-68. 


Z^ 


1 


Flg. 7-68. Circuito eléctrico. 



Solución. Las impedancias complejas Z x y Z% son 

Z\ — Ls 

1. 1 , ^ 14 RCs 

Z¡ = R + Cl = - 


R 
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Por lo tanto. 


R 

E a (s) Z 2 14- RCs 

E¿s) Z, 4 Z 2 “ . R 

1 4 RCs 


_ R 

LRCs 2 4 Ls 4- R 


Problema A-7-10. Una fuerza externa p(t) se aplica a la masa m 2 en el sistema me¬ 
cánico mostrado en la Fig. 7-69. Obténgase la función de transferencia X(s)/P(s). En 
el diagrama los desplazamientos x y y se miden desde sus respectivas posiciones de 
equilibrio. 

Solución. Las ecuaciones de movimiento del sistema son 

m 2 x 4 b x {x — y) 4 k x {x — y) 4 k 2 x — p 
m x y 4 b x (y - x) 4 k x (y - x) = 0 



Fig. 7-69. Sistema mecánico. 


Tomando la transformada de Laplace de estas dos ecuaciones y suponiendo cero las 
condiciones iniciales, tenemos 

4 b x s 4 *, 4 * 2 )*(s) = (b x s 4 k x ) Y(s) 4 P(s) 

(mis 2 4 b x s 4 k x )Y(s) = (b x s 4 ^i)Z(j) 

Al eliminar J%s) de estas dos últimas ecuaciones, la función de transferencia 
X(s)/P(s) resulta 

Z(s) __ m x s 2 4 b x s 4 k x _ 

P(s) — (m 2 s 2 4 k 2 )m x s 2 4 ( m x s 2 4 m 2 s 2 4 k 2 )(b x s 4 *,) 


Problema A-7-11. Obténgasnse las funciones de transferencia X 0 {s)/X t {s) y Eq{s)/ 
E¡(s) de los sistemas mostrados en la Fig. 7-70(a) y (b), respectivamente, y muéstrese 
que los sistemas son análogos. 

Solución. La ecuación de movimiento del sistema mecánico de la Fig. 7-70(a) es 

b x (x¡ - x 0 ) 4 k x {x, - x 0 ) = b 2 x„ 
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(a) 


(b) 


Fig. 7-70. (a) Sistema mecánico; (b) sistema eléctrico análogo. 


Así que al tomar la transformada de Laplace de esta ecuación» suponiendo cero las 
condiciones iniciales, tenemos 

(b x s + k 1 )^( 5 ) = (b x s + k t + b 2 s)X 0 {s ) 


La función de transferencia X 0 (s)/X¡(s) es 


X 0 (s) __ 
X<(s) (ó, 


ó. 


, . "i" 1 

s + k t _ kj _ 

b 2 )s 4- k { ~ ó, + + x 

k 1 


A continuación, considérese el sistema eléctrico mostrado en la Fig. 7-70(b). 
Usando impedancias complejas, la función de transferencia E^isVE^s) se obtiene 
como 


EM . + C,s 

£M R 2 + R, + 


/?iC|j -f 1 
(/?! + jR 2 )C\S + 1 


Comparando las funciones de transferencia obtenidas, vemos que tienen la misma 
forma y, por lo tanto, son sistemas análogos. 


Problema A-7-12. Encuéntrese la función de transferencia X 0 {s)/X,{s) del sistema me¬ 
cánico mostrado en la Fig. 7-71(a) y muestre que este sistema es análogo al sistema 
eléctrico de la Fig. 7-71(b). 

Solución. Las ecuaciones de movimiento del sistema mecánico de la Fig. 7-71 (a) son 


k\{x ( - y) = b x {y - x 0 ) 
bi(y - x 0 ) = k 2 x 0 

(Nótese que se transmite una fuerza igual a través de cada componente.) Al tomar la 
transformada de Laplace de estas dos ecuaciones, suponiendo cero las condiciones 
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C 2 


(a) (b) 

Ftg. 7-71. (a) Sistema mecánico; (b) sistema eléctrico análogo. 

iniciales, tenemos 

kdXtU) - Y(s)] = bdsY(s ) - sX¿s)) 
bds y(5) - sX 0 (s)] = k 2 X 0 (s) 

Así que al eliminar Y(s) de las dos últimas ecuaciones, obtenemos X 0 (s)/X¡(s) como 



A continuación, considérese el sistema eléctrico mostrado en la Fig. 7-7l(b). 
Usando impedancias complejas, la función de transferencia E 0 (s)/E,(s) puede obte¬ 
nerse como 

i 

Ep(s) __ /?i C 2 s _ 

E ( {s) ~ _1_ 1 “ RdC l + C 2 )s + 1 

C 2 s (1//?,) + C x s 

La comparación de estas dos funciones de transferencia muestra que los dos sistemas 
son análogos. 

Problema A-7-13. Después de obtener las funciones de transferencia X 0 (s)/X i (s) y 
E 0 (s)/E í {s) de los sistemas mostrados en la Fig. 7-72(a) y (b), muestre que estos son 
sistemas análogos. 

Solución. Las ecuaciones de movimiento del sistema de la Fig. 7-72(a) son 

kdx t - x 0 ) = b 2 (x 0 - y) 
b 2 (x 0 - y) = k 2 y 

A1 tomar la transformada de Laplace de estas dos últimas ecuaciones, suponiendo 
cero las condiciones iniciales, obtenemos 

k l [X l (s) - X 0 (s)) = b 2 [sX 0 (s) - sY(s)] 

b 2 [sX¿s) - sY(s)] = k 2 Y(s) 





Cap. 7 


Ejemplos de Problemas y Soluciones 461 



(a) (b) 

fig. 7-72. (a) Sistema mecánico; (b) sistema eléctrico análogo. 


Al eliminar F(s) de las dos últimas ecuaciones, la función de transferencia se hace 

—s + 1 

Xjjs) k¿ _ 

M*7 + Tj s t 1 

La función de transferencia ($)/£) (r) del sistema eléctrico de la Fig. 7-72(b) 
puede obtenerse como 

1 

£ 0 (s) _ Cis /? 2 Cií + l 

£,{s) R 2 . JL * 2 (C, + C 2 )s + 1 
R 2 C 2 s + 1 Cj s 

Comparando las funciones de transferencia de los sistemas mecánico y eléctrico, ve¬ 
mos que son sistemas análogos. 

Problema A-7-14. Encuéntrese la función de transferencia X 0 {s)/X l (s) del sistema 
mecánico de la Fig. 7-73(a) y muestre que es análogo al sistema eléctrico de la Fig. 
7-73(b). 

Solución. Las ecuaciones de movimiento del sistema mecánico de la Fig. 7-73(a) son 

- * 0 ) + M*/ - x 0 ) = b 2 {x 0 - y) 
b 2 {x 0 - y) = k 2 y 


Al tomar la transformada de Laplace de estas dos ecuaciones, suponiendo cero las 
condiciones iniciales, tenemos 

btUXfy) - sX 0 (s)] + kdX t (s) - X 0 (s)] = b 2 [sX 0 (s) - s F(r)] 

* 0 (r) - r F(s)l = k 2 F(r) 
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Fig. 7-73. (a) Sistema mecánico; (b) sistema eléctrico análogo. 


Si eliminamos Y(s ) de las dos últimas ecuaciones, la función de transferencia X Q {s)/ 
X¡{s) se hace 


Xp (s) 
X,(s) ~ 



Para el sistema eléctrico de la Fig. 7-73(b), la función de transferencia E 0 {s)/E¡{s) 
resulta 


E 0 (s) _ 
E¿s) ~ 


Ri 


+ 


1 

CVs 


(l/* 2 ) + C 2 S + R ' + 


1 

c iS 


_ (R\C\S 4- l)(/?2^ i) _ 

(RiCiS + 1)(/?jC2í + I) -f RzC\S 


Una comparación de las funciones de transferencia muestra que los sistemas de la 
Fig. 7-73(a) y (b) son análogos. 


Problema A-7-15. Encuéntrese el período del péndulo cónico en el cual una bola 
de masa m da vueltas alrededor de un eje vertical fijo con una velocidad constante, 
como lo muestra la Fig. 7-74. 

Soloción. Mientras la bola se mantenga en un ángulo constante, la componente ver¬ 
tical de la tensión S en la cuerda se equilibrará con la fuerza gravitacional mg y la 
componente horizontal de S se balanceará con la fuerza centrifuga m<Jr. De modo 
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que, por la geometría 


o bien 


mú) 2 r _ r_ 
mg ~ h 

CO 2 — 

h 


Por lo tanto, el periodo T es 



Problema A-7-16. Un muchacho monta en bicicleta con una velocidad constante 
de 800 m/min alrededor de una trayectoria circular horizontal de radio r = 50 m 
inclinado hacia adentro un ángulo 0 con respecto a la vertical como en la Fig. 7-75. 
Determínese el ángulo de inclinación 0 necesario con el objeto de mantener un movi¬ 
miento circular en estado estable. 


Rg. 7-75. Muchacho montan¬ 
do bicicleta alrededor de una 
trayectoria circular. 



Solodón. La fuerza centrípeta necesaria para un movimiento circular es 

V 2 

m(ú 2 r = m — 
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La fuerza gravitarional mg puede resolverse en dos fuerzas componentes, F y R como 
se muestra en la Fig. 7-75. La fuerza horizontal F = mg tan 6 debe proporcionar la 
fuerza centrípeta necesaria, mvVr. (Nótese que la fuerza horizontal F puede sumi¬ 
nistrarse mediante fricción si la superficie es suficientemente áspera. Si no lo es, el 
muchacho debe reducir la velocidad para evitar que derrape.) Por lo tanto, 

me tan 6 — m— 
r 

o bien 

ü v 2 

tanff = — 
gr 

Al sustituir los valores numéricos dados en esta última ecuación, encontramos 

. ü ( 800 / 60 )* n 
tan 0 - 9 81 x 50 ~ 0-3625 


o también 


9 = 19.9° 


Problema A-7-17. En sistemas rotatorios, si algunas flechas giran a velocidades 
criticas, pueden desarrollarse grandes vibraciones como resultado de efectos de la re¬ 
sonancia. En relación con la Fig. 7-76(a), donde el disco de masa m está montado en 
una flecha elástica cuya masa es despreciable comparada con la del disco y está colo¬ 
cado a media distancia entre los cojinetes, supóngase que el disco no es perfectamen¬ 
te simétrico y que hay una excentricidad e respecto al centro del disco. El centro geo¬ 
métrico del disco, el centro de masa del disco, y el centro de rotación están indicados 
mediante los puntos O, G y R, respectivamente. La distancia entre los puntos R y O 
es r y aquélla entre los puntos O y G es e. Supóngase que la constante de resorte 
equivalente de la flecha elástica es Ar. de modo que la fuerza restauradora debida a la 
flecha elástica es kr. ¿Cuál es la velocidad crítica del sistema? 

Solución. En relación con el sistema de la Fig. 7-76(a), la fuerza centrifuga que ac¬ 
túa sobre la flecha es mo?(e + r). Esta fuerza se equilibra con la fuerza restauradora 
de la flecha elástica, kr. Asi, 


mCú 2 (e + r) = kr 


o bien 


co 2 (e + r) = G>¿r 

donde = yjk/m. Resolviendo para r. 


e 

r - «OÍ/OJ*) - 1 


(7-65) 


La deflexión r tiende a incrementarse rápidamente cuando u tiende a a>„. En u> = , 

ocurre la resonancia. La deflexión r se incrementa mientras que la Ec. (7-65) siga 
siendo válida. La velocidad critica de la flecha es entonces 


(Ocr - <o H - y m 
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1 

X 



Fig. 7-76. Sistema rotato¬ 
rio donde (a) la velocidad 
angular es menor que la ve¬ 
locidad critica; (b) la veloci¬ 
dad angular es mayor que la 
velocidad crítica. 


A velocidades mayores que la critica, el centro de gravedad G estará situado 
como se muestra en la Fig. 7-76(b), y la fuerza centrifuga se hará 

m(ú\r - é) 

y esta fuerza se equilibra con la fuerza restauradora de la flecha elástica kr. Por lo 
tanto, 

mco 2 (r — e) = kr 

Resolviendo para r y observando que k/m = tenemos 


— e 
r ~ 1 - (coSJcú 2 ) 


Para u > la deflexión r decrece y tiende a e si se incrementa w. Para u> > el 
centro de gravedad del disco se mueve hacia la linea XX ’, y en este caso el disco no 
gira excéntricamente sino que la flecha deflexionada, gira excéntricamente alrededor 
del centro de gravedad G. 


Problema A-7-18. Considérese el sistema masa-resorte mostrado en la Fig. 7-77. El 
sistema está inicialmente en reposo, o jc(0) = 0 y ¿( 0 ) = 0 . En / = Ose aplica a la masa 
una fuerza p(t) = P sen ort. Usando el método de la transformada de Laplace, 
determínese x(t) para rzO. Cuando los valores de m, á, P y a estén dados como m = 
1 kg, k = 100 N/m, P = 50 N, y u = 5 rad/s, encuéntrese la solución x(t). 
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Hg. 7-77. Sistema masa-resorte. 



Solución. La ecuación de movimiento del sistema es 

mx -i- kx = P sen cot 

Al definir < 4 , = yjk/m , esta última ecuación puede escribirse 


x -¡- colx = — sen cot 

TTX 


La transformada de Laplace de esta última ecuación, usando las condiciones ini¬ 
ciales jc(0) = 0 y x(0) = 0 , es 


En consecuencia, 


(* 2 + «ÍWÍW - £ ¡TT5 1 


Y(s) = _ 

' ' m (s 2 + 0)¿í)(s 2 + O) 2 ) 


= Peo ( 1 1 _ 1 1 \ 

m \co 2 — coi í 2 + C0n a) 2 — col s 1 + co 2 ) 

La transformada inversa de Laplace de esta última ecuación es 

x(,) - £ whsi (£. *«*-»«») 

De los valores numéricos dados, encontramos o*, = yjk/m = V100/1 = 10 rad/s, 
P/m = 50 N/kg, y o)/w fl = 5/10 = 0.5. Sustituyendo estos valores numéricos en la 
última ecuación, tenemos 

*(/) = —^ sen 10/ + 3 sen 5/ m 


Problema A-7-19. Suponiendo que el sistema mecánico de la Fig. 7-78 esté en repo¬ 
so antes de dar la fuerza de excitación P sen coi, obténgase la solución completa x(t) y 



Flg. 7-78. Sistema mecánico. 
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la solución en estado estable x s (t). El desplazamiento x se mide desde la posición de 
equilibrio. 


Solución. La ecuación de movimiento del sistema es 

mx + bx 4 kx = Pstiy cot 

Observando que x(0) = 0 y ¿(0) * 0, la transformada de Lapiace de esta ecuación es 

(/»** + bs + k)X(s) = P sl 


o bien 


m = 


PCD _ 1 

(j 2 4 CU 2 ) (ms 2 4 bs 4 k) 


= PCO _ 1 _ 1 _ 

m s z 4- cu 2 s 2 4- 2Cco „s 4- cu 2 

donde u n = yjk/m y f = b/(2rjmk). X(s) puede expandirse como 

y/ \ _ Pto ( as + c _ —as + d \ 

S m \í 2 + cu 2 s 1 4- 2 Ccd^s 4 cu 2 / 


Mediante simples cálculos puede encontrarse que 

a —-_ 

(CU 2 — CU 2 ) 2 + ^(úicúr 1 


Por lo tanto. 


. = (cu 2 - cu 2 ) 

(col — cu 2 ) 2 4 4£ 2 co¿co 2 

. . 4C 2 cu 2 - (cu 2 - cu 2 ) 
(col - CU 2 ) 2 4 4C 2 C0 2 C0 2 


X( S ) = — 


m (col - cu 2 ) 2 + 4C 2 culcu 2 

x r -2Ccu„5 4 (cu 2 - cu 2 ) _ 2 £cu„(s 4 Ccu n ) 4 2£ 2 cul - (cu 2 - cu 2 ) ~[ 
L j 2 4 cu 2 s 2 4 2£<ú a s 4 col 

La transformada inversa de Lapiace de X(s) da 




x(t) = 


Peo 


(col - cu 2 ) 


sen cot 


m[<0) 2 - <0 2 ) 2 -|- 4{ 2 0> 2 ú> 2 ][ 2Í<1> " C ° S m ‘ + ft) 

2{ 2 ta; - (O) 2 - C0*) g - W ^ ^,J 


4 2^co n e~^ eos CO„V 1 - C 2 / 4 


CuVl - í 2 

En estado estable (/ ~ oo) los términos que involucran a e -<w tienden a cero 

l . • _ _ _ • • m • 


Asi que en el estado estable 

Peo 


*«(/) = 


m((cul - cu 2 ) 2 f 4C 2 cu 2 cu 2 ] 

_ Peo _ 

(k — meo 2 ) 2 i ó 2 cu 2 


2 a> 2 )( ' 2Í<U ' 


eos cu/ 4 


cu 2 — cu 2 


cu 


sen cu/ 


) 


( - b eos cot -r -—sen cot 
\ cu 


) 
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_ P _ 

\/(k — meo 2 ) 2 b 2 Cú 2 


sen 




Problema A-7-20. Considérese el sistema mecánico mostrado en la Fig. 7-79. Si se 
aplica una fuerza de excitación p(t ) = P sen io/, donde P - 1 Nyw = 2 rad/s, se en¬ 
cuentra que la amplitud en estado estable de xit) es de 0.05 m. Si la frecuencia de ex¬ 
citación se cambia a gü = 10 rad/s, se encuentra que la amplitud en estado estable de 
x (/) es de 0.02 m. Determínese los valores de b y k. 

p(t) = P sen wt 



Solución. La ecuación de movimiento del sistema es 

bx -f kx = p(t ) 

La función de transferencia es 

X(s) 1 
P(s) bs + k 

De donde la función de transferencia senoidal es 


La relación de amplitudes es 


X(ico) 1 

P(jO )) bjeo -f k 


1 


a/Pcú 2 + k 2 


Y asi, 


I X(jcú) 

JUco) 

\x(jm) i = Wy) I 


Del planteo del problema, si p{t) = P sen «/ = sen 2/, la amplitud de x(/) es de 0.05 m 
Por lo tanto, 

1 


0.05 = 


y/b 2 x 2 2 + k 2 

o bien 

4 b 2 -A- k 2 = 400 (7-66) 

Si p(t) = P sen ü)t - sen 10/, entonces la amplitud de x(t) es 0.02 m. Por lo tanto 

1 


0.02 = 


o también 


Vó 2 x 10 2 + k 2 
100ó 2 + k 2 = 2500 


(7-67) 
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De las Ecs. (7-66) y (7-67) obtenemos 


9bb 2 = 2100 

o bien 

b = 4.68 N-s/m 

También, 

k 2 = 312.5 

o bien 

k = 11.1 N/m 


* 


Problema A-7-21. En relación con el sistema mostrado en la Fig. 7-80, supóngase 
que la entrada y la salida son el desplazamiento y y el desplazamiento x , respectiva¬ 
mente. Supóngase que y(t) - Y sen a>/. ¿Cuál es la salida x{t) en estado estable? 


Solución. La ecuación de movimiento del sistema es 


o bien 


mx + b{x — y) + kx = 0 


mx -f bx + kx — by 

Por lo tanto, la función de transferencia entre X(s) y K(s) es 

X( s) = bs 
Y(s) ms 2 + bs + k 



y - /sentüf 


Entonces la función de transferencia senoidal es 


X(jco) bjeo 

Y(iCú) -m(O z 4- bjeo + k 

Así, 

X(jCú) _ bCú _ 

Y{jco) </(k - meo 2 ) 2 + FcF 


i IX(jeo) . bco . 

+ = ¡yxm = ,an 1 -¡r - tan ' 

= ~ ,an " 


bCú 

k — meo 2 
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Observando que V(./w) = Y, la salida se obtiene como 
x{t) — | X(jcb)\ sen(G)/ -t- 0) 


bCüY 

— * — sen 

*/(k — mCú 2 ) 2 4- 6 2 Ctf 2 


(cot + 90° - tan -1 



El ángulo ta r\' x [b/{k - mui 2 )] varía de 0 a 180° cuando w se incrementa de cero a infi¬ 
nito. Así que para u> pequeña ia salida adelanta a ia entrada casi por 90°, para u 
grande la salida se atrasa respecto a la entrada casi por 90°. 


Problema A-7-22. Encuéntrense los desplazamientos en estado estable aí(/) y x 2 ( t ) 
del sistema mostrado en la Fig. 7-81. Supóngase que los coeficientes de amorti¬ 
guamiento viscoso b t y b 2 son positivos, pero despreciables por su pequeñez. (Esto 
significa que para obtener las ecuaciones del sistema, podemos suponer b x = 0 , 
b 2 = 0. Puesto que b x y b 2 son positivos, aunque pequeños, el sistema es estábil y la 
Ec. (7-33) puede usarse para encontrar la solución en estado estable.) Los desplaza¬ 
mientos X\ y x 2 se miden desde sus respectivas posiciones de equilibrio en ausencia de 
la fuerza de excitación. 


Solución. Las ecuaciones de movimiento del sistema son 

"*i*i + b x x j -f k\x x 4- ¿> 2 (*r — x 2 ) 4 - k 2 (x x — x 2 ) = p(f) = Psencot 
"* 2*2 + b 2 (x 2 - *i) + k 2 (x 2 - *,) = 0 

Puesto que b x y b 2 son despreciables por su pequeñez, sustituyamos ó» = 0 y b 2 - 0 



*2 Fig. 7-81. Sistema mecánico. 


en las ecuaciones de movimiento. Entonces, 

"*i*i 4- ¿j*! 4- k 2 (x i - x 2 ) =p(t) 
m 2 & 2 4- k 2 (x 2 — *i) = 0 

♦ 

Al tomar la tranformada de Laplace de estas dos ecuaciones, suponiendo cero las 
condiciones iniciales, tenemos 
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de la cual 


(m,5 2 + *i + * 2 )Af,(;y) - k 2 X 2 (s) = P(s) 
(m 2 s 2 4- k 2 )X 2 (s) — k 2 X\(s) = 0 

X 2 {s) _ k 2 
X\ (s) m 2 s 2 4- k 2 


y 


Xj(s) __ /w 2 s 2 4- k 2 _ 

P(s) (m x s 2 + k x 4- k 2 )(m 2 s 2 + k 2 ) — k\ 


puesto que el sistema es básicamente estable, puede aplicarse la Ec. (7-33). Al aplicar 
la Ec. (7-33) al presente problema las amplitudes |AT|(y'a>)| y 1 A" 2 (ycj) | se obtienen 
de las funciones de transferencia senoidales como sigue: 

Xj(jco) __ k 2 — m 2 co 2 _ 

P(jco) (k¡ -r k 2 — m\co 2 )(k 2 - m 2 co 2 ) — k\ 

X 2 (jco) _ k 2 

X x (jCO) k 2 — m 2 (0 2 


Asi que la solución en estado estable jCi(r) es 


x x (t) ='| Xi {j(ú) |sen 


X\(jCO) 

P(jco) 


_ (k 2 - m 2 0) 2 ) P _ 

(*, + * 2 - - m¡a)2) - ki n m 


La solución en estado estable x 2 (t) es 

x 2 (0 = I X 2 (jO)) \sen j cot 4- 


Jh. _ 

k 2 — m 2 co 2 


*,(/<») |*n[®/ + 




(i k x 4- k 2 - m x co 2 )(k 2 — m 2 co 2 ) — k\ 


sen cot 


% 


Nótese que los ángulos / X¿Jd)/P(ju¡) y / X 2 (ju¡)/P(ju>) son de 0 o o bien de 180°. 

Los movimientos de las masas m x y m 2 están en fase o bien 180° desfasados de la ex¬ 
citación. 

Nó tese también que las masas m x y m 2 se mueven en la misma dirección si w < 
\¡k 2 /m 2 y en dirección opuesta w > \Jk 2 /m 2 . Si o> = k 2 /m 2 , la masa m x permanece 
inmóvil, en tanto que la masa m 2 se mueve senoidalmente. 

Problema A-7-23. La figura 7-82 es un diagrama esquemático de un acelerómetro. 
Supóngase que la caja del acelerómetro está unida al bastidor de un avión. El acele¬ 
rómetro indica la aceleración de su caja con respecto al espacio inercial. El ángulo de 
mclinación 9 medido desde la línea horizontal se supone constante durante el periodo 
de medición. Muestre que, para entradas de baja frecuencia, la aceleración de la caja 
relativa al espacio inercial puede determinarse mediante el desplazamiento de la masa 
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m con respecto a su caja. En el diafragma x es el desplazamiento de la masa m relati¬ 
vo al espacio inercial y se mide desde la posición donde el resorte no está comprimido 
ni estirado y y es el desplazamiento de la caja relativo al espacio inercial. 



Solución. La ecuación de movimiento del sistema es 

ntJc + b(x — y) + k(x — y) = mg sen 6 
En términos de un desplazamiento relativo x — y, la última ecuación se hace 

m(Jc — y) -f b(x — y) + k(x ~ y) = mg sen 6 — my (7-68) 

Puesto que 6 se supone constante durante el periodo de medición, mg sen 6 es cons¬ 
tante. Por lo tanto, es posible calibrar el desplazamiento y definir una nueva va¬ 
riable z tal que 


z = x — y ~ ^ sen 6 

Entonces, la Ec. (7-68) puede escribirse 

m'z 4- bz + kz = —my 

Si la aceleración y (la aceleración de la caja relativa al espacio inercial) se toma como 
entrada al sistema y la variable z se toma como la salida, la función de transferencia 
del sistema se hace 

Z(s) _ —m _ _—J_ 

s 2 Y(s) ~ ms 2 + bs + k ~ s 2 -f ( bjm)s + (kfm) 

La función de transferencia senoidal es 

ZjjCú) _ _-\ _ 

— (o 2 Y{j(ú) — co 2 + ( b¡m)JCO + (kfm) 
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Si la frecuencia de entrada a» del sistema es muy baja comparada con sjk/tn , entonces 

Z(jco) _ m 

— Gt) 2 Y(jCO) • A: 

lo cual significa que z = x - y - ( mg/k ) sen 6 es aproximadamente proporcional a 
la aceleración de entrada lentamente variable y. Así que para entradas de baja fre¬ 
cuencia, la aceleración y de la caja relativa al espacio inercial puede estar dada por 

y = ——z — — (y — x -j- ^ sen &) 
m m\ k ) 

De este modo, para entradas de baja frecuencia, la aceleración y de la caja relativa al 
espacio inercial puede determinarse mediante el desplazamiento de la masa m con 
respecto a su caja. 

Nótese q ue un acelerómetro tal como éste debe tener una frecuencia natural no 
amortiguada yjk/m suficientemente alta comparada con la mayor frecuencia de en¬ 
trada que se vaya a medir. 

Problema A-7-24. Una máquina rotatoria con una masa de 100 kg, montada sobre 
un aislador gira a una velocidad constante de 10 Hz. Una masa desbalanceada m ubi¬ 
cada a una distancia r del centro del rotor está emitiendo vibraciones a una frecuen¬ 
cia w muy próxima a la frecuencia natural del sistema con el resultado de que la 
máquina vibra violentamente y se transmite a la cimentación una gran fuerza vibra¬ 
toria. 

Diséñese un absorbedor de vibración dinámica para reducir la vibración. Cuan¬ 
do el absorbedor de vibración dinámica se agrega a la máquina rotatoria como se 
muestra en la Fig. 7-83, el sistema entero se hace un sistema de dos grados de liber¬ 
tad. Determínese la masa m a y la constante del resorte k 0 del absorbedor de vibración 
dinámica tal que la más baja frecuencia natural sea 20% de la frecuencia de opera¬ 
ción. Determínese también la más alta frecuencia natural del sistema. Supóngase que 
los valores de b (coeficiente de fricción viscosa del aislador) y b a (coeficiente de fric¬ 
ción viscosa del absorbedor de vibración dinámica) son positivos pero despreciables 
por su pequeflez. (Nótese que puesto que los valores de b y b u son positivos, aunque 


Rg- 7-83. Máquina rotatoria con un 
absorbedor de vibración dinámica. 



Absorbedor 

de 

vibración' 

dinámica 


Máquina 

rotatoria 


Soporte 
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pequeños, el sistema es estable. Por lo tanto, los desplazamientos pueden obtenerse 
mediante el uso de la función de transferencia senoidal.) 


Solución. Las ecuaciones de movimiento del sistema son 


MJc 4- bx -f kx 4- b a {x — y) 4- k a (x — y) = p(t) = mCú z r sen íút 
m*9 + b a (y - x) 4- k a (y - x) = 0 

donde xyy son desplazamientos de la masa M y de la masa m a , respectivamente, y 
ambos jr y y se miden desde sus respectivas posiciones de equilibrio. Puesto que b = 0 
y b a = 0, las dos últimas ecuaciones pueden simplificarse a 

Mx 4- kx 4- k a (x — y) = p(t) 
m a y + k a {y - x) = 0 

Cuando se desprecia la fricción viscosa, el sistema se hace equivalente al mostrado en 
la Fig. 7-42(b) con b = 0. Por lo tanto, de la Ec. (7-44) obtenemos la amplitud de *(/) 
como 


X{j(ú)\ = 


m(ú l r(k a - m a Cú z ) 


(k 4- k a — M(ú z ){k a — m a (ú z ) 
Para hacer esta amplitud igual a cero, escogemos 

k a = m 0 Cú 2 

Puesto que la velocidad de operación es de 10 Hz, tenemos 

Cú — 10 x 27T — 62.8 rad/s 




(7-69) 


Por lo tanto, 

*£ = 62.8 2 = 3944 
m a 

Las dos frecuencias naturales oüi y o* (donde < a> 2 ) el sistema entero pueden 
encontrarse de la ecuación característica. [El denominador de la Ec. (7-69) es el poli¬ 
nomio característico.] 

(k + k a - M(ü}){k a - m a cof ) - k z = 0 (i = 1, 2) 

o bien 


(' + T - "“OO - £*) " T “ 0 (7 ‘ 70) 

Nótese que en el presente sistema, puesto que la frecuencia natural del sistema u>„ = 
s/k/M está muy próxima a la frecuencia de operación w = \Jk a /m a , podemos esta¬ 
blecer 

Por el planteo del problema la más baja frecuencia natural debe ser 20% dife¬ 
rente de la frecuencia de operación w. Puesto que < u>, esto significa que 

O), = 0.8ú> = 0.8 x 62.8 

Al sustituir ü?i = o¡i y k/M = k u /m a = w 2 en la Ec. (7-70), tenemos 
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Sustituyendo cji/oj = 0.8 en esta última ecuación y simplificando da 

(l + ^ - 0.8 2 )(1 - 0.8 2 ) - ^ = 0 

Resolviendo para k a /k. 


Se sigue que 


= 0.2025 
k 


^ = 0.2025 
M k 


Puesto que M = 100 kg, tenemos 

m a = 0.2050 x 100 = 20.25 kg 

Puesto que 


obtenemos 


fe fe 

62.8 2 

M m a 


k a = (62.8) 2 m tf = (62.8) 2 (20.25) = 79.9 x 10 2 N/m 


Asi que la masa y la constante del resorte del absorbedor de vibración dinámica son 
m 0 = 20.25 kg y k a = 79.9 x 10 3 N/m, respectivamente. 

Las dos frecuencias naturales y u >2 pueden determinarse sustituyendo k a /k = 
0.2025 en la ecuación 


V * k co 2 )\ o> 2 ) 


o bien 


k 

,2 


= 0 0 = 1,2) 


(l + 0.2025 - |j)(l - |j) - 0.2025 = 0 
Resolviendo para üj/w. 


Puesto que 


^ = 0.64 o sea 1.5625 
í o 2 


= 0.64. |l = l.5625 


Por lo tanto, 

tü, = 0.8t» = 0.8 x 62.8 = 50.24 rad/s = 8 Hz = 480 cpm 

y 

w 2 = 1.25cu = 1.25 x 62.8 = 78.5 rad/s = 12.5 Hz = 750 cpm 

Problema A-7-25. Considérese una ecuación diferencial en tiempo real r. 

= 0 


+ 0.01 ^ 4 - 0 . 0001 * = 0 , *( 0 ) = 10 , ^ 


í»0 


Suponiendo que la resolvemos usando una computadora analógica, determinese el 
factor de escala de tiempo X (donde t = X) tal que el tiempo de asentamiento T, sea de 
10 segundos. 
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Solución. AI cambiar el tiempo rea! t a tiempo de computadora ?, donde T = X/, la 
ecuacuón diferencial dada puede escribirse 

d 1 x . 0.01 dx . 0.0001 A 

TRi + -X Tt + = 0 

De esta última ecuación obtenemos oí* = 0.01/Xyf = 0.5. El tiempo de asentamien¬ 
to T, es cuatro veces la constante de tiempo, 4/fco. Por lo tanto, 

_ _4_ _ _4A_ 

' £o) n 0.005 

Asignando r, = 10, obtenemos X = 0.0125. 

Problema A-7-26. En el sistema de ecuación diferencial 

x + 0.4jc 4- 4x =40-l(/) 

el segundo miembro de la ecuación representa la función de excitación, una función 
escalón de magnitud 40 que ocurre en t = 0. Las condiciones iniciales son Jf(0) = 0, y 
¿(0) = 0. Trácese un diagrama de computadora analógica para obtener la respuesta 
x(t). Hágase el voltaje de salida máximo de cada amplificador de ± 80 V. 

Solución. Para t > 0, tenemos 

x -i- 0.4.x f 4.v = 40 

Resolviendo esta última ecuación para la derivada de más alto orden resulta 

x = -0.4x - 4.x + 40 (7-71) 


1 *2 



Fig. 7-84. Diagrama de computadora analógica para la determinación 
de factores de escala de magnitud. 

Definamos * 0 * y *2 como los factores de escala de magnitud y reescribamos la Ec. 
(7-71) como 

* = - tt<M) - + r(*v 4°) 

K\ *2 K o 
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En relación con la Fig. 7-84, el voltaje de entrada es Ar 0 *4O, el voltaje de salida del pri¬ 
mer integrador es - k x x, y el voltaje de salida del segundo integrador es k 2 x. (El vol¬ 
taje de salida del inversor del signo es - kjx). Por el planteo del problema los voltajes 
de salida máximos deben ser =f 80 V. 

Se pueden obtener estimaciones conservadoras de los valores máximos de x y x 
al despreciar el término de amortiguamiento en la ecuación del sistema. La ecuación 
simplificada es 

je + 4* = 40, *(0) = 0, x(0) = 0 

La solución de esta ecuación simplificada es 

jr(/> = 10 — lOcos 2/ ^ 

Por lo tanto. 


x(t) = 20sen2f 

Los valores máximos son 

ULáx = 20 

=20 

Escogemos ahora ko, k x y ki de modo que los valores máximos de ko *40, | -k x x |, y 
|kiX | sean 80 V. Asi tenemos 



Se sigue que 


k x 

ki 


80 80 
l*U “20 

80 = 80 
I X | máx 20 


4 

4 



= 1 


Puesto que k z /k x = 1, escogemos y = 1. (El potenciómetro y puede ser eliminado.) 
La constante del segundo integrador (I /y)(k 2 /k x ) se hace 1. Nótese que de la Fig. 
7-84, obtenemos 

k x x = a0L(—k x x) + bP(-k t x) ~ ck 0 40 


o bien 

x — — aCtx — bPjrx + c jp40 


Observando que k 2 /k x = 1 y k*/k x - 0.5, la última ecuación se hace 

x — —aCtx — bfix + 20c (7-72) 

Una comparación de las Ecs. (7-71) y (7-72) muestra que 

aOL = 0.4, bP = 4, 20c = 40 

Por lo tanto, podemos escoger a = 1, a = 0.4, ó = 4, 0 = l,yc = 2. Entonces 
quedan determinadas todas las constantes desconocidas en la Fig. 7-84. La figura 
7-85 es el diagrama de computadora para obtener la respuesta *(/). [La salida del se¬ 
gundo integrador da 4x(/).] 
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80-1(0 


Fig. 7-85. Diagrama de compu 
tadora analógica. 

Problema A-7-27. Encuéntrese la ecuación diferencial representada por el diagra¬ 
ma de computadora analógica de la Fig. 7-86. 

Solución. En relación con el diagrama, vemos que 

—i = —0.5w + y + 1.5.x 
—y = u — x 

Eliminando y y y de las dos ecuaciones resulta la ecuación diferencial del sistema. 

x x 1.5x -f x — u 4- 0.5*i 

donde x(0) = O y f (x — u) dt =0. 

J f-o 



Fig. 7-86. Diagrama de computadora analógica. 


Problema A-7-28. Trácese un diagrama de computadora analógica para el sistema 
de la siguiente función de transferencia, que incluye dinámica de un numerador. 

X(s) 5 s + I 
U(s) s 2 + 3s + 2 
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Solución. Al reescribir la función de transferencia, obtenemos 

s 2 X(s) + 3sX(s) + 2 X(s) = 5sU(s) + U(s) 
Resolviendo para ¿X(s) t 

s 2 X(s) = s[St/(s) - 3*(s)] + U(s) - 2X(s) 


o bien 

X(s) = -Í-15C/0) - 3*(i)] + - 2Jf(i)] 

«i 3 



= y{si/(j) - 3Jf(i) + y[l/(í) - 2Jf<J)]} 

En la Fig. 7-87 se muestra un diagrama de computadora analógica para esja última 
ecuación. 


Problema A -7-29. Trácese un diagrama de computadora analógica para el sistema 
de la función de transferencia 

X(s) _ b 0 s 3 -f b x s 2 4- b 2 s 4- b 3 
U(S) S 3 4" Ají 2 + a 2 s + Oj 


Solución. Al reescribir la función de transferencia, tenemos 

(s 3 4- a x s 2 4- a 2 s 4- o 3 )*(s) = (óo* 3 4- b x s 2 4- b 2 s 4- ó 3 )í/(s) 
Resolviendo para jW(s) ( obtenemos 

s*X(s) = (6 0 s 3 4- b x s 2 4- ó 2 J 4- ój)C/(í) — (fliS 2 4- a 2 s 4- u 3 )A|r) 



Por lo tanto, 

*(í) = b„U(s) + \[bMs) - a, JT(í)] + 4[4 2 í/(j) - a 2 *(i)] 

«j «3 

+ - ajJfWJ 

= *„{/(*) + y([6,t/(i) - a,jr(s)] + y{[6 2 C/(í) - 

+ y [*)!/« - ajA-W]}) 
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En la Fig. 7-88 se muestra un diagrama de computadora analógica para representar 
este sistema. 



Problema A-7-30. Trácese un diagrama de computadora analógica para simular el 
sistema mecánico de la Fig. 7-89. Supóngaselo) = 0 y.y(0) = 0. Los valores numé¬ 
ricos de , b¡, k x y k¡ se dan como = 20 N-s/m, b¡ = 30 N-s/m, k x = 100 N/m y 
k 2 = 60 N/m. 



* 2 < 2 

>///77//7, Fig. 7-89. Sistema mecánico. 

Solución. Las ecuaciones de movimiento del sistema son 

b\ (j> - x) + ki(y — x) = b 2 (x - i) 
b 2 (x - ¿) = k z z 
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Al tomar la transformada de Laplace de estas ecuaciones, sustituyendo las condi¬ 
ciones iniciales en cero y eliminando Z(s ), encontramos 

X(s) (bis - 1 - ki)(b t s -i- k 7 ) 

Ttr) i.b\S 4- kiYJb 2 s 4 k 2 ) + b 2 k 2 s 


Sustituyendo los valores numéricos dados en esta última ecuación da 

X(s) _ (20s 4- 100)(30 í + 60) 

Y(s) (205 + 100)(30 j 4 - 60) 4- 30 x 605 

s 2 4- 7í 4- 10 \ 

“ 5 2 4- 105 4- 10 


En consecuencia, 

(s 2 4- 105 4- 10 )X(s) = (5 2 4- 75 4- 10) Y(s) 


Resolviendo para ¿X(s), tenemos 

5 2 X(s) = (s 2 4 - 75 4- 10) Y(s) - (105 4- 10)*( 5 ) 

Así, 

X(s) = y(í) + í(7K(s) - lOA-(s)] + yliom - 10*(í)]j 


En la Fig. 7-90 se muestra un diagrama de computadora analógica para esta 
ecuación. 



Fig. 7-90. Diagrama de computadora analógica. 
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PROBLEMAS 

Problema B-7-1. En el sistema de la Fig. 7-91 el interruptor se cierra en / = 0. En¬ 
cuentre el voltaje e 0 (t). Suponga al capacitor descargado inicialmente. 



Fig. 7-91. Sistema eléctrico. 


Problema B-7-2. En relación con la Fig. 7-92 la fuente de voltaje E se conecta súbi¬ 
tamente por medio del interruptor S en el instante t = 0. Suponga al capacitor C des¬ 
cargado inicialmente y que la inductancia L no lleva corriente inicial. ¿Cuál es la 
corriente i(t)l 



Fig. 7-92. Sistema eléctrico. 



Problema B-7-3. La masa m (m - 1 kg) está vibrando inicialmente en el sistema 
mecánico mostrado en la Fig. 7-93. En / = 0 golpeamos la masa con una fuerza im¬ 
pulsiva p{t) cuya magnitud es de 10 N. Suponiendo que la constante del resorte k es 
de lOON/my quex(0-) = 0.1 m, x(0-) = 1 m/s, encuentre el desplazamiento como 
función del tiempo t. El desplazamiento x(t) se mide desde la posición de equilibrio 
en ausencia de la fuerza de excitación. 



m 


I 


Fig. 7-93. Sistema mecánico. 
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Problema B-7-4. Una vibración libre del sistema mecánico de la Fig. 7-94(a) indica 
que la amplitud de la vibración decrece a 25% de su valor en / = 4 , después de cuatro 
cíelos consecutivos de movimiento, como lo muestra la Fig. 7-94(b). Determine el 
coeficiente de fricción viscosa b del sistema si m - 1 kg y k = 500 N/m. 



Fig. 7*94. (a) Sistema mecánico; (b) porción de una curva de vibra¬ 
ción libre. 


Problema B-7-5. Una masa de 20 kg está soportada por un resorte y un amorti¬ 
guador como se muestra en la Fig. 7-95(a). Cuando se agrega una masa de 2 kg a los 
20 kg masa, el sistema vibra como se encuentra en la Fig. 7-95(b). Determine la cons¬ 
tante del resorte Ar y el coeficiente de fricción viscosa b. [Note que (0.02/0.08) x 100 = 
25% de la diferencia máxima que corresponde a i* = 0.4.] 



Fig. 7-95. (a) Sistema mecánico; (b) curva de respuesta escalón. 
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Problema B-7-6. Considere el sistema mecánico mostrado en la Fig. 7-96. El pén¬ 
dulo m¡ está soportado por la masa mi , la cual vibra a causa de una conexión elásti¬ 
ca. Obtenga las ecuaciones de movimiento del sistema. 



Problema B-7-7. El sistema mostrado en la Fig. 7-97 está inicialmente en reposo. 
En / = 0 una masa m se pone en movimiento por una fuerza impulsiva cuya magni¬ 
tud es la unidad. ¿Puede la masa detenerse por otra fuerza impulsiva semejante? 


Fig. 7-97. Sistema mecánico. 



Problema B-7-8. La Fig. 7-98 muestra un sistema que consiste en una masa y un 
amortiguador. El sistema está inicialmente en reposo. Cuando se pone en movimien¬ 
to mediante una fuerza impulsiva cuya magnitud es la unidad, encuentre la respuesta 
x{t). Determine la velocidad inicial de la masa m. 



Fig. 7-98. Sistema mecánico. 
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Problema B-7-9. Encuentre las funciones de transferencia X 0 (s)/X ( {sl y E 0 (s)/E(s) 
de los sistemas mecánico y eléctrico mostrados en la Fig. 7-99(a) y (b), respectiva¬ 
mente. 



Z////////z 

(a) (b) 

Fig. 7-99. (a) Sistema mecánico; (b) sistema eléctrico. 


Problema B-7-10. Obtenga las funciones de transferencia X 0 (s)/X,(s) y £¿(s)/£,(s) de 
los sistemas mostrados en la Fig. 7-100(a) y (b) y muestre que son sistemas análogos. 





Fig. 7-100. (a) Sistema mecánico; (b) sistema eléctrico análogo. 
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Problema B-7-11. Después de encontrar la función de transferencia X Q {s)/X'(s) del 
sistema mecánico mostrado en la Fig. 7-101, obtenga un sistema eléctrico análogo. 


Fig. 7-101. Sistema mecánico. 



Problema B-7-12. Encuentre la función de transferencia £^(5)/£’(f) del sistema 
eléctrico mostrado en la Fig. 7-102. Además, encuentre un sistema mecánico análogo. 


Fig. 7-102. Sistema eléctrico. 



Problema B-7-13. Obtenga tanto la función de transferencia E 0 {s)/E¡(s) del siste¬ 
ma mecánico mostrado en la Fig. 7-103, como también un sistema eléctrico análogo 



Fig. 7-103. Sistema mecánico. 
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Problema B-7-14. En el sistema térmico mostrado en la Fig. 7-l04(a) se supone que 
el tanque está aislado para evitar pérdidas de calor hacia el aire del medio ambiente, 
que no hay almacenamiento de calor en el aislamiento y que el liquido en el tanque 
está perfectamente mezclado de modo que se le tiene a una temperatura uniforme. 
(Asi que puede usarse una sola temperatura para denotar la temperatura del liquido 
en el tanque y la del liquido que sale.) Posteriormente se supone que la razón de flujo 
de liquido hacia el tanque y saliendo del tanque es constante e igual a®. K. Para / < 0 
el sistema se encuentra en estado permanente y el calentador suministra calor a razón 
de H J/s. En t = 0 la razón de entrada de calor se cambia de H aH + h J/s. Este 
cambio causa que la temperatura del liquido que sale cambie de © 0 a @ 0 + # K. Su¬ 
ponga que el cambio en temperatura B K, es la salida y que el cambio en la entrada de 
calor h J/s, es la entrada al sistema. Determine la función de transferencia 
0 (í)///( 5), donde 0(s) =£[0(/)J y //(5) = £[/i(/)J. Muestre que el sistema térmico es 
análogo al sistema eléctrico mostrado en la Fig. 7-104(b), donde el voltaje e 0 es la sa- , 
lida y la corriente / es la entrada. 




Fig. 7-104. (a) Sistema térmi¬ 
co; (b) sistema eléctrico aná- 
( b ) logo. 

Problema B-7-15. Una piedra con masa de 0.1 kg está unida al extremo de una 
cuerda de I m y gira a una velocidad angular de l Hz. Encuentre la tensión en la cuer¬ 
da. Si la máxima tensión que la cuerda permite es de 40 N, ¿cuál es la velocidad an¬ 
gular máxima (en Hz) que puede obtenerse sin romper la cuerda? 
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Problema B-7-16. En el regulador de velocidad de la Fig. 7-105, ¿cuál es la frecuen¬ 
cia to necesaria para mantener la configuración mostrada en el diagrama? 


Fig. 7-105. Sistema regulador de velo¬ 
cidad. 



Problema B-7-17. El sistema masa-resorte mostrado en la Fig. 7-106 está inicial¬ 
mente en reposo. Si se excita la masa m mediante una fuerza senoidal p(t) = P sen <or, 
¿cuál es la respuesta x{t)1 Suponga que m - 1 kg, K = 100 N/m, P= 5N,yu = 2 
rad/s. 


* > 

P( f ) — P seno)/ 


♦ 

X 

Problema B-7-18. Una máquina rotatoria de masa M - 100 kg tiene una masa des¬ 
balanceada m = 0.2 kg a una distancia r = 0.5 m del centro de rotación. (La masa M 
incluye a la masa m.) La velocidad de operación es de 10 Hz. Suponga que la má¬ 
quina está montada sobre un aislador que consta de un resorte y un amortiguador 
como se muestra en la Fig. 7-107. Si se desea tener f = 0.2, especifique la constante 
del resorte k tal que solamente 10% de la fuerza de excitación se transmita a la ci¬ 
mentación. Determine la amplitud de la fuerza transmitida. 


m 


Fig. 7-106. Sistema masa-resorte. 



I 


Fig. 7-107. Máquina rotatoria monta¬ 
da sobre un aislador de vibración. 


V777777777777777777, 
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Problema B-7-19. En la Fig. 7-108 un instrumento está sujeto a una base cuyo mo¬ 
vimiento se va a medir. El movimiento relativo entre la masa m y la base, registrado 
en un tambor rotatorio indicará el movimiento de la base. Suponga que x es el 
desplazamiento de la masa, y es el desplazamiento de la base, z = x — y es el movi¬ 
miento de la pluma relativo a la base. Si el movimiento de la base es y = Y sen ut 
¿cuál es la relación de amplit udes de z con respecto a y en estado estable? Muestre 
que si o) > w„, donde u n - yjk/m, el dispositivo puede usarse para medir el despla¬ 
zamiento de la base, éste puede usarse para medir la aceleración de la base. 



>4 


Fig. 7-108. Instrumento de medición de movimieto o aceleración. 


Problema B-7-20. La figura 7-109 muestra una máquina m montada sobre un aisla¬ 
dor en el cual el resorte k x es el resorte que soporta a la carga y el amortiguador visco¬ 
so bi está en serie con el resorte k¡. Determine la transmisibilidad de la fuerza cuando 
la masa m esté sometida a una fuerza de excitación p(t) = P sen ut. Determine tam¬ 
bién la amplitud de la fuerza transmitida a la cimentación. 


p(t) = P senwí 

I 



Fig. 7-109. Máquina montada sobre 
un aislador de vibración. 
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Problema B-7-21. Una máquina m está montada sobre un aislador en la Fig. 7-110. 
Si la cimentación está vibrando de acuerdo con>> = Y sen w/, donde y es el desplaza¬ 
miento de la cimentación, encuentre la amplitud de vibración de la máquina. Deter¬ 
mine la transmisibilídad del movimiento. 



Y sen cj/ 


Problema B-7-22. La figura 7-111 muestra una máquina con un absorbedor de 
vibración dinámica. La frecuencia natural no a mort iguada del sistema en ausencia 
del absorbedor de vibración dinámica es a>„ = ^¡k/m. Suponga que la frecuencia de 
operación o> está próxima a Si el absorbedor de vibración dinámica se sintoniza 
de modo que yjk a /m 0 = u, ¿cuál es la amplitud de la masa m a del absorbedor de vi¬ 
bración? 


Flg. 7-111. Máquina con un absorbe¬ 
dor de vibración dinámica. 


Plf) = P sen ujf 



Problema B-7-23. Al resolver la siguiente ecuación diferencial por medio de una 
computadora analógica 


50£ + Ix + 0.02jc = sen t 

es deseable emplear una asignación de escala de tiempo con el objeto de reducir la va¬ 
riación de las magnitudes de los coeficientes y ajustar la velocidad de respuesta. De¬ 
termine un factor de escala de tiempo A adecuado para que el tiempo de asentamien¬ 
to sea de 50 segundos. 
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Problema B-7>24. Obtenga la función de transferencia ;r(s)/t/(s) del sistema 
mostrado en la Fig. 7-112. 



Fig. 7-112. Diagrama de compu¬ 
tadora analógica para simular 
un sistema. 


Problema B-7-25. Trace un diagrama de computadora analógica para generar una 
señal 


40 = 80e~' eos / 

Use el número minimo de amplificadores operacionales. 

Problema B-7-26. Trace un diagrama de computadora analógica para resolver la 
ecuación 

x -I 2x ~ 3* - 10-1(0, 40 ) = 0, i(0) - 0 

Determine los factores de escala de magnitud de modo que el voltaje de salida máxi¬ 
mo de cada amplificador sea de ±90 V. 


Problema B-7-27. Encuentre la función de transferencia X(s)/U(s) del sistema 
mostrado en la Fig. 7-113. 



Fig. 7-113. Diagrama de computadora analógica para simular 
un sistema. 


Problema B-7-28. Determine la función de transferencia X(s)/(J(s) del diagrama de 
computadora analógica mostrado en la Fig. 7-114. 
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Fig. 7-114. Diagrama de computadora analógica para simular un sistema. 


Problema B-7-29. La figura 7-115 es un diagrama de computadora analógica para 
simular cierto sistema. Obtenga la función de transferencia X(s)/U(s) del sistema. 



Fig. 7-115. Diagrama de computadora analógica para simular un sistema. 


Problema B-7-30. En relación con el sistema vibratorio mecánico de la Fig. 7-116, 
trace un diagrama de computadora analógica para simular este sistema. Suponga que 


Entrado de fuerza 
p(f) - Psenut 



Fig. 7-116. Sistema vibratorio mecá¬ 
nico. 


ó x 
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el desplazamiento x se mide desde la posición de equilibrio en ausencia de la fuerza de 
excitación senoidal. Las condiciones iniciales son *(0) = 0 y x(0) = 0 y la fuerza 
de entrada P sen <at se aplica en / = 0. Los valores numéricos de m, b, k, P y w se 
dan como m = 2 kg, b = 0.2 N-s/m, k = 200 N/m, P = 5 N, yu = 3 rads/s. 




ANÁLISIS DE SISTEMAS 
DE CONTROL 


8*1 INTRODUCCIÓN 

En este capítulo se expone solamente material introductorio acerca de 
sistemas de control. Nuestro estudio se limita al análisis en el dominio del 
tiempo o análisis de la respuesta transitoria. Comenzaremos definiendo la 
terminología necesaria para describir sistemas de control, con términos tales 
como plantas, perturbaciones, control realimentado y sistemas de control rea¬ 
limentados, seguidos por descripciones de sistemas de control cerrados y 
abiertos. Finalmente se comparan las ventajas y desventajas de los sistemas 
de control de malla cerrada y de malla abierta. 

Plantas. Una planta es una pieza de equipo, un conjunto de partes de 
máquina que funcionan juntas, cuyo propósito es realizar una función par¬ 
ticular. En este libro llamaremos planta a cualquier objeto físico sometido a 
control. 

Perturbaciones. Una perturbación es una señal que tiende a afectar ad¬ 
versamente el valor de la salida de un sistema. Si la perturbación se genera 
dentro del sistema se llama interno ; una perturbación externa se genera fuera 
del sistema y es una entrada. 

Control realimentado. El control realimentado se refiere a una opera¬ 
ción que, en presencia de perturbaciones, tiende a reducir la diferencia entre 
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la salida de un sistema y alguna entrada de referencia y que actúa sobre la 
base de esta diferencia. En esta operación sólo se especifican perturbaciones 
impredecibles, puesto que las perturbaciones predecibles o conocidas pue¬ 
den compensarse dentro del propio sistema. 

Sistemas de control realimentados. Un sistema que mantiene una rela¬ 
ción prescrita entre la salida y alguna entrada de referencia comparándolas 
y usando la diferencia como medio de control se llama sistema de control rea¬ 
limentado . El sistema de control de la temperatura ambiente puede ser un 
ejemplo. Midiendo la temperatura real de un cuarto y comparándola con la 
temperatura de referencia (temperatura deseada), el termostato enciende o 
apaga el equipo de calefacción o enfriamiento de tal modo que asegure una 
temperatura ambiente confortable independientemente de las condiciones 
del exterior. 

Los sistemas de control realimentados, por supuesto, no están limita¬ 
dos a la ingeniería, sino que puede encontrárseles también en varios campos 
diferentes a la ingeniería. El cuerpo humano, por ejemplo, es un sistema 
avanzado de control con realimentación. Tanto la temperatura del cuerpo 
como la presión de la sangre se mantienen constantes mediante realimenta¬ 
ción fisiológica. De hecho, la realimentación realiza una función vital: hace 
al cuerpo humano relativamente insensible a las perturbaciones externas, capa¬ 
citándolo asi para funcionar apropiadamente en un ambiente cambiante. 

Como otro ejemplo, considere el control de la velocidad de un automó¬ 
vil por un operador humano. El conductor decide acerca de la velocidad apro¬ 
piada para la situación, la cual puede ser la velocidad limite establecida para 
el camino o carretera involucrados. El conductor observa la velocidad real 
mirando el velocimetro. Si viaja muy despacio, acelera y la velocidad del 
carro aumenta. Si la velocidad real es muy alta, desacelera y el carro va más 
lento. Ese es un sistema de control realimentado con un operador humano. 
Aquí el operador humano puede reemplazarse fácilmente por un dispositivo 
mecánico, eléctrico o similar. En lugar del conductor observando el velocí¬ 
metro, se puede usar un generador eléctrico para producir un voltaje pro¬ 
porcional a la velocidad. Este voltaje puede compararse con un voltaje de 
referencia que corresponda a la velocidad deseada. La diferencia en los vol¬ 
tajes se puede usar como señal de error para posicionar el carburador e 
incrementar o decrementar la velocidad según se necesite. 

Sistemas de control de malla cerrada. Los sistemas de control reali¬ 
mentados son llamados frecuentemente sistemas de control de malla cerra¬ 
da. En la práctica, los términos control realimentado y control de malla 
cerrada son intercambiables. En un sistema de control de malla cerrada la 
señal de error, la cual es la diferencia entre la señal de entrada y la señal rea¬ 
limentada (la cual puede ser la señal de salida misma o una función de la se¬ 
ñal de salida y sus derivados), se alimenta al controlador de modo que se re- 
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duzca el error y lleve la salida del sistema a un valor deseado. El término 
control de malla cerrada siempre implica el uso de una acción de control re¬ 
alimentado con el objeto de reducir el error del sistema. 

Sistemas de control de malla abierta. Aquellos sistemas en los cuales la 
salida no tiene efecto en la acción de control se llaman sistemas de control 
de malla abierta. En otras palabras, en un sistema de control de malla abier¬ 
ta la salida no se mide ni se realimenta para compararse con la entrada. Un 
ejemplo práctico es un máquina lavadora. Remojar, lavar y enjuagar en la 
lavadora operan sobre base de tiempo. La máquina no mide la señal de sali¬ 
da, es decir, la limpieza de la ropa. 

En cualquier centro de malla abierta la salida no se compara con la 
entrada de referencia. Así, a cada entrada de referencia corresponde una 
condición de operación fija; como resultado, la exactitud del sistema depende 
de la calibración. En presencia de perturbaciones un sistema de malla abier¬ 
ta no efectuará la tarea deseada. El control de malla abierta puede usarse en 
la práctica sólo si la relación entre la entrada y la salida se conoce y si no hay 
perturbaciones internas ni externas. Claramente, tales sistemas no son siste¬ 
mas de control realimentados. Nótese que cualquier sistema de control que 
opere sobre la base del tiempo es de malla abierta. Por ejemplo, un control 
de tráfico que opere mediante señales producidas sobre la base de tiempo es 
otro ejemplo de control de malla abierta. 

Sistemas de control de malla cerrada contra sistemas de control de 
malla abierta. Una ventaja del sistema de control de malla cerrada estriba 
en el hecho de que el uso de la realimentación hace la respuesta del sistema 
relativamente insensible a las perturbaciones externas y a las variaciones in¬ 
ternas en los parámetros del sistema. Asi, es posible usar componentes ine¬ 
xactas y baratas para obtener un control exacto de una planta dada, en tan¬ 
to que es imposible hacerlo en el caso del sistema de malla abierta. 

Desde el punto de vista de la estabilidad, el sistema de control de malla 
abierta es más fácil de construir porque la estabilidad del sistema no repre¬ 
senta mayor problema. Por otra parte, la estabilidad es un problema mayor 
en el sistema de control de malla cerrada, el cual puede tender a sobrecorre¬ 
gir errores lo que puede causar oscilaciones de amplitud constante o cam¬ 
biante. 

Requisitos generales de los sistemas de control. Todo sistema de 
control debe ser estable. Este es un requisito primario. Además de la estabi¬ 
lidad absoluta, un sistema de control debe tener una estabilidad relativa ra¬ 
zonable; es decir, la respuesta debe mostrar un amortiguamiento razonable. 
Más aún, la velocidad de respuesta debe ser razonablemente rápida. Un sistema 
de control también debe ser capaz de reducir los errores a cero o a algún va¬ 
lor pequeño. Todo sistema de control útil debe satisfacer estos requisitos. 
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A causa de que la necesidad de una estabilidad relativa razonable y de 
exactitud en el estado estable tienden a ser incompatibles, es necesario al di¬ 
señar sistemas de control, establecer el equilibrio más efectivo entre las dos. 

Esquema del capitulo. Como se ha notado, este capítulo explica el ma¬ 
terial introductorio sobre análisis de sistemas de control. En adición a las 
definiciones necesarias, se han dado varios ejemplos de sistemas de control 
en la Sec. 8-1. En la Sec. 8-2 tratamos de los diagramas de bloques de los sis¬ 
temas de control y sus componentes. Después de describir las acciones de 
control encontradas generalmente en los controladores automáticos in¬ 
dustriales, la Sec. 8-3 explica las técnicas estándar para obtener diferentes 
acciones de control mediante el uso de componentes neumáticas, hidráuli¬ 
cas y electrónicas. A continuación se cubre el análisis de la respuesta transi-^ 
toria de los sistemas de control en la Sec. 8-4. Aquí se expone la respuesta de 
sistemas de primero y segundo órdenes a las entradas aperiódicas, y los efec¬ 
tos de diferentes acciones de control sobre las características de la respuesta 
transitoria de los sistemas de control. La sección 8-5 trata de las especifica¬ 
ciones de la respuesta transitoria. En la Sec. 8-6 se dan métodos para mejo¬ 
rar las características de la respuesta transitoria. El capitulo termina con un 
problema de diseño sencillo en la Sec. 8-7. 

8-2 DIAGRAMAS DE BLOQUES 

Un sistema puede estar formado por varias componentes. Con el obje¬ 
to de mostrar las funciones realizadas por cada componente, se usan fre¬ 
cuentemente unos diagramas en el análisis y diseño de los sistemas, llamados 
diagramas de bloques. Esta sección explica qué es un diagrama de bloques, 
expone un método para obtener diagramas de bloques de los sistemas físicos 
y, finalmente, describe técnicas para simplificar tales diagramas. 

Diagramas de bloques. Un diagrama de bloques de un sistema es una 
representación gráfica de las funciones realizadas por cada componente y 
del flujo de las señales. Tal diagrama describe las interrelaciones que existen 
entre las diferentes componentes. A diferencia de una representación mate¬ 
mática puramente abstracta, un diagrama de bloques tiene la ventaja de in¬ 
dicar más realistamente los flujos de la señal del sistema real. 

En un diagrama de bloques todas las variables del sistema están conca¬ 
tenadas una con otra a través de bloques funcionales. El bloque funcional 
o simplemente bloque es un símbolo de la operación matemática sobre la 
señal de entrada en el bloque que produce la salida. Las funciones de transfe¬ 
rencia de las componentes usualmente se meten en los bloques correspon¬ 
dientes, los cuales están conectados mediante flechas para indicar la direc¬ 
ción del flujo de las señales. Nótese que la señal puede pasar solamente en la 
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dirección de las flechas. Así, un diagrama de bloques de un sistema de 
control muestra explícitamente una propiedad unilateral. 

La figura 8-1 muestra un elemento de un diagrama de bloques. La ca¬ 
beza de flecha que apunta hacia el bloque indica la entrada, y la cabeza de la 
flecha que sale del bloque representa la salida. A tales flechas se les identifi¬ 
ca como señales. 


Fig. 8-1. Elemento de un diagrama 
de bloques. 

Nótese que las dimensiones de la señal de salida del bloque son las di¬ 
mensiones de la señal de entrada multiplicadas por las dimensiones de la fun¬ 
ción de transferencia del bloque. 

Las ventajas de la representación en diagrama de bloques estriban en la 
facilidad de formar diagramas de bloques totales para el sistema entero, 
exclusivamente mediante la conexión de los bloques de las componentes de 
acuerdo con el flujo de la señal y la posibilidad de evaluar la contribución 
de cada componente al funcionamiento total de sistemas. 

En general, la operación funcional del sistema puede visualizarse más 
pronto examinando el diagrama de bloques que examinando el sistema 
físico directamente. Un diagrama de bloques contiene información concer¬ 
niente al comportamiento dinámico, pero no incluye información alguna 
acerca de la construcción física del sistema. En consecuencia, muchos siste¬ 
mas no similares ni relacionados pueden representarse mediante el mismo 
diagrama de bloques. 

Debe notarse que en un diagrama de bloques no se muestra explici- 
tamente la fuente principal de energía y que el diagrama de bloques de un 
sistema dado no es único. Se pueden trazar numerosos diagramas de blo¬ 
ques diferentes de un sistema dependiendo del punto de vista del análisis. 

Punto suma. En relación con la Fig. 8-2, el símbolo que indica una 
operación de suma es un circulo con una cruz. El signo más o menos en cada 
punta de flecha indican si la señal va a ser sumada o restada. Es importante 
que las cantidades que se van a sumar o restar tengan las mismas dimen¬ 
siones y las mismas unidades. 


Función de 
transferencia 
G(s) 


fig. 8-2. Punto suma. 


■M+ 



a-b 
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Puntos de bifurcación. Un punto de bifurcación es un punto en el cual 
la señal de un bloque concurre a otros bloques o puntos suma. 

Diagrama de bloques de un sistema de malla cerrada. La figura 8-3 es 
un ejemplo de un diagrama de bloques de un sistema de malla cerrada. La 
salida © 0 (s) se realimenta al punto suma, en donde se le compara con la 
entrada 0,(s)- La naturaleza de la malla cerrada del sistema se indica clara¬ 
mente en la figura. La salida del bloque 0 O (¿) se obtiene en este caso mul¬ 
tiplicando la función de transferencia G(s) por la entrada al bloque, £fr). 

Cualquier sistema lineal puede representarse mediante un diagrama de 
bloques formado por bloques, puntos suma y puntos de bifurcación. Cuando 
la salida se realimenta por un punto suma para compararla con la entrada, 
es necesario convertir la forma de la señal de salida a la forma de la señal derff 

Punto de Punto de 

suma bifurcación 

'< 


Fig. 8-3. Diagrama de bloques 
de un sistema de malla cerrada. 

entrada. Esta conversión se logra mediante el elemento de realimentación 
cuya función de transferencia es ff(s), como se muestra en la Fig. 8-4. Otro 
papel importante del elemento de realimentación es el de modificar la salida 
antes de que se le compare con la entrada. En el ejemplo presente la señal de 
la realimentación que se alimenta por el punto suma para compararla con la 
entrada es 3(s) = H(s)Q 0 (s). 


Fig. 8-4. Diagrama de bloques 
de un sistema de malla cerrada. 

Función de transferencia de malla abierta y función de transferencia 
Prealimentada. La relación de la señal realimentada B(s) con respecto a la señal 
de error E(s) se llama función de transferencia de malla abierta. Es decir, 




Función de transferencia de trayectoria abierta = —- = G(s)H(s ) 

E(s) 
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La relación de salida 0 O (¿) con respecto a la señal de error actuante 
E(s) se llama función de transferencia prealimentada , de modo que 

0 /y\ 

Función de transferencia prealimentada = — 2 — = G(s) 

E(s) 

Si la función de transferencia de la realimentación es unitaria, entonces la 
función de transferencia de malla abierta y la función de transferencia prea¬ 
limentada son una misma. 

Función de transferencia de malla cerrada. En el sistema mostrado en 
la Fig. 8-4, la salida 0 o (j) y la entrada 0,(j) están relacionadas como sigue: 

Q 0 (s) = G(s)£(s) 

£(s) = 0,(s) - B(s) = 0,(s) - H(s)Q 0 (s) 

Eliminando £*(5) de estas ecuaciones da 

Qfs) = G(s)[0,(s) - H(s)Q 0 (s)] 


o bien 


®o(s) G(s) 

0,(5) “ 1 H- G{s)H(s) 


La función de transferencia que relaciona 0„(5) con ©,($) se llama función 
de transferencia de malla cerrada .Esta función de transferencia relaciona la 
dinámica del sistema de malla cerrada con la dinámica del sistema preali¬ 
mentado y los elementos del sistema realimentado. Puesto que la transfor¬ 
mada de Laplace de la salida 0 o (^) se da en la Ec. (8-1) como 


©.(5) 


G(S) 


1 + G(s)H(s) 


©,(5) 


el comportamiento de un sistema de malla cerrada dado depende tanto de la 
función de transferencia de malla cerrada como de la naturaleza de la entrada. 


Procedimientos para trazar un diagrama de bloques. Con el objeto de 
trazar un diagrama de bloques de un sistema, primero se escriben las 
ecuaciones que describen el comportamiento de cada componente. Luego se 
toma la transformada de Laplace de estas ecuaciones, suponiendo cero las 
condiciones iniciales, y se representa cada ecuación transformada indi vi' 
dualmente en forma de bloque. Finalmente, se arman los elementos en un 
diagrama de bloques completo. 

Como ejemplo, considérese el circuito RC mostrado en la Fig. 8-5(a). 
Las ecuaciones de este circuito son 



(8-2) 
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La transformada de Laplace de las Ecs. (8-2) y (8-3) con condiciones i n j_ 
ciales cero, se hacen 


l(s) = ±[E,(s) - £„(í)] 


(M) 



La ecuación (8-4) representa una operación suma y el diagrama correspon¬ 
diente se muestra en la Fig. 8-5(b). La ecuación (8-5) representa los bloques 
como se muestran en la Fig. 8-5(c). Armando estos dos elementos, obtene-** 
mos el diagrama de bloques total del sistema como se muestra en la Fig. 
8-5(d). 




Fig. 8-5. (a) Circuito RC\ (b) diagra¬ 
ma de bloques correspondientes a la 
Ec. (8-4); (c) diagrama de bloques 
correspondientes a la Ec. (8-5); (d) dia¬ 
grama de bloques del circuito RC. 
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Reducción de un diagrama de bloques. Debe notarse que los bloques 
pueden conectarse en serie sólo si la salida de un bloque no se afecta por el 
bloque siguiente. Si hay cualesquiera efectos entre las componentes, estas 
componentes deben combinarse en un solo bloque. 

Cualquier número de bloques en cascada que representen componentes 
sin carga puede reemplazarse por un solo bloque, cuya función de transfe. 
rencia es simplemente el producto de las funciones de transferencia indiv¡. 
duales. 

Un diagrama de bloques complicado que involucre muchas trayectorias 
de realimentación puede simplificarse mediante un rearreglo paso a paso, 
usando reglas de álgebra de los diagramas de bloques. Algunas de estas 
reglas importantes se dan en la tabla 8-1. Se obtienen escribiendo la misma 
ecuación en forma diferente. La simplificación del diagrama de bloques me¬ 
diante rearreglos y sustituciones reduce considerablemente la labor necesa¬ 
ria para el análisis matemático subsecuente. Debe notarse, sin embargo, que 
a medida que el diagrama de bloques se simplifica, la función de transferen¬ 
cia de los nuevos bloques se hace más compleja porque se generan nuevos 
polos y nuevos ceros. 

Al simplificar un diagrama de bloques, recuérdese lo siguiente: 

1. El producto de las funciones de transferencia en dirección de preali¬ 
mentación debe permanecer igual. 

2. El producto de las funciones de transferencia alrededor de una 
malla debe permanecer igual. 

Una regla general para simplificar un diagrama de bloques consiste en 
mover los puntos de bifurcación y los puntos suma, intercambiar los puntos 
suma y después reducir las mallas internas de realimentación. 


Ejemplo 8-1. Considérese el sistema mostrado en la Fig. 8-6(a). Simplifique este 
diagrama mediante el uso de las reglas dadas en la tabla 8-1. 

Al mover el punto suma de la malla de realimentación negativa que contiene a 
H 2 afuera de la malla de realimentación positiva que contiene a H lt obtenemos la 
Fig. 8-6(b). Eliminando la malla de realimentación positiva, tenemos la Fig. 8-6(c). 
Eliminando entonces la malla que contiene a H 2 /G x da la Fig. 8-6(d). Finalmente, 
eliminando la malla de realimentación resulta la Fig. 8-6(e). 

Nótese que el numerador de la función de transferencia de malla cerrada 
©oCO/OX?) es el producto de las funciones de transferencia de la malla realimentada. 
El denominador de © 0 (s)/0,(s) es igual a 

1 — £ (producto de las funciones de transferencia alrededor de cada malla cerrada) 
= 1 - «?,//, - g 2 h 2 - G,G 2 ) 

= 1 - (7,/f, + G 2 H 2 + C,C? 2 

(La malla de realimentación positiva produce un término negativo en el denomina¬ 
dor.) 
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Ejemplo 8-2. Trácese un diagrama de bloque para el circuito mostrado en la Fig. 
8-7. Después simplifiquese el diagrama de bloques y obténgase la función de transfe¬ 
rencia entre £^(s) y ,(s). 

Definamos el voltaje a través de la capacitancia C x como e t . Entonces las 
ecuaciones del circuito son 

e t - e x = R x i x 


* 

1 

o* 

II 

* 

N 

W* 


II 

1 

•H. 

a- 


c 2 J 11 * 

Reescribiendo estas cuatro ecuaciones en la forma de sus transformadas de Laplace, 

/.« = - Elisa 

(8-6) 

W) = - EM) 

(8-7) 

E,(s) = ¿[/|W - «i)] 

(8-8) 

«•) = é Ms) 

(8-9) 


De las Ecs. (8-6) y (8-9) obtenemos elementos del diagrama de bloques mostrado en 
la Fig. 8-8(a). Al conectar las señales apropiadamente podemos construir un diagra¬ 
ma de bloques como el de la Fig. 8-8(b). La interacción de los dos circuitos RC 
simples puede verse claramente en el diagrama. Usando las reglas de álgebra de los 


Fig. 8-7. Circuito eléctrico. 


Ry ffg 



diagramas de bloques dadas en la tabla 8-1, este diagrama puede simplificarse al 
mostrado en la Fig. 8-8(c). La simplificación subsecuente resulta en la Fig. 8-8(d) y 
(e). La función de transferencia entre £J,(s) y £)(s) es, por lo tanto, 

E 0 (s) _1_ 

E<(s) R\C\RiCis 2 + (/?,C| -f- R^Ci + R x Ci)s + 1 


8-3 CONTROLADORES AUTOMÁTICOS INDUSTRIALES 

Un controlador automático compara el valor real de la salida de la 
planta con el valor deseado, determina la desviación y produce una señal de 
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control que reduce la desviación a cero o a un valor pequeño. La forma en 
la cual el controlador produce la señal de control se llama acción de control . 

A continuación describiremos las acciones de control fundamentales 
usadas comúnmente en los controladores automáticos industriales, seguidas 
por los principios básicos de los controladores neumáticos, los controlado- 
res hidráulicos y los controladores electrónicos. 

Acciones de control. Las acciones de control encontradas normalmen¬ 
te en los controladores automáticos industriales consisten en: dos posiciones 
o encendido-apagado, proporcional, integral o derivativo. Es necesario 
comprender bien las propiedades básicas de las diferentes acciones de 
control con el objeto de que el ingeniero seleccione la más adecuada a su ins¬ 
talación particular. 

Clasificación de los controladores automáticos industriales. Los con¬ 
troladores automáticos industriales pueden clasificarse de acuerdo a su ac¬ 
ción de control como 

1. Controladores de dos posiciones o de encendido-apagado 

2. Controladores proporcionales 

3. Controladores integrales 

4. Controladores proporcionales integrales 

5. Controladores proporcionales derivativos 

6. Controladores proporcionales integrales derivativos 


Controlador automático, actuador y elemento de medición. La figura 
8-9 es un diagrama de bloques de un sistema de control industrial, el cual 
consta de un controlador automático, un actuador, una planta y un elemen¬ 
to de medición. El controlador detecta la señal de error actuante, la cual 
usualmente está en un nivel muy bajo de potencia y la amplifica a un nivel 
suficientemente alto. (Asi, el controlador automático comprende un detec¬ 
tor de error y un amplificador.) Muy a menudo se usa un circuito de reali¬ 
mentación adecuado, junto con un amplificador para componer la señal de 
error actuante y producir una mejor señal de control. 

El actuador es un elemento que produce la entrada a la planta de acuer¬ 
do con la señal de control, de modo que la señal de realimentación corres¬ 
ponda a la señal de entrada de referencia. 

El elemento de medición es un dispositivo que convierte la variable de 
salida en otra variable adecuada, tal como desplazamiento, presión o volta¬ 
je, la cual puede usarse para comparar la salida con la señal de entrada de 
referencia. Este elemento se encuentra en el lazo de realimentación del siste¬ 
ma de malla cerrada. El punto de ajuste del controlador debe convertirse en 
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una entrada de referencia con las mismas unidades de la señal realimentada 
desde el elemento de medición. 


Controlador automático 



Fig. 8-9. Diagrama de bloques de un sistema de control industrial, el cual 
consta de un controlador automático, un actuador, una planta y un elemento 
de medición. 


Acción de control de dos posiciones o de encendido-apagado. En el 
sistema de control de dos posiciones el actuador tiene sólo dos posiciones fi¬ 
jas, las cuales son, en muchos casos, simplemente de encendido y apagado. 
El control de dos posiciones o de encendido y apagado es sencillo y barato, 
por esta razón, se usa ampliamente en sistemas de control tanto industriales 
como domésticos. 

Para explicar el concepto, supongamos que la señal de salida del con¬ 
trolador es m(t) y la señal de error actuante sea e{t). En el control de dos 
posiciones la señal m{t) permanece en un valor, ya sea máximo o mínimo, 
dependiendo de que la señal de error del actuador sea positiva o negativa, de 
modo que 

m{t) = M x para e (t) > 0 
= M z para e (t) < 0 

donde M x y M 2 son constantes. El valor mínimo M 2 es generalmente cero o 
-Mi. Como regla, los controladores de dos posiciones son dispositivos 
eléctricos y en éstos se usa ampliamente una válvula eléctrica operada por 
solenoide. Los controladores proporcionales neumáticos con muy alta ga¬ 
nancia actúan como controladores de dos posiciones y en ocasiones se les 
llama controladores de dos posiciones neumáticos. 

La figura 8-10(a) y (b) muestra el diagrama de bloques para este tipo de 
controlador. La escala a través de la cual la señal de error del actuador debe 
moverse antes que ocurra la conmutación se llama claro diferencial [véase la 
Pig. 8-10(b)]. Dicho claro causa que la salida del controlador m(t ) mantenga 
su valor presente hasta que la señal de error del actuador se haya movido li- 
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geramente más allá del valor cero. En algunos casos, el claro diferencial es 
el resultado de una fricción no intencional y de pérdida de movimiento; sin 
embargo, muy a menudo se proporciona intencionalmente con el objeto de 
evitar una operación muy frecuente del mecanismo de encendido-apagado. 



(a) 


Claro diferencial 



Fig. 8-10. (a) Diagrama de bloques de 
un controlador de dos posiciones; (b) dia¬ 
grama de bloques de un controlador 
con posiciones con claro diferencial. 


Miremos el sistema de control de nivel de liquido de la Fig. 8-11. Con 
un control de dos posiciones la válvula de entrada está abierta o cerrada y 
por lo tanto, la razón de cambio en el ñujo de entrada es una constante po¬ 
sitiva o cero. Como se muestra en la Fig. 8-12, la señal de salida se mueve 
continuamente entre los dos límites requeridos, causando por lo tanto que el 
actuador se mueva de una posición fija a la otra. Tal oscilación en la salida 
entre dos limites es una característica de la respuesta típica de un sistema bajo 
control de dos posiciones. 

De la Fig. 8-12, vemos que la amplitud de oscilación de la salida puede 
reducirse decrementando el claro diferencial. Sin embargo, este paso incre¬ 
menta el número de conmutaciones de encendido-apagado por unidad de 
tiempo y reduce la vida útil de la componente. La magnitud del claro dife¬ 
rencial debe determinarse a partir de factores tales como la exactitud re¬ 
querida y la vida de la componente. 

Acciones de control proporcional, integral y derivativa. Además de la 
acción de control de dos posiciones o de encendido-apagado, las acciones de 
control proporcional, integral, y derivativa son acciones de control básicas 
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Fig. 8*11* Sistema de control de nivel 
de liquido. 



H{t) 1 




Claro diferencial 



t 

i 


Flg. 8-12. Curva altura con¬ 
tra tiempo del sistema mos¬ 
trado en la Fig. 8-11. O / 

que se encuentran en los controladores automáticos industriales. Para cada 
acción de control la relación entre la salida del controlador Aí(s) y la señal 
de error del actuador E(s ) se establece por una función de transferencia de 
forma específica. En lo que sigue, ilustramos funciones de transferencia 
M(s)/E(s) de acción de control proporcional, acción de control propor¬ 
cional integral, acción de control proporcional derivativa y acción de 
control proporcional integral derivativa. 

En relación con el controlador mostrado en la Fig. 8-13, para la acción 
de control proporcional, M(s) y E(s) están relacionadas por 

M(s) — <7 (*\ _ v 
E(s) Ás) ~ Kp 

donde K p se llama ganancia proporcional. 



Fig. 8*13. Diagrama de bloques de un 
controlador. 


Para la acción de control integral, la relación entre M(s ) y E(s) es 


M(í) 

E(s) 




s 


donde K t es una constante. 
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Para la acción de control proporcional integral, M{s ) y £(5) están rela¬ 
cionadas por 

£CrJ = G£s ) = + Y t j) 

donde K p es la ganancia proporcional y 7] es una constante llamada tiempo 
integral. 

Para la acción de control proporcional derivativa, M(s ) y E(s ) están re¬ 
lacionadas por 

= G e ( S ) = K¿1 + T jS ) 

donde K p es la ganancia proporcional y T d es una constante llamada tiempo 
derivativo. 

En forma similar, para la acción de control proporcional integral deri¬ 
vativa, M(s) y E{s) están relacionadas por 

fg = C*)-JC,(l + IV,+¿) 

Controladores neumáticos. Las décadas recientes han visto un gran 
desarrollo de los controladores neumáticos de baja presión para sistemas de 
control industriales, y en el presente se les usa ampliamente en los procesos 
industriales. Las razones de su amplia demanda incluyen su característica a 
prueba de explosión, su simplicidad y facilidad de mantenimiento. 

Amplificadores neumáticos de tobera y aleta. En la Fig. 8-14(a) apare¬ 
ce un diagrama esquemático de un amplificador neumático de tobera y ale¬ 
ta. En este sistema se alimenta aire a presión a través del orificio, y ese aire 
se alimenta de la tobera hacia la aleta. Generalmente, la presión de sumistro 
P s para tal controlador es 1.38 x 10 5 N/m 2 manométrica (1.4 kgy/cm 2 ma- 
nométri'ca o 20 psig). El diámetro del orificio es del orden de 0.25 mm (o 
0.01 in) y el de la tobera es del orden de 0.4 mm (0.016 in). Para asegurar el 
funcionamiento apropiado del amplificador, el diámetro de la tobera debe 
ser mayor que el diámetro del orificio. 

Al operar este sistema, la aleta se posiciona contra la abertura de la to¬ 
bera. La presión de respaldo de la tobera P b se controla mediante la distan¬ 
cia entre tobera y aleta. A medida que la aleta se aproxima a la tobera, la 
oposición al flujo de aire a través de la tobera se incrementa con el resultado 
de que la presión de respaldo de la tobera P b se incrementa. Si la tobera 
queda completamente cerrada por la aleta, la presión de respaldo de la to¬ 
bera P b se hace igual a la presión de suministro P s . Si la aleta se separa de la 
tobera, de modo que se amplíe la distancia entre tobera y aleta (en el orden de 
0.25 mm o 0.01 in), entonces casi no hay restricción al flujo y la presión 
de respaldo de la tobera P b adopta un valor mínimo que depende del dispo- 
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Entrada 


Suministro de aire* 



(o) 



\ 

Fig. 8-14. (a) Diagrama esquemático de un amplificador neumáti¬ 
co de tobera y aleta; (b) curva de presión de respaldo de la tobera 
contra distancia tobera-aleta. 

sitivo tobera-aleta. (La presión más baja posible es la presión ambiente P a .) 
En la Fig. 8-14(b) se muestra una curva típica de la relación entre la presión 
de respaldo de la tobera P b y la distancia tobera-aleta X. La parte empinada 
y casi lineal de la curva se utiliza en la operación real del amplificador de to¬ 
bera y aleta. 

El amplificador de tobera y aleta convierte el desplazamiento en una se¬ 
ñal de presión. Puesto que los sistemas de control industriales requieren una 
gran potencia de salida para operar grandes válvulas actuadoras neumáti¬ 
cas, la amplificación de potencia del amplificador de tobera y aleta es usual- 
niente insuficiente. En consecuencia, un relevador neumático a menudo sir¬ 
ve como amplificador de potencia en combinación con un amplificador de 
tobera y aleta. 
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Relevadores neumáticos. En la práctica, en un controlador neumático, 
un amplificador de tobera y aleta actúa como amplificador de primera eta¬ 
pa y un relevador neumático como amplificador de segunda etapa. El rele¬ 
vador neumático es capaz de manejar una gran cantidad de flujo de aire. 

En la Fig. 8-15(a) se muestra un diagrama esquemático de un relevador 
neumático. A medida que la presión de respaldo de la tobera P b se incre¬ 
menta, la válvula de esfera es forzada hacia su asiento inferior, haciendo 
decrecer, por lo tanto, la presión de control P c . Tal relevador se llama releva¬ 
dor de acción reversa . Cuando la válvula de la esfera se encuentra en lo más 
alto de su asiento, la abertura a la atmósfera se cierra y la presión de control 
P c se hace igual a la presión de suministro P s . Cuando la válvula de la esfera 
está en el fondo de su asiento, interrumpe el suministro de aire y la presión 
de control P c cae hasta la presión ambiente. La presión de control P c puede 
asi variar desde la presión manométrica cero hasta la presión de suministro 
total (de 0 N/m 2 manométrica hasta 1.38 x 10 5 N/m 2 manométrica, o de 0 
psig a 20 psig). El movimiento total de la válvula de esfera entre sus asientos 


Presión de respaldo 


A la atmósfera 


-► A la válvula neumálica 


Suminislro de aire P s 
(a) 


de la tobera P b 



t 


Presión de respaldo 
de la tobera P b 


Suministro de aire P, 


(b) 



A la atmósfera 
A lo válvula neumática 


Fig. 8-15. (a) Diagrama esquemático de un relevador neumático 
del tipo de descarga a la atmósfera; (b) diagrama esquemático de 
un relevador neumático del tipo sin descarga a la atmósfera. 
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superior e inferior es pequeño (del orden de 0.25 mm o 0.01 in). En todas las 
posiciones de la válvula de esfera, excepto en su asiento superior, el aire 
continúa fluyendo hacia la atmósfera, aun cuando se alcance una posición 
de equilibrio entre la presión de respaldo de la tobera y la presión de 
control. Así el relevador mostrado en la Fig. 8-15(a) se conoce como releva¬ 
dor del tipo de descarga a la atmósfera. 

Hay otro tipo de relevador, el tipo sin descarga a la atmósfera. Aquí, el 
flujo de aire para cuando se alcanza una condición de equilibrio y, por lo 
tanto, no hay pérdida de aire a presión en la operación en estado estable. En 
la Fig. 8-15(b) se muestra un diagrama esquemático de un relevador del tipo 
sin descarga a la atmósfera. 

Controladores proporcionales neumáticos. En el diagrama esquemáti¬ 
co de un controlador proporcional neumático mostrado en la Fig. 8-16, el 
amplificador de tobera y aleta constituye el amplificador de primera etapa, 
y la presión de respaldo de la tobera se controla mediante la distancia tobe¬ 
ra-aleta. El amplificador del tipo de relevador constituye el amplificador de 
segunda etapa. La presión de respaldo de la tobera determina la posición de la 
válvula de esfera en el amplificador de segunda etapa. 


Señal de error del actuador 



Fig. 8-16. Controlador proporcional neumático. 

Este controlador opera como sigue. La señal de entrada al amplificador 
neumático de dos etapas es la señal de error del actuador. Al incrementarse la se¬ 
ñal de error del actuador se mueve la aleta hacia la derecha. Este paso decremen- 
tará, a su tumo la presión de respaldo de la tobera y el fuelle B se contraerá, lo 
que resultará en un movimiento hacia arriba de la válvula de esfera. En con- 
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secuencia, hay más aire fluyendo hacia la válvula neumática y la presión de 
control se incrementa. Este incremento hará que el fuelle F se expanda y 
mueva la aleta hacia la izquierda, cerrando asi la tobera. Por esta realimen¬ 
tación el desplazamiento tobera-aleta es muy pequeño, pero el cambio en la 
presión de control puede ser grande. Si el cambio en el error del actuador 
decrece, la presión de respaldo de la tobera se incrementa y la válvula de es¬ 
fera se mueve hacia abajo, resultando, por lo tanto, en un decremento del 
flujo de control y un incremento en la descarga a la atmósfera. Esta situa¬ 
ción puede causar que la presión de control disminuya. 

Debe notarse que la operación apropiada del controlador requiere que 
el fuelle de realimentación mueva la aleta menos que el movimiento causado 
por la señal de error solitaria. (Si estos dos movimientos fueran iguales, no 
resultaría acción de control alguna.) 

Las ecuaciones de este controlador se pueden obtener como sigue. 
Cuando el error del actuador es cero, e - 0, existe un estado de equilibrio 
con la distancia tobera-aleta igual a X, el desplazamiento del fuelle F igual a 
Y y el desplazamiento del fuelle B igual a Z, la presión de respaldo de la tobe¬ 
ra igual a P b , y la presión de control igual a P c . Cuando existe un error del 
actuador, la distancia tobera-aleta, el desplazamiento de los fuelles Fy B, la 
presión de respaldo de la tobera, y la presión de control se desvian de sus 
respectivos valores de equilibrio. Sean estas desviaciones jc, y % z,p b yp c , res¬ 
pectivamente. (La dirección positiva de cada variable de desplazamiento está 
indicada por una punta de flecha en el diagrama.) 

Suponiendo que la relación entre la variación de la presión de respaldo 
de la tobera y la variación de la distancia tobera-aleta sea lineal, tenemos 

Ph = - K x x (8-10) 

donde K x es una constante. Pero el fuelle B, 

Pb — (8-11) 


donde K 2 es una constante. La posición de la válvula de esfera, la cual de¬ 
pende del desplazamiento del fuelle B, determina la presión de control. Si la 
válvula de esfera es tal que la relación entre p e y z es lineal, entonces 

Pc = -* 3 Z (8-12) 

donde es una constante. De las Ecs. (8-10), (8-11) y (8-12), obtenemos 

P. = -y?" = Kx (8 ' ,3) 


donde K - K X K 3 /K 2 es una constante. Para el movimiento de la aleta, tenemos 

x = -±-e - -2-i-y (8-14) 

a + b a + b' 

El fuelle F actúa como un resorte y la siguiente ecuación se mantiene. 

Ap c = Ky ( 8 “ 15 ) 



Sec.8-3 


Controladores Automáticos Industriales 517 


Aquí A es el área efectiva del fuelle F, y k s es la constante equivalente del re¬ 
sorte; es decir, el estiramiento debido a la acción del lado corrugado del 
fuelle. 

Suponiendo que todas las variaciones de las variables estén dentro de 
una escala lineal, podemos obtener un diagrama de bloques de este sistema 
de las Ecs. (8-13), (8-14) y (8-15) como se muestra en la Fig. 8-17(a). De la 
Fig. 8-17(a) puede verse que el controlador neumático mostrado en la Fig. 
8-16 es en sí mismo un sistema realimentado. La función de transferencia 
entre p c ye está dada por 


PÁs) 

E(s) 


a + b 


K 


1 H K 


a 


b k, 



En la Fig. 8-17(b) se da un diagrama de bloques simplificado. Puesto que p t 
y e son proporcionales, el controlador neumático de la Fig. 8-16 es un 
controlador proporcional. En los controladores proporcionales comer¬ 
ciales, se provee de mecanismos de ajuste para variar la ganancia K p . 



(a) 


Fig. 8-17. (a) Diagrama de E(s) 

bloques dd controlador pro- 
pordonal neumático mostra¬ 
do en la Fig. 8-16; (b) diagra¬ 
ma de bloques simplificado. (b) 

Como se notó anteriormente, la señal de error del actuador movía a la 
aleta en una dirección y el fuelle de realimentación lo movía en la dirección 
opuesta, pero en menor grado. Así es que el efecto del fuelle de realimenta¬ 
ción es reducir la sensibilidad del controlador. El principio de la realimen¬ 
tación se usa comúnmente para obtener controladores de banda proporcional 
amplia. 

Los controladores neumáticos que no tienen mecanismos de realimen¬ 
tación (lo cual significa que uno de los extremos de la aleta está fijo) tienen 
alta sensibilidad y se llaman controladores de dos posiciones neumáticos o 
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®/(s) 




© 0 <S) 







H(s) 






Fig. 8-18. (a) Diagrama de bloques - 
de un sistema de malla cerrada. 


controladores de encendido-apagado neumáticos. En estos controladores, 
sólo se requiere un pequeño movimiento entre la tobera y la aleta para dar 
un cambio completo de la presión de control máxima a la mínima. 

Obtención de las acciones de control derivativa e integral. El principio 
básico para operar una acción de control deseada consiste en insertar el in¬ 
verso de la función de transferencia deseada en la trayectoria de la realimen¬ 
tación. En el sistema mostrado en la Fig. 8-18, la función de transferencia 
de malla cerrada es 

®o(s) G(s) 

0,(í) ~ 1 + G(s)H(s) 

Si \G(s)H(s) | > 1, entonces la función de transferencia de la malla cerrada 
puede modificarse a 

®o(s) 1 

©,(*) H(s ) 

Asi que si se desea una acción de control proporcional derivativa, inserta¬ 
mos un elemento que tenga la función de transferencia l/(7s + 1) en la tra¬ 
yectoria de la realimentación; y si se quiere una acción de control proporcio¬ 
nal integral, insertamos un elemento que tenga la función de transferencia 
Ts/{Ts + 1) en la trayectoria de realimentación. 

Controladores proporcionales derivativos neumáticos. En el sistema 
de fuelle neumático mostrado en la Fig. 8-19 la resistencia de la restricción 
(válvula) se denota mediante R y la capacitancia del fuelle mediante C. En 
relación con la Sec. 5-5, la ecuación de este sistema puede darse mediante la 
Ec. (5-40), reescrita así: 

Rc4j* + p. = Pl 

La función de transferencia de este sistema de fuelle es, por lo tanto, 

W _ 1 

P¡(s) RCs +~ 1 

Luego, si el sistema de fuelle mostrado en la Fig. 8-19 se inserta en la trayec¬ 
toria de realimentación del controlador proporcional neumático, el contro¬ 
lador se convertirá en uno proporcional derivativo. 
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R 

=^=tx3 

P + P¡ 


/j 



Fig. 8-19. Sistema de fucile neumá¬ 
tico. 


Considérese el controlador neumático mostrado en la Fig. 8-20(a). Su¬ 
poniendo cambios pequeños en el error del actuador, la distancia tobera- 
aleta, y la presión de control una vez más, se puede trazar un diagrama de 
bloques de este controlador como en la Fig. 8-20(b). En el diagrama de blo- 



E{s) 


P c is) 




1 

0 

Y(s) 

ral 


a + b 


| 


Pi(s) 

1 

, 1 


RCs +1 




(b) 

Fig. 8-20. (a) Diagrama de controlador proporcional derivativo; (b) dia¬ 
grama de bloques. 
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ques K es una constante, A es el área del fuelle y k s es la constante del resorte 
equivalente del fuelle. La función de transferencia entre p c ye puede en¬ 
contrarse del diagrama de bloques como sigue: 

b y 

PÁs) _ 

E(s) . , Ka A_ 1 

a -I- b k, RCs -b 1 

Nótese que en un controlador como ese la ganancia de malla cerrada \KaA /\(a + 
b)k s (RCs + 1)]| se hace usualmente mucho mayor que la unidad. La fun¬ 
ción de transferencia P t ( s)/E(s ) puede, por lo tanto, simplificarse a 

£07 = ^A (RCS + 0 = K ’ (TiS + !) 

donde 

*, = & T t = RC 

Así que la alimentación negativa retrasada, o la función de transferencia 
1 /(RCs + 1), en la trayectoria de realimentación modifica al controladoi 
proporcional para hacerlo controlador proporcional derivativo. 

Nótese que si la válvula de realimentación está totalmente abierta, en¬ 
tonces la resistencia R es despreciable, R == 0, la acción de control se hace 
proporcional. Si la válvula de realimentación está totalmente cerrada, de 
modo que R = oo, la acción de control se hace de dos posiciones o de encen¬ 
dido-apagado. 

Controladores proporcionales integrales neumáticos. En relación con 
el controlador neumático mostrado en la Fig. 8-21 (a), el fuelle denotado 
mediante I está conectado a la fuente de presión de control sin restricción 
alguna. El fuelle denotado mediante II está conectado a la presión de 
control a través de una restricción (válvula). 

Bajo la suposición de variaciones pequeñas en las variables, en la Fig. 
8-2l(b) aparece un diagrama de bloques de este controlador. Se da una simpli¬ 
ficación de este diagrama en la Fig. 8-21 (c). La función de transferencia de 
este controlador es 


P c (s) _ a + b _ 

£(í) . Ka Ai. 1 \ 

a i- bk'\ RCs -t- 1/ 

donde K es una constante, A el área de los fuelles y k t la constante del resorte 
equivalente de los fuelles. Si \KaARCs/[{a + b)k,{RCS + 1)11 > 1, como 
es usualmente el caso, la función de transferencia puede simplificarse a 

P c {s) bk t (RCs- r- 1) J_\ 

£(j) “ a A RCs ~~ p \ T iS ) 




Rg. 8-21. (a) Controlador neumático proporcional integral: (b) 
diagrama de bloques; (c) diagrama de bloques simplificado. 
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donde 

K - = Ja’ t ' = RC 

Así, el controlador mostrado en la Fig. 8-21 (a) es un controlador propor¬ 
cional integral. 

Controladores proporcionales integrales derivativos neumáticos. Una 
combinación de los controladores neumáticos de las Figs. 8-20(a) y 8-21 (a) 
da un controlador proporcional integral derivativo. La figura 8-22(a) es un 
diagrama esquemático de este tipo. Aquí las resistencias R¿ y R d se escogen de 
tal modo que R, > R d . La Figura 8-22(b) muestra un diagrama de bloques del 
controlador bajo la suposición de pequeñas variaciones en las variables. 



(t>) 

Flg. 8-22. (a) Controlador neumático proporcional integral derivati¬ 
vo; (b) diagrama de bloques. 
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La función de transferencia de este controlador es 

b K 

m _ __ ( 8 - 16 ) 

E(s ) , Ka A ( R t C-R d C)s K } 

a + bk, ( R d Cs t- 1 X*,Cí - 1) 

Nótese que generalmente |tfc/l(/?,C- /? rf C)s/[(tf + b)k s (R d Cs + 1 )(R,Cs + 
1)]| > 1. Por definición, 

T t = R t C , = /? rf C 


y observando que T¡ > la Ec. (8-16) se simplifica a 

P c (s)^bk t (T d s + 1)(7> + 1) 
.£(j) ' (r, - 7> 

Mr, T d T t s 2 — + 1 


donde 



(8-17) 


La ecuación (8-17) indica que el controlador mostrado en la Fig. 8-22(a) es 
un controlador proporcional integral derivativo. 


Controladores hidráulicos. Como los controladores neumáticos, los con¬ 
troladores hidráulicos también se usan ampliamente en la industria. Los sis¬ 
temas hidráulicos de alta presión permiten obtener fuerzas muy grandes. Más 
aún, estos sistemas permiten un posicionamiento rápido y exacto de las car¬ 
gas. Y frecuentemente se encuentra una combinación de sistemas electróni¬ 
cos e hidráulicos por las ventajas que resultan de mezclar el control electró¬ 
nico con la potencia hidráulica. 

Controladores integrales hidráulicos. El servomotor hidráulico mos¬ 
trado en la Fig. 8-23 es esencialmente un amplificador de potencia hidráuli¬ 
ca y actuador controlado por válvula piloto. La válvula piloto es una válvu¬ 
la balanceada en el sentido de que las fuerzas de presión que actúan sobre 
ella están todas balanceadas. Una salida de gran potencia puede controlarse 
mediante una válvula piloto, la cual puede posicionarse con muy poca po¬ 
tencia. 

En el presente análisis, suponemos que el fluido hidráulico es incom¬ 
presible y que el momento de inercia del pistón de potencia y la carga es des¬ 
preciable comparado con la fuerza hidráulica en el pistón de potencia. Tam¬ 
bién suponemos que la válvula no tiene traslape y que la razón de cambio de 
flujo de aceite es proporcional al desplazamiento de la válvula piloto. 
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Aceite 
baio 
i presión 


1 I t 


Fig. 8-23. Servomotor 
lico. 



La operación de este servomotor hidráulico es como sigue. Si la entra¬ 
da x mueve la válvula piloto a la derecha, se descubre el puerto I y, por lo 
tanto, entra aceite a alta presión al lado derecho del pistón de potencia. 
Puesto que el puerto II está conectado al puerto de descarga, el aceite en el 
lado izquierdo del pistón de potencia es regresado por la descarga. El aceite 
que fluye al cilindro de potencia está a alta presión; el aceite que fluye del ci¬ 
lindro de potencia al drenaje está a baja presión. La diferencia de presión 
resultante entre ambos lados del pistón de potencia causará que éste se 
mueva hacia la izquierda. 

Nótese que la razón de cambio de flujo de aceite q (kg/s) multiplicado 
por dt ($) es igual al desplazamiento del pistón de potencia dy (m) multipli¬ 
cado por el área del pistón A (m 2 ) y multiplicado por la densidad del aceite p 
(kg/m 3 ). Por lo tanto, 

Apdy = qdt (8-18) 


Por la suposición de que la razón de cambio de flujo de aceite q es propor¬ 
cional al desplazamiento de la válvula piloto x , tenemos 

q=K x x (8-19) 

donde K x es una constante de proporcionalidad. De las Ecs. (8-18) y (8-19) 
obtenemos 

A » d i = *■* 


La transformada de Laplace de esta última ecuación, suponiendo cero las 
condiciones iniciales, da 


o bien 


ApsY{s)= K x X{s) 


Y(s ) K t K 

X(s ) Aps s 

donde K = K x ¡{Ap). Asi, el servomotor hidráulico mostrado en la Fig. 8-23 
actúa como un controlador integral. 
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Controladores proporcionales hidráulicos. El servomotor hidráulico 
de la Fig. 8-23 puede modificarse para hacerlo un controlador proporcional 
por medio de un eslabón de realimentación. Considérese el controlador 
hidráulico mostrado en la Fig. 8-24(a). El lado izquierdo de la válvula piloto 
está unido al lado izquierdo del pistón de potencia mediante un eslabón 
ABC. Este es un eslabón flotante más que uno móvil alrededor de un pivote 
fijo. 

El controlador opera aquí de la siguiente forma. Si la entrada x mueve 
la válvula piloto hacia la derecha, se descubrirá el puerto I y el aceite a alta 
presión fluirá a través del puerto I al lado derecho del pistón de potencia y 
forzará a dicho pistón hacia la izquierda. El pistón de potencia, al moverse 
hacia la izquierda, arrastrará al eslabón de realimentación ABC con él, mo¬ 
viendo, por lo tanto, la válvula piloto hacia la izquierda. Esta acción conti- 


Aceíte 

bajo 



(a) 


Fig. 8-24. (a) Controlador 
proporcional hidrálico; (b) 
diagrama de bloques. 



núa hasta que la válvula piloto cubre otra vez los puertos 1 y II. Puede tra¬ 
zarse un diagrama de bloques del sistema como en la Fig. 8-24(b). La fun¬ 
ción de transferencia entre y y x está dada por 


b K 

Y(s ) a + b s bK 

X(s) . K a ~ s(a + b) - Ka 
s a + b 


( 8 - 20 ) 
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Observando que en las condiciones de operación normales tenemos | Ka/[s{a + 
¿>)1 1 1 , entonces la Ec. (8-20) puede simplificarse a 

Y(s) __ b _ K 

X(s)~ a ' 

La función de transferencia entren y x se hace una constante. Asi, el contro¬ 
lador hidráulico mostrado en la Fig. 8-24(a) actúa como un controlador 
proporcional, cuya ganancia es K p . Esta ganancia puede ajustarse efectiva¬ 
mente mediante el cambio de la relación de la palanca b/a. (El mecanismo 
de ajuste no se muestra en el diagrama.) 

Controladores proporcionales electrónicos. Un controlador propor¬ 
cional electrónico es un amplificador que recibe una señal de voltaje pe¬ 
queña y produce una salida de voltaje a un nivel de potencia más alto. En la 
Fig. 8-25 se muestra un diagrama esquemático de tal controlador. Para este 
controlador. 

e ° = K { e ‘ ~ e ‘^) 
donde R 2 > 0 y KR Z /R X 1. En consecuencia, 

■£<>(■?) _ R i_ p 

EM ~ R 2 A ' 

donde K p es la ganancia del amplificador o controlador proporcional. La 
ganancia K p puede ajustarse cambiando la relación de las resistencias (el va¬ 
lor de R x /R 2 ) en el circuito realimentado. 



Fig. 8-25. Controlador pro¬ 
porcional electrónico. 


Obtención de acciones de control derivativas e integrales en controla¬ 
dores electrónicos. En la siguiente exposición se describe el principio invo¬ 
lucrado al obtener acciones de control derivativas e integrales en controla¬ 
dores electrónicos. Esencialmente, insertaremos un circuito apropiado en la 
trayectoria de realimentación con el objeto de proporcionar la acción de 
control proporcional derivativo, la acción de control proporcional integral, 
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o la acción de control proporcional integral derivativa. Para el controlador 
mostrado en la Fig. 8-26, 


E¿s) = _J__ 
E 0 (s ) R d C d s 4- 1 

[£,(*) - E¿s)]K = E 0 (s) 


Así que para | AV(/? (/ C¿$ + 1) | > 1, como es usualmente el caso, 


E 0 (s) _ K(R d C d s ± 1) 
E,(s) R¿C d s 1 -F AT 


— R d C d s +1 — T,¡s + 1 


donde T d = R d C d . Así, el controlador mostrado en la Fig. 8-26 es un contro¬ 
lador proporcional derivativo. 



£o(s) 

E,(s) 


1 + T d s 


Fig. 8-26. Controlador electrónico proporcional derivativo. 

En forma similar, para el controlador mostrado en la Fig. 8-27, 

Efjs) _ R ( C ( s 
E 0 (s) ~ R ( C ( s + 1 

[EM ~ E f {s)]K = E 0 (s ) 


Y de ese modo para \KR i C ¡ s/(R l C i s + 1) | > 1, como es usual, 

E 0 (s) _ K(R,C,s -j- 1) R,C,s 4- 1 _ i , 1 

E¡(s ) KR¡C¡5 4- R¡C t s 4- 1 * R t C¡s T,s 


donde 7] = R,C t . En consecuencia, el controlador mostrado en la Fig. 8-27 
es un controlador proporcional integral. 



E 0 (s) 

TJFi 



fig. 8-27. Controlador electrónico proporcional integral. 
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8-4 ANÁLISIS DE LA RESPUESTA TRANSITORIA 

En esta sección estamos interesados en el análisis de la respuesta transi¬ 
toria de los sistemas de control y en los efectos de las acciones de control in¬ 
tegral y derivativa sobre el comportamiento de la respuesta transitoria. Co¬ 
menzamos con un análisis del control proporcional de un sistema de primer 
orden, seguido de una descripción de los efectos de las acciones de control 
integral y derivativo sobre el comportamiento transitorio. Luego presenta¬ 
mos el control proporcional de un sistema con una carga de inercia e ilustra¬ 
mos el hecho de que agregando control derivativo se mejora notablemente 
el comportamiento transitorio. 

Control proporcional de un sistema de primer orden. Supóngase que el 
controlador en el sistema de control de nivel de liquido de la Fig. 8-28 es pro¬ 
porcional. Supóngase también que la entrada dejeferencia al sistema es X. 
En t = 0 se cambia la entrada de referencia de X a X + x. Supóngase que 
todas las variables mostradas en el diagrama (x, q¡, h y q 0 ) se miden desde 
sus respectivos valores en estado estable X,Q,H y Q. Supongamos también 
que las magnitudes de las variables x f q¡, h y q 0 son suficientemente peque¬ 
ñas, los cual significa que el sistema puede representarse aproximadamente 
mediante un modelo matemático lineal. 



Fig. 8-28. Sistema de control 
de nivel de líquido. 


En relación con la Sec. 4-5, la ecuación del sistema de nivel de líquido 
puede obtenerse como 

R C d J± + h = Rq¡ (8-21) 

[Consúltese la Ec. (4-17).] De modo que la función de transferencia entre 
H(s) y Q,($) se encuentra a partir de la Ec. (8-21) como 

H(s) R 
QA.s) RCs + 1 

Supongamos aquí que la ganancia K v de la válvula de control es cons¬ 
tante en la proximidad de la condición de operación en estado estable. En¬ 
tonces, puesto que el controlador es proporcional, el cambio en la razón de 
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flujo de entrada q¡ es proporcional al error del actuador e, o sea 

< 7 , = K p K v e (8-22) 

donde K p es la ganancia del controlador proporcional. En términos de canti¬ 
dades de la transformada de Laplace, la Ec. (8-22) se hace 

<2,(v) = K p K v E(s) 

En la Fig. 8-29(a) aparece un diagrama de bloques de este sistema. Para 
simplificar nuestro análisis, supongamos que x y h son señales de la misma 
clase con las mismas unidades y, por lo tanto, pueden compararse directa¬ 
mente. (De otro modo deberíamos insertar una función de transferencia de 
realimentación K b en la trayectoria de la realimentación.) Se da un diagrama 
de bloques simplificado en la Fig. 8-29(b), donde K - K P K V . 

En el siguiente material investigaremos la respuesta h{t ) a un cambio en 
la entrada de referencia. Supondremos un cambio escalón unitario en *(0- 
La función de transferencia de malla cerrada entre H(s) y X(s) está dada por 

H(s) __ KR (R 

X(s ) “ RCs + 1 -i- KR v ’ 




Fig. 8-29. (a) Diagrama de bloques del sistema de control de nivel 
de liquido mostrado en la Fig. 8-28; (b) diagrama de bloques 
simplificado. 

Puesto que la transformada de Laplace de la función escalón unitario es 
1/s, sustituyendo X(s) - l/s en la Ec. (8-23) da 




KR 1 

RCs -f - 1 -f - KR s 


Entonces, la expansión de H(s) en fracciones parciales resulta en 

KR \ KR 1 


H(s) = 


1 -\- KR s 1 + KR s -f [(1 -I- KR)¡RC] 


(8-24) 
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A continuación, ai tomar la transformada inversa de Lapiace de ambos la¬ 
dos de la Ec. (8-24), obtenemos la solución en el tiempo h(t). 

K0 = - e ~ t/T ') para t > 0 (8-25) 

donde 


^ RC 
1 ~ 1 ^ KR 

Nótese que la constante de tiempo T x del sistema de malla cerrada es dife¬ 
rente de la constante de tiempo RC del sistema de nivel sólo de liquido. 

La curva de la respuesta h(t) está graficada en la Fig. 8-30. De la Ec. 
(8-25) vemos que cuando t tiende al infinito, el valor de h(t) tiende a KR/ 
(1 + KR) o 


h(oo) = 


KR 

1 + KR 


Puesto que x(oo) = i, hay un error en estado estable de magnitud 1/(1 + 
KR). Tal error se llama descompensación. El valor de la descompensación 
se hace menor a medida que la ganancia K se hace mayor. 



Fig. 8-30. Curva de respuesta escalón 
unitario del sistema mostrado en la 
Fig. 8-29(b). 


Eliminación de la descompensación mediante el uso del control in¬ 
tegral. En el control proporcional de una planta cuya función de transfe¬ 
rencia no posea un integrador 1/s (de modo que la función de transferencia 
prealimentada no incluya integrador o integradores), hay un error en estado 
estable o descompensación en la respuesta escalón unitario. Esa descompen¬ 
sación puede eliminarse si se incluye en el controlador una acción de control 
integral. 

Bajo la acción de control integral la señal de control (la señal de salida 
del controlador) en cualquier instante es el área bajo la curva de la señal de 
error del actuador hasta ese instante. La señal de control m(í) puede tener 
un valor diferente de cero cuando la señal de error del actuador e(t) es cero, 
como lo muestra la Fig. 8-3 l(a). Esta situación es imposible en el caso del 
controlador proporcional, puesto que una señal de control diferente de cero 
requiere una señal de error del actuador diferente de cero. (Una señal de 
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error del actuador diferente de cero en estado estable significa que hay una 
descompensación.) La figura 8-31 (b) muestra la curva e(t ) contra / y la cur¬ 
va correspondiente m{t) contra t cuando el controlador es del tipo propor¬ 
cional. 

Nótese que la acción de control integral mejora la exactitud del estado 
estable mediante la eliminación de la descompensación o del error en esta¬ 
do estable. Incluso puede llevar a una respuesta oscilatoria de amplitud lenta¬ 
mente decreciente, o aun de amplitud creciente, siendo cualesquiera de las 
dos indeseables. 





Flg. 8-31. (a) Curva de error y curva de señal de control del sistema 
que usa un controlador integral; (b) curva de error y curva de señal de 
control del sistema que usa un controlador proporcional. 


Control integral de un sistema de nivel de liquido. La figura 8-32(a) 
muestra un sistema de control de nivel de líquido. Supongamos aquí que el 
controlador es integral. Supongamos también que las variables x, q ¡, h y q 0 , 
las cuales se miden desde sus respectivos valores en estado estable X,Q,H y 
Q, son cantidades pequeñas; por lo tanto, el sistema puede considerarse li¬ 
neal. En estas suposiciones, el diagrama de bloques del sistema puede obte¬ 
nerse como se muestra en la Fig. 8-32(b). De este diagrama, la función de 
transferencia de malla cerrada entre H(s ) y X(s) es 

H(s) _ KR 

X(s) RCs 2 -4- 5 + KR 


E(s ) X(s) - H(s) RCs 2 + .y 

X(s) X(s) " RCs 2 + j + KR 


Se sigue que 
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Puesto que el sistema es estable, el error en estado estable de la respuesta 
escalón unitario se encuentra aplicando el teorema del valor final. 


e„ = límí£(j) 

- lím s(RCs 2 ± s ) 1 
“ Vio RCs 2 + s + KR s 

= 0 



(o) 



(b) 

Fig. 8-32. (a) Sistema de control de nivel de líquido; (b) diagrama de 
bloques. 

Un control integral del sistema de nivel de líquido elimina así el error en es¬ 
tado estable de la respuesta escalón, mejorando, por lo tanto, la exactitud en 
el estado estable. Ésta es una mejoría importante sobre el control propor¬ 
cional, el cual produce descompensación. 

Debe notarse que la acción de control proporcional integral propor¬ 
ciona justamente una exactitud en el estado estable tan buena como la ac¬ 
ción de control integral sola. De hecho, el uso del control proporcional in¬ 
tegral permitirá que la respuesta transitoria disminuya más aprisa. 

Acción de control derivativa. La acción de control derivativa, cuando 
se agrega a un controlador proporcional, proporciona un medio para obte- 
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ner un controlador con mayor sensibilidad. Una ventaja de usar la acción 
derivativa es que responde a la razón de cambio del error del actuador y 
puede producir una corrección importante antes que la magnitud del error 
del actuador se haga demasiado grande. Asi el control derivativo se anticipa 
al error del actuador, inicia una acción correctiva pronta y tiende a incre¬ 
mentar la estabilidad del sistema. 

Aunque el control derivativo no afecta el error en estado estable direc¬ 
tamente, agrega amortiguamiento al sistema, y, por lo tanto, permite el uso 
de un valor mayor en la ganancia del sistema, factor que lleva a mejorar la 
exactitud del estado estable. 

Nótese cómo a causa de que el control derivativo opera sobre la razón 
de cambio del error del actuador y no sobre el propio error del actuador, 
este nunca se usa solo. Se usa siempre en combinación con una acción de 
control proporcional o proporcional integral. 

Control proporcional de un sistema con carga inercial. Antes de consi¬ 
derar el efecto de la acción de control derivativo sobre el funcionamiento 
del sistema, expliquemos el control proporcional de una carga inercial. 

En el sistema de control de posición de la Fig. 8-33(a), la caja con la 
función de transferencia K p representa un controlador proporcional. Su sa¬ 
lida es una señal del par T, la cual se aplica a un elemento de inercia J. La 
salida del sistema es el desplazamiento angular B 0 del elemento inercial. Para 
el elemento inercial, tenemos 


JS 0 = T 


La transformada de Laplace de esta última ecuación, suponiendo cero las 
condiciones iniciales, se hace 

Js 2 O a (s) = T(s) 

Por lo tanto. 


® 0 (s) _ _L 
T(s ) “ Js 2 


El diagrama de la Fig. 8-33(a) puede redibujarse como en la Fig. 8-33(b). De 
este diagrama la función de transferencia de malla cerrada puede obtenerse 
como 

Q,(5) _ K, 

©,(í) “ Js 2 + K p 

Puesto que las raíces de la ecuación característica 

Js 2 + K p = 0 

son imaginarias, la respuesta a la entrada escalón unitario continúa oscilan¬ 
do indefinidamente como se muestra en la Fig. 8-33(c). 
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E(s) 

LS 

ris) 

i 

0 o (s) 


A P 


Js 2 










(b) 


Flg. 8-33. (a) Sistema de con¬ 
trol de posición; (b) diagrama 
de bloques; (c) curva de res¬ 
puesta escalón unitario. 

Los sistemas de control que presentan tales oscilaciones sostenidas no 
son aceptables. Veremos que la adición de control derivativo estabiliza el 
sistema. 

Control proporcional derivativo de un sistema con carga inercial. Mo¬ 
difiquemos el controlador proporcional para hacerlo un controlador pro¬ 
porcional derivativo cuya función de transferencia sea K p ( 1 + TjS). El par 
desarrollado por el controlador es proporcional a K p {e + r¿é), donde e es 
la señal de error del actuador. La acción de control derivativo es esencial¬ 
mente anticipadora; mide la velocidad del error instantáneo y predice con 
gran anticipación en el tiempo las desviaciones con el objeto de producir 
una acción compensadora apropiada antes que ocurra la desviación. 

En el sistema mostrado en la Fig. 8-34(a), la función de transferencia 
de malla cerrada está dada por 



(c) 


0,(5) KX1 + 7» 

0,(5) ~ Js 1 + K p T 4 s + K p 
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La ecuación característica 

Js 2 + K p 7> + K, = 0 

tiene ahora dos raices con parte real negativa, para valores positivos de J, K , 
y T d . Así, la acción de control derivativo introduce un efecto amortiguador. 
Una curva típica de la respuesta 6 0 (í) a la entrada escalón unitario se da en la 
Fíg. 8-34(b). Claramente, la curva de respuesta muestra una notable mejoría 
sobre la curva de respuesta original, mostrada en la Fig. 8-33(c). 



(a) 



Hg.8-34. (a) Diagrama de blo¬ 
ques de un sistema de control 
de posición que usa un contro¬ 
lador proporcional derivativo; 
(b) curva de respuesta escalón 
unitario. 


8-5 ESPECIFICACIONES DE LA RESPUESTA TRANSITORIA 

Una razón de que los sistemas con almacenamiento de energía no 
pueden responder instantáneamente, presentarán una respuesta transitoria 
al someterlos a entrada o perturbaciones. En consecuencia, las característi¬ 
cas de la respuesta transitoria constituyen uno de los factores más importan¬ 
tes en el diseño de sistemas. 

En muchos casos prácticos, las características de comportamiento de¬ 
seadas en un sistema de control pueden darse en términos de las especifica¬ 
ciones de la respuesta transitoria. Con frecuencia, tales características de 
comportamiento se especifican en términos de la respuesta transitoria a la 
entrada escalón unitario, puesto que éste es fácil de generar y es suficiente¬ 
mente eficaz. (Si la respuesta de un sistema lineal a una entrada de escalón 
se conoce, es posible calcular matemáticamente la respuesta a cualquier 
entrada.) 

La respuesta transitoria de un sistema a una entrada escalón unitario 
depende de las condiciones iniciales. Por conveniencia al comparar las res¬ 
puestas transitorias de diferentes sistemas, es una práctica común utilizar 
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una condición inicial estándar: El sistema está inicialmente en reposo con la 
salida y todas las derivadas respecto al tiempo en cero, naturalmente. Por 
tanto, las características de la respuesta pueden compararse fácilmente. 

Especificaciones de la respuesta transitoria. La respuesta transitoria de 
un sistema de control práctico a menudo muestra oscilaciones amortiguadas 
antes de alcanzar el estado estable. AI especificar las características de la 
respuesta transitoria de un sistema de control a una entrada escalón unita¬ 
rio, es conveniente designar lo siguiente. 


1. Tiempo deTetardo, t d 

2. Tiempo de subida, t r 

3. Tiempo pico, í p 

4. Sobrepaso máximo, M p 

5. Tiempo de asentamiento, t s 


Estas especificaciones se definen adelante y se muestran gráficamente en la 
Fig. 8-35. 



Fig. 8-35. Diagrama que muestra especificaciones de la respuesta transitoria. 

Tiempo de retardo. El tiempo de retardo t d es el tiempo necesario para 
que la respuesta llegue a la mitad del valor final la primera vez. 

Tiempo de subida. El tiempo de subida t r es el tiempo requerido para 
que la respuesta se eleve de 10 a 90%, o de 5 a 95%, o de 0 a 100% de su va¬ 
lor final. En sistemas subamortiguados de segundo orden, normalmente se 
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usa el tiempo de subida de 0 a 100%. En sistemas sobreamortiguados, es 
común el tiempo de subida de 10 a 90%. 

Tiempo pico. El tiempo del pico t p es el tiempo requerido para que la 
respuesta alcance el primer pico del sobrepaso. 

Sobrepaso máximo (porcentual). El sobrepaso máximo M p es el valor 
del pico máximo de la curva de respuesta 0 O (/) contra t medida desde la cota 
unitaria. Si el valor en estado estable final de la respuesta difiere de la uni¬ 
dad, entonces es una práctica común usar el porcentaje de sobrepaso. Este 
se define mediante 


Máximo sobrepaso porcentual 



x 100% 


La cantidad de sobrepaso máxima (porcentual) indica directamente la esta¬ 
bilidad relativa del sistema. 


Tiempo de asentamiento. El tiempo de asentamiento t s es el tiempo re¬ 
querido para que la curva de respuesta alcance el 2% del valor final y se 
mantenga en él. (Nótese que en algunos casos se usa el 5% en lugar del 2% 
como porcentaje del valor final.) El tiempo de asentamiento está relaciona¬ 
do con la mayor constante de tiempo del sistema. 

Comentarios. Nótese que si especificamos los valores t d > t n t p , t s y M p , la 
forma de la curva de respuesta queda virtualmente determinada. Este hecho 
puede verse claramente en la Fig. 8-36. 

Además, nótese que no todas estas especificaciones se aplican necesa¬ 
riamente a cualquier caso dado. Por ejemplo, en un sistema sobreamorti¬ 
guado, no se aplican los términos tiempo de pico y sobrepaso máximo. 



Fig. 8-36. Especificaciones de la curva de respuesta transitoria. 
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Sistema de control de posición. El sistema de control de posición (servo¬ 
mecanismo) mostrado en la Fig. 8-37(a) consta de un controlador proporcio¬ 
nal y elementos de carga (elementos inerciales y fricción viscosa). Supóngase 
que deseamos controlar la posición de salida 6 0 de acuerdo con la posición de 
entrada 9 t . 

La ecuación para los elementos de carga es 

Jé» + bé» = T 

donde T es el par producido por el controlador cuya constante de ganancia 
es K. Tomando la transformada de Laplace de ambos lados de esta última 
ecuación, suponiendo cero las condiciones iniciales, encontramos 


Js 2 B 0 (s) + bsB 0 (s) = T(s) 

Por lo tanto, la función de transferencia entre 0 o (s) y T\s) es 

® 0 (s) _ 1 

T(s) ~ s(Js + b) 


AI usar la función de transferencia, la Fig. 8-37(a) puede redibujarse como 
en la Fig. 8-37(b). La función de transferencia de malla cerrada se obtiene 
entonces como 


o bien 


donde 


0 O (s) K K¡J 

®¿s) ~~ Js z + bs + K~ s 2 + (b/J)s -1- (K¡J) 


col 


®o(s) = _ 

0,(í) s 2 + 2Cc o n s + Cú 2 


(8-26) 


^ “ Vt = ^ recuen “ a natura l no amortiguada 
b 


C = 


2 */Kj 


= relación de amortiguamiento 


En términos de f y el diagrama de bloques de la Fig. 8-37(b) puede redi¬ 
bujarse como en la Fig. 8-37(c). 

A continuación, consideremos la respuesta escalón unitario de este sistema 
cuando 0 < f < 1. Para una entrada escalón unitario, tenemos ©,($) = \/s. 
Entonces 


0 ( s \ -_L 

oK ) “ í 2 + 2Co)^ + o 2 5 

1 s -f 2Cco„ 

s s 2 + 2£(úls + (o 2 

= ± __ s + Cea, _ Cco„ 

s (s -f Cco„) 2 + coj (s + C(o m ) 2 + coi 


(8-27) 
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donde co d = ov/1 - f 2 . La transformada inversa de Laplace de la Ec. (8-27) da 


d 0 (t) = 1 — e~ Co ^ eos (ú d t - ■ = 1 e~ Ca>,f senov 

VI -c 

— 1 — e“ c Wcos co d t H— ? =JL=-sen g>¿A 
' Vi ” C 2 1 


(8-28) 



(a) 




(c) 

Fig. 8-37. (a) Sistema de control de posición; (b) diagrama de 
bloques; (diagrama de bloques del sistema de segundo orden en 
forma estándar. 

o bien 

0 o (t) = 1 — -- sen (coj + tan -1 (8-29) 

Se muestra en la Fig. 8-38 una familia de curvas 0 O (Q con diferentes valores 
de t» donde la abscisa es la variable sin dimensión oo„/. Las curvas son fun¬ 
ciones solamente de f. 
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Comentario sobre las especificaciones de la respuesta transitoria. Ex¬ 
cepto en ciertas instalaciones donde no se pueden tolerar oscilaciones, es 
preferible que la respuesta transitoria sea suficientemente rápida así como 
razonablemente amortiguada. Así, con el objeto de obtener la respuesta tran¬ 
sitoria deseable en un sistema de segundo orden, el factor de amorti¬ 
guamiento relativo $* debe escogerse entre 0.4 y 0.8. Los valores pequeños 



Fig. 8-38. Curvas de respuesta escalón unitario del sistema mostrado 
en la Fig. 8-37(c). 


de f ( f < 0.4) producen sobrepaso excesivo en la respuesta transitoria y un 
sistema con un valor grande de f (f > 0.8) responde lentamente. 

Más adelante veremos que el sobrepaso máximo y el tiempo de subida 
entran en conflicto entre sí. En otras palabras, el máximo sobrepaso y el 
tiempo de subida no pueden simultáneamente hacer menores. Si uno se hace 
menor, el otro necesariamente se hace mayor y viceversa. 

Sistemas de segundo orden y especificaciones de la respuesta transitoria. 
En las páginas siguientes obtendremos el tiempo de subida, el tiempo pico, 
el sobrepaso máximo y el tiempo de asentamiento del sistema de segundo 
orden dado por la Ec. (8-26). Estos valores se obtendrán en términos de f y 
u>„. El sistema se supone subamortiguado. 
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Tiempo de subida í r . En relación con la Ec. (8-28), encontramos el tiempo 
de subida t r tomando 9 0 (í r ) = 1 o 


9 0 {t t ) = 1 = l — e Cw, '^cos co d t f -f 




sen co d t r ^ (8-30) 


Puesto que * 0, podemos obtener de la Ec. (8-30) la siguiente 

ecuación 


COS G ) d t, -f 


c 


sen co d t r 


0 


o bien 


tan (ü d t r 


-C 2 

z 


Asi, el tiempo de subida t, es 

t T = — tan~ J 
co d 




n — /? 

«4 


(8-31) 


donde /3 está definida en la Fig. 8-39. Nótese que el valor de tan' 1 (- Vi — f 2 / 
f) cae entre y7r y ir. Si f = 0+, e ntonces tan -1 (“Vi - ¿* 2 /T) = y7r +; si f = 

1 -, entonces tan" 1 (- VI — f 2 /f) - ir—. Claramente con el objeto de obte¬ 
ner un valor pequeño de t n debemos tener una gran u> d . 



Fig. 8-39. Definición del ángulo 0. 


Tiempo pico í p . En relación con la Ec. (8-28), podemos obtener el tiempo 
pico diferenciando 6 0 (t) con respecto al tiempo t y haciendo esta derivada 
igual a cero o 


Se sigue que 
o bien 


O t Ú n — 

di - vnir 


sene o d t = 0 


sen c o d t — 0 
c o d t — 0, 71 , 2 71 , 3n ,... 


Puesto que el tiempo pico corresponde al primer pico de sobrepaso, tene¬ 
mos u) d t p = t. Entonces, 




n_ 

co d 


(8-32) 
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El tiempo pico t p corresponde a medio ciclo de la frecuencia de oscilación 
amortiguada. 


Sobrepaso máximo M p . El sobrepaso máximo ocurre en el tiempo pico o 
en t =* t p = r/w d . Así, de la Ec. (8-28) M p se obtiene como 

m p = e 0 {t p ) - i 

= — e -iOHÍ*fo*) A- _|_ 

= (8-33) 




sen 


*) 


El sobrepaso máximo porcentual es e~ - fl x 100%. 


Tiempo de asentamiento t s . En un sistema de segundo orden subamorti¬ 
guado, la respuesta transitoria a la entrada escalón unitario está dada por la 
Ec. (8-29). Nótese que la curva de respuesta 0 o (t) permanece siempre dentro 
de un par de cur vas envo lventes como se muestra en la Fig. 8-40. [Las cur¬ 
vas 1 ± {e~ t4éJ /yj\ — t 2 ) son las curvas envolventes de la respuesta transito¬ 
ria a una entrada escalón unitario.] La constante de tiempo de estas curvas 
envolventes es l/frí*. El tiempo de asentamiento t, es cuatro veces la cons¬ 
tante de tiempo, es decir, 



(8-34) 
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Nótese que el tiempo de asentamiento es inversamente proporcional a 
la frecuencia natural no amortiguada del sistema. Puesto que el valor de $- 1 
está determinado usualmente por el requisito del sobrepaso máximo permi¬ 
sible, el tiempo de asentamiento se determina principalmente por la frecuen¬ 
cia natural no amortiguada oo„. En otras palabras, la duración del periodo 
transitorio puede variarse sin cambiar el sobrepaso máximo, al ajustar la 
frecuencia natural no amortiguada u„. 

Del análisis precedente está claro que w d debe ser grande si vamos a te¬ 
ner una respuesta rápida. Con el objeto de limitar el sobrepaso máximo M p 
y disminuir el tiempo de asentamiento, el factor de amortiguamiento relati¬ 
vo f no debe ser muy pequeña. La relación entre el sobrepaso porcentual 
máximo M p °7o y el factor de amortiguamiento relativo f se muestra en la 
Fig. 8-41. Nótese que si el factor de amortiguamiento relativo está entre 0.4 
y 0.8, entonces el sobrepaso porcentual máximo de una respuesta escalón 
está entre 25 y 2.5%. 

% 

100 

90 
60 
70 
60 

M p 50 
40 
30 
20 
10 


0 05 10 15 

í 

Fig. 8-41. Curva que relaciona el sobrepaso porcentual máximo M p y 
el factor de amortiguamiento relativo f. 
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Ejemplo 8-3, Determínese el tiempo de subida, d tiempo pico, d sobrepaso o máximo 
y el tiempo de asentamiento cuando el sistema de la Fig. 8-42 está sometido a una 
entrada escalón unitario. 

Nótese que u„ = 1 rad/s y f = 0.5 para este sistema. Por lo tanto, 


<ú é = 1 - í 2 = >/l - 0.5* = 0.866 
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0 t (s) /<^>> 


1 

%(S) 


í * 

s (s + 1) 




Flg. 8-42. Sistema de control. 


Tiempo de subida t r . En relación con la Ec. (8-13) el tiempo de subida t r es 

' a>* 

donde 0 = sen - * 0.866 = 1.05 rad. Por lo tanto, 

3.14 - 1.05 


b = 


0.866 


= 2.41 s 


Tiempo pico t p . El tiempo pico t p está dado por la Ec. (8-32). 


f _ n 3.14 

h CO d 0.866 


3.63 s 


Sobrepaso máximo M p . En relación con la Ec. (8-33) el sobrepaso máximo M p es 
M p - _ e -0. 5X3. 14/0. 866 - ^-1.81 =0.163 

Tiempo de asentamiento t s . El tiempo de asentamiento t s está definido por la Ec. 
(8-34) y es 

'' = óAt = 8s 


8-6 MEJORAMIENTO EN LAS CARACTERISTICAS 

DE LA RESPUESTA TRANSITORIA 

En la Sec. 8-5 consideramos la respuesta escalón de sistemas de control 
de posición. Se mostró que un factor de amortiguamiento relativo pequeño 
haría el sobrepaso máximo en la respuesta escalón grande, así como en un 
tiempo de asentamiento grande. Tales características son generalmente in¬ 
deseables.' Esta sección comienza con un método para mejorar las caracte¬ 
rísticas de amortiguamiento de un sistema de segundo orden a través de reali¬ 
mentación de la velocidad (realimentación tacómetro). Luego se considerará 
la respuesta de los sistemas de segundo orden a entradas rampa. Aqui pre¬ 
sentamos un método para mejorar el comportamiento en estado estable de 
la respuesta rampa por medio de una acción de control proporcional deriva¬ 
tivo. Finalmente se describe otro método para mejorar tal comportamiento 
en estado estable a través de un prefiltro del tipo proporcional derivativo. 

Tacómetros. Un tacómetro de cd es un generador que produce un vol¬ 
taje proporcional a su velocidad de rotación. Se usa como transductor, con¬ 
virtiendo la velocidad de la flecha rotatoria en un voltaje de cd propor- 
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cional. Si la entrada al tacómetro es la posición 8 de la flecha y la salida es el 
voltaje e, entonces la función de transferencia del tacómetro de cd es 


= K k s 

donde E(s ) = £[e], 0(s) = £[0],y k h es una constante. La inclusión de seme¬ 
jante tacómetro en la trayectoria de la realimentación del sistema de control 
de posición mejorará las características de amortiguamiento del sistema. El 
uso del tacómetro para obtener una señal de realimentación de velocidad se 
conoce como realimentación de velocidad o realimentación por tacómetro . 


E(s) 

W) 


Sistemas de control de posición con realimentación de velocidad. Los 
sistemas con un factor de amortiguamiento relativo pequeño muestran un 
gran sobrepaso máximo y una larga oscilación sostenida en la respuesta es¬ 
calón. Para incrementar el amortiguamiento efectivo del sistema y asi mejo¬ 
rar las características de la respuesta transitoria, se emplea frecuentemente 
la realimentación de velocidad. 

Considérese el sistema de control de posición con realimentación de ve¬ 
locidad mostrado en la Fig. 8-43(a). Supongamos que el coeficiente de fric¬ 
ción viscosa b es pequeño de modo que el factor de amortiguamiento relati¬ 
vo en ausencia del tacómetro es bastante pequeña. En el presente sistema, la 
señal de velocidad, junto la señal de posición, se realimenta a la entrada para 
producir la señal de error del actuador. (Nótese que al obtener la señal de 
velocidad, es preferible usar un tacómetro en vez de diferenciar físicamente 
la señal de posición de la salida porque la diferencia siempre acentúa las se¬ 
ñales de ruido.) 

El diagrama de bloques de la Fig. 8-43(a) puede simplificarse como en 
la Fig, 8-43(b), lo que da 

®o(s) __ K _ 

©,(j) “ Js 2 + (b + KK h )s + K 


El factor de amortiguamiento relativo f de este sistema es 

r _ b + KK k 
^ 1JKJ 


(8-35) 


y la frecuencia natural no amortiguada <*>„ es 



Nótese que la frecuencia natural no amortiguada w n no está afectada por la 
realimentación de velocidad. Dados los valores de J y b, el valor de K se de¬ 
termina de lo requerido en la frecuencia natural no amortiguada u>„. La rea- 
limentación de velocidad (realimentación por tacómetro) tiene el efecto de 
incrementar el factor de amortiguamiento relativo sin afectar la frecuencia 
natural no amortiguada del sistema de segundo orden. 
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(b) 

Flg. 8-43. (a) Diagrama de bloques de un sistema de control de posición 
con realimentación de velocidad; (b) diagrama de bloques simplificado. 


Ejemplo 8-4 . Supóngase, en el sistema mostrado en la Fig. 8-43(b), que los valores 
numéricos de / y b son 

J = 1 kg-m 2 
b = 1 N-m-s 

Deseamos determinar los valores de la ganancia K y la constante de realimentación 
de velocidad K h de modo que el sobrepaso máximo sea 0.2 y el tiempo poco sea 1 s. 
El sobrepaso máximo M p está dada por la Ec. (8-33) como 

M p - e -W' /T= V 

Este valor debe ser 0.2. Por lo tanto, 

e ~c*/'/T^ T = 02 

la cual da 

C = 0.456 

El tiempo pico t p está especifícado como 1 s. Por lo tanto, de la Ec. (8-32) 

/, = £- = i 


o bien 


co d = 3.14 
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Puesto que f es 0.456, w„ es 


G), 


_ _ 


v'T^í* 


= 3.53 


La frecuencia natural no amortiguada co„ es igual a \¡K/J = >JK/\ = VK, y asi 

= co5 = 12.5 N-m 

Entonces AT a se obtiene de la Ec. (8-35) como 


K h = 


_ UK c - 1 

K 


0.178 s 


Errores en estado estable de la respuesta rampa. Los sistemas de 
control de posición deben estar sometidos a entradas cambiantes que 
pueden ser aproximadamente fragmentos de entradas rampa. En tal res¬ 
puesta rampa, el error en estado estable al seguir las entradas debe ser pe¬ 
queño. 

Considérese el sistema mostrado en la Fig. 8-44. La respuesta transito¬ 
ria de este sistema cuando está sometido a una entrada rampa puede en¬ 
contrarse por un método directo. En el presente análisis, examinaremos el 
error en estado estable cuando el sistema está sometido a una entrada como 
la expresada. 



Fig. 8-44. Diagrama de bloques de un sistema de control de posición 
con un controlador proporcional. 


Del diagrama de bloques, tenemos 

E(s) _ 0 ,( 5 ) — Q 0 (j) _ * _ Q 0 (s) _ Js z + bs 
0,(.y) 0 ,(j) 0,(j) Js 2 -4- bs + K 


El error en estado estable de la respuesta a la rampa unitaria puede obtener¬ 
se como sigue. Para una entrada rampa unitaria 0¡(O = f, tenemos ©,(■*) = 
1¿. El error en estado estable e„ se obtiene entonces como 


^11 


lím sE(s) Um *jJ s + bs^+Ks 1 


lím 

1-0 


j‘(/í + b) b 

sHfs* + bs + K)~ K 
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Con el objeto de asegurar un error en estado estable pequeño al seguir una 
entrada rampa, el valor de K debe ser grande y valor de b pequeño. Sin em¬ 
bargo, un gran valor de K y un pequeño valor de b pueden hacer el factor de 
amortiguamiento relativo f pequeño y, en general, resultará en característi¬ 
cas de la respuesta transitoria indeseables. En consecuencia, es necesario 
disponer de algunos medios para mejorar el comportamiento en estado es¬ 
table al seguir entradas rampa sin afectar adversamente el comportamiento 
de la respuesta transitoria. A continuación se exponen dos de esos medios. 


Control proporcional derivativo de sistemas de segundo orden. Debe 
alcanzarse un equilibrio entre un comportamiento de la respuesta transito¬ 
ria aceptable y un comportamiento aceptable en estado estable a través de 
una acción de control proporcional derivativo. 

En el sistema de la Fig. 8-45, la función de transferencia de malla cerra¬ 
da es 


Q.OQ _ K b + K d s 
©,(*) Js 2 + (b + K d )s + K p 


(8-36) 



Fig. 8-45. Diagrama de bloques de un sistema de control de posición 
con un controlador proporcional derivativo. 


Por lo tanto. 


E(s) 0/(í) — 0 o (s) Js 1 + bs 

e¿s) G ( (s) Js 2 + (b + K d )s 4- K p 


Para una entrada rampa unitaria, 0 ,( 5 ) es 1/s 2 . Luego se sigue 

CYrN _ _ J 5 2 + bs _1_ 

w “ Js 1 + (b + K d )s + K p s í 

El error en estado estable de una respuesta rampa unitaria es 


as 


lim íí(í) Iim s Jsl + + K 


La ecuación característica es 



Js 2 + (b + K d )s + K p = 0 
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El amortiguamiento efectivo de este sistema es entonces b + K d en lugar de 
b . Puesto que el factor de amortiguamiento relativo f del sistema es 

r _ b + K d 
^~2 ys /Kp 


es posible tener tanto un error en estado estable pequeño e B como un factor 
de amortiguamiento relativo razonable al hacer b pequeño, K p grande, y es¬ 
coger K d suficientemente grande de modo que f esté entre 0.4 y 0.8. 

Examinemos la respuesta escalón unitario de este sistema. Definamos 






En términos de co„, y z, la Ec. (8-36) puede escribirse 

®Xs) = (\ . s\ caj 

©iCÓ \ z )s 2 + 2 {<o n s + col 

Adviértase que si un cero, s - - z, se localiza próximo a los polos de malla 
cerrada, el comportamiento de la respuesta transitoria difiere considerable¬ 
mente de aquél de un sistema de segundo orden sin ceros. En la Fig. 8-46 se 
muestra un conjunto típico de curvas de respuesta de este sistema con f = 
0.5 y diferentes valores de z/fw„. En estas curvas vemos que la acción de 
control proporcional derivativo hará al tiempo de subida menor y un sobre¬ 
paso máximo mayor. 



Fig. 8-46. Curvas de res¬ 
puesta escalón unitario del 
sistema mostrado en la Fig. 
8-45 con un factor de amor¬ 
tiguamiento relativo f igual 
a 0.5. 
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Sistemas de segundo orden con prefiltro tipo proporcional derivativo. El 
error en estado estable al seguir una entrada rampa puede eliminarse si la 
entrada se introduce al sistema a través de un prefiltro tipo proporcional de¬ 
rivativo, como el mostrado en la Fig. 8-47, y si el valor de k se establece 
apropiadamente. 

La función de transferencia Q 0 (s)(Q,(s) para este sistema es 


©Xs) _ (1+^ 

0,(s) “ Js 2 + bs + K 


Por lo tanto, la diferencia entre ©,($) y © 0 (s) es 

m = @,(s) - ©„(*) = [i - 


Js 2 + (b - Kk)s 
Js 2 + bs + K 


©|W 


El error en estado estable de la respuesta rampa es 


^«J 


= lím sE(s) = lím s 

l -*0 j -*0 


Js 1 + (b- Kk)s 1 
Js 2 4 - bs + K s 2 



Asi que si k se escoge como 



el error en estado estable al seguir una entrada rampa puede hacerse igual a 
cero. 

Dado los valores de/y ó, el valor de K se determina normalmente de lo 
requerido por = sJK/J. Una vez que el valor de K se ha determinado, 
b/K es una constante y el valor de k = b/K se hace constante. El uso de se¬ 
mejante prefiltro elimina el error en estado estable en la respuesta rampa. 

Debe notarse que la respuesta transitoria de este sistema a una entrada es¬ 
calón unitario ofrecerá un menor tiempo de subida y un mayor sobrepaso 
máximo que el sistema correspondiente sin el prefiltro. 

Vale la pena señalar que el diagrama de bloques del sistema con un 
controlador proporcional derivativo mostrado en la Fig. 8-45 puede redibu¬ 
jarse como en la 8-48. En este diagrama puede verse que el controlador pro¬ 
porcional derivativo, de hecho, es una combinación de prefiltro y la reali¬ 
mentación de velocidad en la cual los valores de k como de K h se escogen para 
ser K d /K p . 



K 

siJs + 6 ) 


et(») 


Fig. 8-47. Diagrama de bloques de un sistema de control de posición 
con prefiltro del tipo proporcional derivativo. 
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Si el prefiltro y la realimentación de velocidad se proporcionan por se¬ 
parado, los valores dekyK h pueden escogerse independientemente uno del 
otro. Una selección apropiada de estos valores puede facilitar al ingeniero 
que equilibre el error en estado estable aceptable al seguir una entrada ram¬ 
pa y un aceptable comportamiento de la respuesta transitoria a la entrada 
escalón. 



Fig. 8-48. Diagrama de bloques modificado del sistema mostrado en 
laFig. 8-45. 


8-7 UN PROBLEMA DE DISEÑO 


Al concluir este capitulo, volvamos al problema de diseñar un sistema 
de control. 

Un péndulo invertido montado sobre una carreta impulsada por motor 
se muestra en la Fig. 8-49. Este es un modelo del control de posición de un 
impulsor espacial de despegue. La solución del problema del control de po¬ 
sición es mantener al impulsor espacial en posición vertical. El impulsor ver¬ 
tical real (o el péndulo invertido en este problema) es inestable y puede caer 
en cualquier momento y en cualquier dirección a menos que se le aplique 
una fuerza de control adecuada. Aquí consideramos un problema en sólo 
dos dimensiones de modo que el péndulo de la Fig. 8-49 se mueve solamente 
en el plano de la página. 



Fig. 8-49. Péndulo invertido 
montado en una carreta impul¬ 
sada por motor. 
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Definamos el ángulo de la barra con respecto a la línea vertical como 
00 . La dirección positiva de 0 O se muestra en el diagrama. La dirección posi¬ 
tiva de la fuerza F aplicada a la carreta necesaria para controlar la posición 
del péndulo aparece también en el diagrama. Nótese que si el ángulo 0 O es 
positivo, entonces con el objeto de reducir el ángulo 9 0 y mantener al péndu¬ 
lo invertido vertical, debemos aplicar una fuerza F en la dirección positiva. 

Suponiendo los valores numéricos 

M = 1000 kg 
m — 200 kg 
/ = lOm 

diséñese un controlador adecuado tal que el sistema tenga un factor de 
amortiguamiento relativo f de 0.7 y una frecuencia natural no amortiguada 
de 0.5 rad/s. Supóngase también que el peso de la barra es despreciable, 
las fuerzas externas tales como las ráfagas de viento son despreciables, y que 
no hay fricción en la articulación ni deslizamiento de las ruedas de la carreta. 

Puesto que el péndulo invertido es una planta inestable, debe incluirse 
una acción de control derivativa en el controlador. (Nótese que la acción de 
control derivativa responde a la razón de cambio del error del actuador y 
puede iniciar una pronta acción correctiva con el objeto de incrementar la 
estabilidad del sistema.) Puesto que la acción de control derivativa no puede 
usarse sola, usemos un controlador proporcional derivativo en el presente 
problema. 

La figura 8-50 muestra un diagrama de bloques posible para este sistema 
de control. Nótese que el hecho de que la entrada de referencia 0, sea cero 
significa que queremos mantener el péndulo invertido vertical. El controla¬ 
dor proporcional derivativo tiene la función de transferencia K p ( 1 + k^s). 
Este controlador produce una fuerza -F donde 

F = K e (8 a + KA) (8-37) 



Flg. 8-50. Diagrama de bloques del sistema de control en el cual la 
planta es el sistema de péndulo invertido mostrado en la Fig. 8-49. 

Definamos el sistema coordenado x — y como se muestra en la Fig. 8-51 y 
obtengamos las ecuaciones de movimiento de este sistema. La posición hori- 
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zontal de la carreta es x. Las posiciones horizontal y vertical de la masa del 
péndulo son x + i sen 6 0 y l eos B 0 , respectivamente. 

Aplicando la segunda ley de Newton a la dirección x del movimiento da 



Observando que 

^sen 9 0 = (eos $ o )6 0 

^2 sen d 0 = (—sen B 0 )Ól + (eos 9 0 )¿ 0 

Y t eos 9 0 = (—sen0 o )d o 

eos 6 0 — (—eos Q 0 )él — (sen0 o )$ o 

donde un punto denota derivación con respecto al tiempo, la Ec. (8-38) 
puede reescribirse asi: 

(Aí -|- m)Jc — ml(sen6 0 )él + ml( eos 9 0 )Ó 0 = F (8-39) 

A continuación, considérese el movimiento rotatorio del péndulo invertido 
con respecto al punto de A en la Fig. 8-51. Aplicando la segunda ley de 
Newton al movimiento rotatorio, tenemos 

+ /sen0 o )l/cos0 o — ^^(/cos^jl/sen^ = mgl sen 9 0 
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Esta última ecuación puede simplificarse como sigue 
m[x — /(sen 0 o )$* 4 - /(eos 0 o )@ o ]I eos 0 o 

— m[-l{cos9 0 )él — l(sen$ o )0 Q ]lsenO o = mg! sen 6 0 
y posteriormente simplificarse a 

mx eos 0 o + mlé 0 — mg$en0 o (8-40) 

Las ecuaciones (8-39) y (8-40) son ecuaciones diferenciales no lineales. Pues¬ 
to que en este problema debemos conservar el péndulo invertido vertical, 
podemos suponer que 0 0 (t) y 0 O (/) son pequeñas. Bajo esta suposición, las 
Ecs. (8-39) y (8-40) pueden linealizarse. Al sustituir sen $ 0 = 6 0 y eos 1 

en las Ecs. (8-39) y (8-40) y despreciando el término que involucra Qj&l, po¬ 

demos obtener las ecuaciones linealizadas de movimiento del sistema. 

(M + m)x -f- mlé 0 — F (8-41) 

mx + mlé 0 — mg0 o (8-42) 


Estas ecuaciones linealizadas son válidas en tanto que Q 0 y é Q sean pequeñas. 
Restando la Ec. (8-42) de la Ec. (8-41) da 


o bien 


Mx — F — mg$ 0 


* = -f+ H í*- 43 ) 

Al sustituir la Ec. (8-43) en la Ec. (8-42) y rearreglar, encontramos 

MlS 0 - (AH- m)g0 o = -F (8-44) 

En relación con la Ec. (8-44), la función entre 0 o .(s) y —F\s) es 

e,(j) - 1 

~F(s) Mis 2 — (M 4- m)g 

Al usar esta función de transferencia, el diagrama de bloques de la Fig. 8-50 
puede modificarse para dar la Fig. 8-52. 



Flg. 8-52. Diagrama de bloques del sistema de control de péndulo in¬ 
vertido. 


La sustitución de la Ec. (8-37) en la Ec. (8-44) da 

Ml8 0 ~(M + m)g$. = -KJfi. + kA) 
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Simplificndo, obtenemos 



de la cual 



M) i 


Por lo tanto, 

K p = col MI + (M + m)g 

K _?Cc qMl 
Kd K p 

Para determinar los valores numéricos de K p y K d , sustituimos M - 1000 kg, 
m - 200 kg, (a)„ = 0.5 rad/s, f = 0.7 y / = 10 m en las ecuaciones para K p y 
K d , obteniendo 


K p = 0.5 2 x 1000 x 10 + (1000 + 200) X 9.81 

y 2 x 0.7 x 0.5 x 1000 x 10 A . 

K ‘ -PT 27 x 10 » -= 0 491 s 


^ íu n/iau 


El controlador aquí es proporcional derivativo y tiene la función de 
transferencia G c (s), donde 


G c (s) = K p ( 1 -f- K d s) = 14.27 x 10 3 (I f- 0.49b) 

y en la Fig. 8-52 es el diagrama de bloques del sistema diseñado. Nótese que 
si K p y K d adoptan los valores así diseñados, cualquier inclinación ligera 
puede recuperarse sin que el péndulo caiga. Si una perturbación desconocida 
da un pequeño cambio en forma de escalón en el ángulo $ 0 (por ejemplo, un 
cambio en forma de escalón de 0.1 rad), entonces el controlador diseñado 
producirá la fuerza correctiva requerida para traer el péndulo invertido a una 
posición vertical y la respuesta resultante S 0 (t) mostrará una curva como la 
de la Fig. 8-53. Adviértase que el tiempo de asentamiento para esta respues¬ 
ta es t s = 4/(K) = 4/(0.7 x 0.5) =11.4 segundos, cualquier pequeño dis¬ 
turbio de escalón puede corregirse en aproximadamente 11 segundos. Esto 
completa nuestro problema de diseño. 
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Fig. 8*53. Curva de respuesta escalón del sistema de control del pén¬ 
dulo invertido. 
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EJEMPLOS DE PROBLEMAS Y SOLUCIONES 

Problema A -8-1. Simplifíquese el diagrama de bloques mostrado en la Fig. 8-54. 


Fig. 8-54. Diagrama de bloques 
de un sistema. 



Solución. Primero muévase el punto de bifurcación de la trayectoria que incluye a 
H¡ por fuera de la trayectoria que incluye a H 2 como se muestra en la Fig. 8-55(a). 
Luego eliminense las dos trayectorias y resulta la Fig. 8-55(b). La combinación de 
dos bloques en uno da la Fig. 8-55(c). 
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(c) 



G + Hy 



1 + gh 2 



Fig. 8-55. Diagrama de bloques simplificado del sistema mostrado en 
la Fig. 8-54. 


Problema A -8-2. Del diagrama de bloques mostrado en la Fig. 8-56, obtenga la 
función de transferencia que relaciona © d (j) y ©,(<>). 



Solución. La señal X(s) es la suma de las dos señales G : © t (s) y 0,(s). Por lo tanto, 

A'íj) = Gi©/(s) + ©,(s) 

La señal de salida © 0 (s) es la suma de C^AX*) y ©,(s). De donde 

0 O (*) = G 2 X(s) + 0 ,( 5 ) = G 2 [G,0,(s) + ©,( 5)1 + 0 ,( 5 ) 

Y, por lo tanto, tenemos 


§$ = G,G 2 + G, + 1 
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Problema A-8-3. En el sistema de presión neumática de la Fig. 8-57(a), supóngase 
que, para / < 0, el sistema está en estado estable y que la presión del sistema entero 
es P. También, supóngase que los dos fuelles son idénticos. En / = 0 la presión de 
entrada cambia de P a P + p¡. Entonces la presión en los fuelles cambiará de P a P + 
p x y de P A P + p 2 , respectivamente. La capacidad (volumen) de cada fuelle es de 
5 x 10" 4 m 3 , y la diferencia de presión de operación A p (diferencia entre p, y p x o di¬ 
ferencia de p i y p 2 ) está entre —0.5 x 1(P N/m 2 y 0.5 x 10 8 N/m 2 . Las correspon¬ 
dientes razones de flujo de masa (kg/s) a través de las válvulas se muestran en la Fig. 
8-57(b). Supóngase que los fuelles se expanden o contraen linealmente con la presión 
de aire que se les aplica, que la constante del resorte equivalente del sistema de fuelles 
es k = 1 x 10® N/m, y que cada fuelle tiene un área A = 15 x 10" 4 m 2 . 

Definiendo como x el desplazamiento del punto medio de la barra que conecta 
los dos fuelles, encuéntrese la función de transferencia X(s)/Pi(s). Supóngase que el 
proceso de expansión es isotérmico y que la temperatura del sistema entero permane¬ 
ce a 30°C. 


Solución. En relación con la sección 8-3, la función de transferencia P x (s)/P,{s) 
puede obtenerse como 


PÁs ) _ 1 

P¿s) R x Cs + 1 


(8-45) 


En forma similar, la función de transferencia P 2 (s)/P¿(s) es 


Pi(s) 1 

P,(s) “ R 2 Cs + 1 


(8-46) 


La fuerza que actúa sobre el fuelle l en la direcciónxes A(P + p x ) y la fuerza que ac¬ 
túa sobre el fuelle 2 en la dirección * negativa es A(P + p 2 ). La fuerza resultante se 
equilibra con kx, la fuerza del resorte equivalente de los lados corrugados de los 
fuelles. 


A(p x ~ Pi) = kx 


o bien 

A[P¿s) - ^(*)] = kX(s) 
En relación con las Ecs. (8-45) y (8-46), vemos que 

1 


(8-47) 


/>.(*> - =(*a 


+ 1 R 2 Cs + 


T )w 


= _ ^2^1 _ P\CS _n / \ 

(/?,Cí + i ){r 2 cs +1 y ÁS) 

Al sustituir esta última ecuación en la Ec. (8-47) y reescribirla, la función de transfe¬ 
rencia X(s)/P(s) se obtiene como 

X(s) _ A (R 2 C~ R x C)s 
P¿s) T ( R x Cs + l)(/? 2 Cs -I- 1 ) 

Los valores numéricos de las resistencias promedio /?, y R 2 son 

» _ d Áp _0.5 x 10 3 _n ^ tnifl N/m 2 

Rl dq. 1 v lñ-5 - 0167 X 10,0 TÍ7T 


d&p 0.5 x 10* q 233 x jqio N/n^ 
dq 2 1.5 X IO - 3 U X 1U lcg7T 


(8-48) 



Cap. 8 


Ejemplos de Problemas y Soluciones 559 



(o) 


Válvula 2 



(b) 

Hg. 8-57. (a) Sistema de presión neumática; (b) curvas de diferencia 
de presión contra razón de flujo de masa. 


El valor numérico de la capacitancia C de cada fuelle es 


C = 


V 5 x lO" 4 

~ 1 x 287 x (273 + 30) 


= 5.75 x 10“ 9 


kg 

N/m* 


En consecuencia, 

R t C = 0.167 x 10 10 x 5.75 x 10" 9 = 9.60 s 
R t C = 0.333 x 10«° x 5.75 x 10' 9 = 19.2 s 
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Al sustituir los valores numéricos de A, k> R X C , y R 2 C en la Ec. (8-48), tenemos 

X(s) 1.44 x 10 " 7 j 
Pfy) “ (9.6í + 1)(19.2$ + 1) 


Problema A-8-4. La figura 8-58 es un diagrama esquemático de una válvula de 
diafragma neumática. En estado estable la presión de control de un controlador es 
P c , la presión en la válvula es también P c y el desplazamiento del vástago de la válvu¬ 
la es X. Supóngase que en t - 0 la presión de control cambia de P c a P c + p c . Enton- 



Flg. 8-58. Válvula de dia¬ 
grama neumática. 


ces la presión de la válvula cambiará de' P e a P e + p 9 . El cambio p v en la presión de la 
válvula causará que el desplazamiento del vástago cambie de X + X + x. Encuéntre¬ 
se la función de transferencia entre el cambio en el desplazamiento del vástago de la 
válvula x y el cambio en la presión de control p c . 


Soludón. Definamos la razón de flujo de aire a la válvula de diafragma a través de 
la resistencia R como q. Entonces, 


q = 



Para la cámara de aire en la válvula de diafragma, tenemos 

Cdp v — q dt 


En consecuencia, 



RC 


dp 9 

dt 


+ P* = Pc 


de la cual 
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Observando que 



tenemos 


La función de transferencia entre x y p c es 

X(s) A/k 
P c (s ) RCs + 1 


Problema A-8-5. Supóngase que, en el controlador hidráulico de tubo de inyección 
mostrado en la Fig. 8-59, el pistón de potencia está conectado a una carga ligera de 
modo que la fuerza de inercia del elemento de carga es despreciable comparada con 
la fuerza hidráulica desarrollada por el pistón de potencia. ¿Qué tipo de acción de 
control produce este controlador? 

Solución. Defínase el desplazamiento de la tobera de inyección desde su posición 
neutral como x y el desplazamiento del pistón de potencia como .y. Si la tobera de in¬ 
yección se mueve a la derecha un pequeño desplazamiento x, el aceite fluye al lado 
derecho del pistón de potencia y el aceite del lado izquierdo del pistón de potencia se 
regresa por el drenaje. El aceite que fluye al cilindro de potencia está a alta presión; 
el aceite que fluye del cilindro de potencia al drenaje está a baja presión. La diferen¬ 
cia de presión resultante causa que el pistón se mueva hacia la izquierda. 



Aceite bajo 
presión 


Fig. 8-59. Controlador hidráulico de 
tubo de inyección. 
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Para un pequeño desplazamiento x de la tobera de inyección, la razón de flujo 
q del cilindro de potencia es proporcional a x, es decir, 

q = K t x 


Para el cilindro de potencia, 


Ap dy — qdt 

donde A es el área del pistón de potencia y p es la densidad del aceite. De aqui, 

dt Ap Ap AX 


donde K = KJ(Ap) = constante. Así, la función de transferencia Y(s)/X(s) es 

Y(s) K 
JfCs) ~ j 

El controlador produce la acción de control integral. 


Problema A-8-6. En la Fig. 8-60 tenemos un diagrama esquemático de un controla¬ 
dor hidráulico. Dibújese un diagrama de bloques del controlador y determínese la 
función de transferencia F(s)/£(í). 

Solución. Considérese primero el amortiguador ó y el resorte k. La ecuación de esta 
parte del controlador es 


b(y — z) = kz 

o bien 

by = bz 4- kz 

Por lo tanto, la función de transferencia Z(s)/ Y(s) se hace 


Z(s) _ bs 
Y(s) bs + k 


e Aceite bajo 



Fig. 8-60. Controlador hidráulico. 
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Esta función de transferencia está en la malla de realimentación del controlador. El 
diagrama de bloques del controlador se muestra en la Fig. 8-61. La función de trans¬ 
ferencia Y(s)/£(s) puede obtenerse del diagrama de bloques como 

_a 1 _K 
Y(s) _ a x 4 - a 2 s 

£■($) \ i Ka i b 

a\ a 2 bs 4 - k 

En semejante controlador la ganancia \Ka x b/[(a x + a 2 ){bs + Ar)]| es usualmente 
muy grande comparada con la unidad, de modo que la función de transferencia 
y(s)/£(s) puede simplificarse a 


Y(s) a 2 ( x 
£(s) ~uiV 



donde K p = a¡/ai y T¡ = b/k. Así, el controlador mostrado en la Fig. 8-60 es un 
controlador proporcional integral. 



Fig. 8*61. Diagrama de bloques del controlador hidráulico mos¬ 
trado en la Fig. 8-60. 


Problema A-8-7. Trácese un diagrama de bloques para el controlador hidráulico 
mostrado en la Fig. 8-62. ¿Qué tipo de acción de control produce este controlador? 

Solución. Supóngase que, para t < 0, las presiones en los fuelles 1 y 2 es la misma y 
es igual a P. En t - 0 se da la entrada e en la dirección positiva mostrada en el dia¬ 
grama. Entonces la válvula piloto 1 se mueve x a la derecha. El desplazamiento x 
causará en los fuelles 1 y 2 los cambios en las presiones de P a P + p Q y P + p it res¬ 
pectivamente. Supóngase que el cambio de presión p¡ es proporcional al desplaza¬ 
miento x de la válvula piloto. Supóngase también que los desplazamientos u y w de 
los fuelles 1 y 2 son proporcionales a los cambios de presión p 0 y p h respectivamente, 
y que todos los cambios en las variables son relativamente pequeños. 

Para el fuelle 1, tenemos 


A\p 0 = M 

donde A y es el área de los fuelles y k x es la constante del resorte de los fuelles. En¬ 
tonces, 
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u 


w 


Aceite bajo 



Las presiones p ó y p ( están relacionadas por 

PÁs) _ 1 

P¿(s) ~ RCs + 1 

donde R es la resistencia de la válvula y C es la capacitancia del fuelle 1. Para el fuelle 2, 

Aipt = k 2 w 

\ 

% 

donde A 2 es el área de los fuelles y k 2 es la constante del resorte de los fuelles. De ahi 

W(s) _ A 2 
P¿s) k 2 

Entonces el diagrama de bloques del controlador puede dibujarse como se muestra 
en la Fig. 8-63(a). 
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Nótese que los diagramas de bloques de los amplificadores de la primera y se¬ 
gunda etapas pueden simplificarse, suponiendo | K\<\Ay /[(oí + {_R.Cs + i)ii ] 
y \K 2 b x /[s(b x + MI > 1» como se muestra en la Fig. 8-63(b). Este diagrama puede 
simplificarse posteriormente como se muestra en la Fig. 8-63(c). Asi, la función de 
transferencia entre K(s) y E(s) es 


F(j) _ <>2^2^ 1 ^2 

E(s) — aib l A i k 2 


+ i) = + r d s ) 


donde 



a z b 2 k i A 2 
ffib x A x k 2 * 


T á = /?C 


Por lo tanto, el controlador mostrado en la Fig. 8-62 es un controlador proporcional 
derivativo. 


Problema A-8-8. En el sistema de la Fig. 8-64, x(t) es el desplazamiento de salida y 
0(0 es el desplazamiento angular de salida. Supóngase que las masas involucradas 
son despreciables por su pequeñez y que todos los movimientos tienen la restricción 
de ser pequeños; por lo tanto, el sistema puede considerarse lineal. Las condiciones 
iniciales para x y 0 son ceros, es decir, x(0—) = 0 y 0(0-) = 0. Muéstrese que este 
sistema es un elemento diferenciador. Después obténgase la respuesta 0(0 cuando 
x(0 es una entrada escalón unitario. 


Solución. La ecuación del sistema es 

b(x - l6) = klO 

o bien 

IÓ + A/0 = x 

La transformada de Laplace de esta última ecuación, usando condiciones iniciales 
cero, da 

(fc + £/)©(*) ■= sX(s) 

Y asi 

0(í) _ 1 s % 

X(s) ~ l s + (k¡b) 

Así el sistema es un sistema diferenciador. 

Para la entrada escalón unitario AXO = 1/s, la salida Q(s) se hace 

0(I) = t j +\m 

La transformada inversa de Laplace de 0(¿) da 

9(0 = 

Nótese que si el valor de k/b es grande, la respuesta 0(0 tiende a una señal de pulso 
como se muestra en la Fig. 8-65. 
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Flg. 8-63. (a) Ói agrama de bloques del controlador hidráulico 
mostrado en la Fig. 8-62; (b), (c) diagramas de bloques simplificados. 
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Fig. 8-64. Sistema mecánico. 



x (/) 
1 


0 t 


Fig. 8-65. Entrada escalón unitario y 
la respuesta del sistema mecánico mos¬ 
trado en la Fig. 8-64. 



Problema A-8-9. Considérese el sistema mostrado en la Fig. 8-66(a). La barra sin 
masa A A' se desplaza 0.05 m mediante una fuerza constante de 100 N. Supóngase 
que el sistema está en reposo antes de que la fuerza sea abruptamente liberada. La 
curva de respuesta en el tiempo, cuando la fuerza es abruptamente liberada en t = 0, 
se muestra en la Fig. 8-66(b). Determínese los valores numéricos de b y Ar. 

Solución. Puesto que el sistema está en reposo antes que la fuerza sea abruptamente 
liberada, la ecuación de movimiento es 

kx — F (t<, 0) 
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F = 100 N 



(o) 



(b) 


Fig. 8-66. (a) Sistema mecá¬ 
nico; (b) curva de respuesta. 


Nótese que el efecto de la fuerza F consiste en dar la condición inicial x(0) o 

4 °) = J 

Puesto que x(0) = 0.05 m, tenemos 

k = m = rn~ 2(mNlm 

En / = 0 la fuerza F es abruptamente liberada, y por tanto, para t > 0, la ecuación 
de movimiento se hace 

bx + kx = 0 (t > 0) 

La solución de esta última ecuación es 

x(t) = *(0y-‘*W' = O.05e- {1000 ' b) ‘ 
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Puesto que la solución es una función exponencial, en t - constante de tiempo = 
Ó/2000 la respuesta x se hace 

*(2^) = 0.05 x 0.368 = 0.0184 m 


De la Fig. 8-66(b), x = 0.0184 m ocurre en / = 6 s. De ahí 

b . 

2000 " 0 


de la cual 


b = 12 000 N-s/m 

Problema A-8-10. En el sistema mostrado en la Fig. 8-67, expliqúense los efectos 
que la variación de los valores de K y b tienen sobre el error estado estable en una res¬ 
puesta rampa unitaria. Esbócense curvas de respuesta rampa unitaria tipicas para un 
valor pequeño, un valor mediano y un valor grande de K. 


e,(s) 

K 

e„(s> 

i 

Fig. 8-67. Sistema de malla 
cerrada. 

r ' 

sUs +b) 




Solución. La función de transferencia de malla cerrada es 

Oo(s) _ K 
0/(í) Js 2 + bs — K 

Por lo tanto, 


E(s ) _ 0¿(5) - Q 0 (j) _ Js 2 + bs 

0<(s) 0/(5) — Js 2 + bs + K 

Para una entrada rampa unitaria, 0,(5) = 1/s 2 . Asi, 


E(s) = 


Js 2 -t- bs 
Js 1 + bs + K s 2 


El error en estado estable es 


e„ = lím sE(s) = 

í-O 


b_ 

K 


Vemos que podemos reducir el error en estado estable e u incrementando la ganancia 
K o disminuyendo el coeficiente de fricción viscosa b. Sin embargo, incrementar la ga¬ 
nancia o disminuir el coeficiente de fricción viscosa causa que el factor de amortigua¬ 
miento relativo disminuya con el resultado de que la respuesta transitoria del sistema 
se haga más oscilatoria. Duplicando K disminuye a la mitad de su valor original, 
en tanto que f decrece a 0.707 de su valor original, ya que f es inversamente propor¬ 
cional a la raíz cuadrada de K. Por otra parte, disminuyendo ó a la mitad de su valor 
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original decrecen tanto e a como f a la mitad de sus valores originales. Por lo tanto, 
es aconsejable incrementar el valor de K en vez de disminuir el valor de b. 

Después que la respuesta transitoria se ha desvanecido y se ha alcanzado el esta¬ 
do estable, la velocidad de salida se hace igual a la velocidad de entrada. Pero hay un 
error de posición en estado estable entre la entrada y la salida. En la Fig. 8-68 se 
ilustran ejemplos de la respuesta rampa unitaria del sistema para tres valores diferen¬ 
tes de K . 



Fig. 8-68. Curvas de respuesta rampa unitaria del sistema 
mostrado en la Fig. 8-67. 


Problema A-8-11. ¿Cuál es la respuesta escalón unitario del sistema mostrado en la 
Fig. 8-69? 



Fig. 8-69. Sistema de malla 
cerrada. 


Solución. La función de transferencia de malla cerrada es 

0„(s) _ 10 s 4- 10 

©¿j) ” j 2 + ÍOs + 10 

Así que para la entrada escalón unitario [©V) = 1/j], tenemos 


€>otO 


IOs 4- 10 1 

s 2 -f- 10 j -f 10 s 


_ IOj + 10 _ 

(s + 5 + VI5)U + 5 - VI 

-4 - VI? 1 -4 + VI5 1 1 

3 + VI* * + 5 4- VI* 3 - VU s 4* 5 - V^ * 
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La transformada inversa de Laplace de 0 O (¿) da 



_í±_*/?L-C5 + vT5)r 4 . ^ />/!? .-(j-Vn), 

3+Vi5 -3+V» 

— I.l5e“ 8,87f H 0.145e" in< + 1 


- 1 


Problema A-8-12. En relación al sistema de la Fig. 8-70, determínense los valores de 
K y k tales que el sistema tenga un factor de amortiguamiento relativo f de 0.7 y una 
frecuencia natural no amortiguada o¡„ de 4 rad/s. 



■ehh 

® 0 (s) 

X 









Fig. 8-70. Sistema de malla 


1 +• ks 



cerrada. 




Solución. La función de transferencia de malla cerrada es 

Q 0 (s) K 

©,(í) í* -1- (2 4 - Kk)s + K 

Observando que 


obtenemos 

y 

Asi, 
o bien 


G>„ = \/X, 2 Cco n = 2 + Kk 

K = o> 2 = 4 2 = 16 
2 + Kk = 2£co„ = 2 x 0.7 x 4 = 5.6 
Kk = 3.6 

k = = 0.225 


Problema A-8-13. Determínense los valores de K y k del sistema de malla cerrada 
mostrado en la Fig. 8-71 de modo que el sobrepaso máximo en la respuesta escalón 
unitario sea de 25% y el tiempo pico sea de 2. Supóngase que J = 1 kg-m 2 . 

Solución. La función de transferencia de malla cerrada es 
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Fig. 8-71. Sistema de malla 
cerrada. 


Al sustituir J = 1 kg-ni* en esta última ecuación, tenemos 


K 


Nótese que 


QqCs) _ 

©,(j) “ s 2 + Kks + K 


co„ = \/K , 2£ct)„ = Kk 


El sobrepaso máximo M p es 




la cual está especificada como 25%. De ahi 

*-c«/^r=*T „ 0 25 

de la cual 

c* 


Vi -C 2 


= 1.386 


o bien 


C = 0.404 


El tiempo pico está especificado como 2 s. Y asi 

o bien 

Cüd = 1.57 

Entonces, la frecuencia natural no amortiguada es 

- _ 1.57 


co„ = 


= 1.72 


Vl-C 2 Vi - 0.404 2 

Por lo tanto, obtenemos 

col = 1.72 2 = 2.95 N-m 

l = 2fe, _ 2 x 0.404 x 1.72 _ nál . 
K 155 ü ' 471 


Problema A-8-14. Cuando el sistema mostrado en la Fig. 8-72(a) está sometido a 
una entrada escalón unitario, la salida del sistema responde como se muestra en la 
Fig. 8-72(b). Determínense los valores de K y T de la curva de respuesta. 
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fdíLiS?}__ 

K 



s{Ts +1) 




(a) 



respuesta tenemos 

= 3 


En consecuencia, 


/ = = 

i p — 


n 


71 


C0 d &„*/ l-£ 2 OtVs/l -0.4 2 


= 3 


Se sigue que 


co a = 1.14 


Del diagrama de bloques tenemos 

Q 0 (s) 


gyv _ 


de la cual 


7j 2 + s + K 


co. = J*,, 2C0). = i 


Por lo tanto, los valores de T Y K se determinaron como 

1 1 


r = 


2£ú) m 2 x 0.4 x 1.14 

K = (úlT = 1.14 2 x 1.09 = 1.42 


= 1.09 
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Problema A-8-15. La figura 8-73 muestra un gobernador controlado por resorte 
que consta de dos bolas, una manga con resorte de carga y eslabones de conexión. 
Supóngase que los_brazos están verticales cuando la flecha está girando a una veloci¬ 
dad de referencia ft, la masa de cada bola es m t la masa de la manga es M , la masa de 
las otras partes es despreciable, la constante del resorte es k y el coeficiente de fric¬ 
ción viscosa de la manga es b. 

Encuéntrese la función de transferencia que relaciona a x, un pequeño cambio 
en el desplazamiento vertical de la manga y u>, un pequeño cambio en la velocidad 
angular. Además, encuéntrese la condición de la constante del resorte k para la ope¬ 
ración estable del gobernador. (Consúltese la Fig. 8-86 para ver un diagrama es¬ 
quemático de un sistema de control de velocidad.) 



Solución. Supóngase que cuando la flecha está girando a una velocidad de referen¬ 
cia fi, el resorte ejerce hacia abajo una fuerza yFen el punto B y una fuerza similar 

y F en el punto B ', donde F - kx^ y Xq es el desplazamiento de la manga desde una 

posición de referencia. (Supóngase que el efecto de la fuerza gravitacional mg se toma en 
cuenta al escoger la posición de referencia para el desplazamiento de la manga.) 

En la operación en estado estable a 0 los pares que actúan alrededor del punto 
A consisten en 


Par debido a la fuerza del resorte = \Fl 
Par debido a la fuerza centrifuga — mfrrh 
Asi que la ecuación de equilibrio de los pares es 

■y/7 — mfrrh = 0 


o bien 


1 r- mCfcrh 

1 F ~ 7 


(8-49) 
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La ecuación (8-49) da la fuerza del resorte que actúa en el pumo B. Una fuerza slml- 
lar actúa en el punto B'. 

Supóngase que en / = 0 la velocidad de la flecha se incrementa de « a ñ + «. 
Este paso causará que la manga se mueve hacia arriba en un pequeño desplazamiento 
x. Por tanto, la fuerza del resorte que actúa hacia abajo en el punto B se hace \f + 
\kx y la del punto B' también se hace yF + -J- kx . La mitad de la fuerza de inercia de 
la manga y la mitad de la fuerza de fricción viscosa actúan en el punto B y las otras 
mitades actúan en el punto B'. Cuando la manga se mueva x hacia arriba, el radio en 
el cual giran las bolas cambia de r a r + h sen 0. Los pares que actúan alrededor del 
punto A (o alrededor del punto A') son 

Par debido a la fuerza del resorte ^ (£F + \kx)l eos 0 
Par debido a la fuerza de inercia de la manga — xl eos 0 
Par debido a la fuerza de fricción viscosa en la manga = \bxl eos 0 

Par debido a la fuerza centrifuga = m(ñ + co) 2 (r + h sen 0)h eos 6 

Par debido a la fuerza de inercia de la bola = mh eos 0 ^ (/i sen 0) 

Para un pequeño cambio en la velocidad angular, el ángulo 0 es también pequeño. Al 
sustituir sen 0 = 0 = x //, eos 0 = 1,0* = 0, w 2 = 0 y xw = 0 en las expresiones del 
par precedentes, tenemos 

Par debido a la fuerza del resorte = ^(F + kx)l 

Par debido'a la fuerza de inercia de la manga = \M xl 

Par debido a la fuerza de fricción viscosa en la manga = \bxl 

Par debido a la fuerza centrífuga = m (ji 2 r 2ñcur +ñ 2 -y-.x)/i 

Par debido a la fuerza de inercia de la bola = tnh 2 ú = x 
Por tanto, la ecuación de equilibrio de los pares se hace 

+ -jMxl + -t bxl + y(f + kx)l - + 2 ¡ío>r + frjx^h = 0 

Al sustituir la Ec. (8-49) en esta última ecuación y simplificar, encontramos 


^x + j-M/i + ~blx + \ktx - mfrjx = 2mií<úrh 


o bien 


í _l iéf 2 0 , {kl 2 - mfch 2 _ Imfirhl _ 

^ mh 2 + {MI 2 + mh 2 -I- \Ml 2 x ~~ mh 2 +ljrMl 2CÜ 

Por definición, 

, _ \kP - mfrh* 

• ~ mh 1 + {MI 1 

= mh 2 \ {MI 2 


K = 


ImCirhl 
mh 2 4 - \Ml 2 


(8-50) 
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La Ec. (8-50) puede escribirse 

x -f 2(co„x -|- c oix = Kco 

Por lo tanto, la función de transferencia entre X(s) y G(s), donde X(s) =£[jc] y G(s) = 
£ [o>], se hace 

X(s) = K 

fí(j) s 2 + 2 £co n s 4- 


Nótese que para la operación estable del gobernador, 0 % > 0, o 


kl 2 
2mh z 


> ñ 2 


En consecuencia, la constante del resorte k debe satisfacer la desigualdad 


k > 


2 mh 2 
l 2 



Si esta condición se satisface, una pequeña perturbación puede causar que la manga 
manifieste una oscilación amortiguada alrededor del punto de operación. 


PROBLEMAS 

Problema B-8-1. Simplifique el diagrama de bloques mostrado en la Fig. 8-74 y ob¬ 
tenga la función de transferencia 0 o (s)/0|(s). 



Flg. 8-74. Diagrama de bloques 
de un sistema. 
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Problema B-8-2. Simplifique el diagrama de bloques mostrado en la Fig. 8-75 y ob¬ 
tenga la función de transferencia ©„(*)/©,(j). 








Fig. 8-75. Diagrama de bloques de un sistema. 


Problema B-8-3. La Fig. 8-76 muestra un transductor electro-neumático. Muestre 
que el cambio en la presión de salida es proporcional al cambio en la corriente de 
entrada. 


Fig. 8-76. Transductor electro-neumá¬ 
tico. 


Corriente de 
entrado 



Problema B-8-4. La figura 8-77 muestra un controlador neumático. ¿Qué tipo de 
acción de control produce este controlador? 
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Problema B-8-5. La figura 8-78 es un diagrama esquemático de un sistema de 
control de elevación de un avión. La entrada al sistema es el ángulo de deflexión 0 de la 
palanca de control, y la salida es el ángulo del elevador <t>. Suponga que los ángulos 
0 y<t> son relativamente pequeños. Muestre que para cada ángulo 0 de la palanca de 
control hay un correspondiente ángulo del elevador 4> (estado estable). 



flg. 8-78. Sistema de control de elevación de un avión. 
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Problema B-8-6* Considere unos controladores automáticos industriales cuyas ac¬ 
ciones de control son proporcional, integral, proporcional integral, proporcional de¬ 
rivativo y proporcional integral derivativo. Las funciones de transferencia de estos 
controladores pueden darse, respectivamente, por 


Mis) „ 
¿(s) ” 

M(s) _ Kt 
E(s) ~ s 


Mis) __ 
Eis) - 




Mis) 

Eis) 


K P i\ -f- T d s) 


Mis) 

Eis) 




donde M{s) es la transformada de Laplace de m(t), la salida del controlador y Eis) la 
transformada de Laplace de eit), la señal de error del actuador. Esboce las curvas m(t) 
contra t para cada uno de los cinco tipos de controladores cuando la señal de error 
del actuador es 

1 eit) = función de escalón unitario 

t» 

2 e(t) = función rampa unitaria 


Al trazar las curvas, suponga que los valores numéricos de P p ,K¡, 7} y T d están dados 
como 


K p = ganancia proporcional = 4 
K¡ = ganancia integral = 2 
T¡ = tiempo integral = 2 s 
T d - tiempo derivativo = 0.8 s 


Problema B-8-7, Considérese el servo sistema hidráulico mostrado en la Fig. 8-79. 
Suponiendo que la señal e(t) es la entrada y el desplazamiento del pistón de potencia 
y(t) la salida, encuentre la función de transferencia F(s)/E(s). 




Fig. 8-79. Servo sistema hidráulico. 

Problema B-8-8. Muchas máquinas, tales como tornos, fresadoras y esmeriles, es¬ 
tán provistos de trazadores para reproducir el contorno de plantillas. La figura 8-80 
es un diagrama esquemático de un sistema de trazado hidráulico en el cual la herra¬ 
mienta duplica la forma de la plantilla sobre la pieza de trabajo. Explique la opera¬ 
ción del sistema. 


Aceite bajo 
presión 

1 i t 



Fig. 8-80. Sistema de trazador hidráulico. 
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Problema B-8-9. Considérese un termómetro de mercurio de pared de vidrio. Si la 
capacitancia térmica del vidrio del termómetro es despreciable, entonces puede con¬ 
siderarse como un sistema de primer orden y su función de transferencia puede darse 
mediante 

0(s) 1 

©*(¿) Ts + 1 

donde 00) es la transformada de Laplace de la temperatura del termómetro 6 y 0 6 (s) 
es la transformada de Laplace de la temperatura del baño Q b , ambas temperaturas 
medidas a partir de la temperatura ambiente. 

Suponga que el termómetro de mercurio de pared de vidrio se usa para medir la 
temperatura de un baño y que la capacitancia térmica del vidrio es despreciable. Su¬ 
ponga también que no se conoce la constante de tiempo del termómetro. Por lo tan¬ 
to, ésta se determina experimentalmente sumergiendo al termómetro en una cubeta 
de agua mantenida a 10°C. La figura 8-81 muestra la respuesta de temperatura ob¬ 
servada en la prueba. Encuentre la constante de tiempo. Si este termómetro se coloca 
en una baño, la temperatura del cual se incrementa linealmente a razón de 10°C/min, 
¿cuánto error en estado estable mostrará el termómetro? 

Si la capacitancia térmica del vidrio de un termómetro de mercurio no es 
despreciable, puede considerarse un sistema de segundo orden y la función de trans¬ 
ferencia modificarse a 

1 

(T x s + l)(7y + 1) 

donde T x y T 2 son constantes de tiempo. Esboce una curva típica de respuesta de 
temperatura (0 contra t) cuando dicho termómetro con dos constantes de tiempo se 
coloque en un baño mantenido a la temperatura constante 6 b , donde tanto la tempe¬ 
ratura del termómetro 0 como la temperatura del baño 6 b se miden a partir de la tem¬ 
peratura ambiente. 



Fig. 8-81. Curva de respuesta de un sistema de termómetro. 
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Problema B-8-10. En relación con el sistema mostrado en la Fig. 8-82, encuentre la 
respuesta 6 0 (t ) cuando la entrada 0,(0 es una rampa unitaria. También, encuentre el 
error en estado estable de una respuesta rampa. Suponga que el sistema está sub¬ 
amortiguado. 


Fig. 8-82. Diagrama de blo¬ 
ques de un sistema. 



Problema B-8-11. En la Fig. 8-83, un sistema masa-resorte-amortiguador está uni¬ 
do a una carreta. Para t < 0, la carreta permanece quieta y el sistema entero está en 
reposo. En t = 0, la carreta se mueve a velocidad constante, i;- = r = constante. 
¿Cuál es el movimiento Xo(t ) relativo al suelo? Suponga que el sistema masa-resorte- 
amortiguador está subamortiguado. 



Problema B-8-12. Considere un sistema definido por 

Qq(j) = al 
©,(í) s 2 -f 2C co„s + co 2 


Determine los valores de f y w„ de modo que el sistema responda a una entrada esca¬ 
lón con 5% aproximadamente de sobrepaso y con un tiempo de asentamiento de 2 
segundos. 
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Problema B-8-13. La figura 8-84 muestra un sistema de control de posición con re¬ 
alimentación de velocidad. ¿Cuál es la respuesta 0 o (t) a la entrada escalón unitario? 


®,(s) 

i 

\ t 

100 


* 1 

f * 

sis +2) 




Fig. 8-84. Diagrama de bloques de 
un sistema de control de posición 
con realimentación de velocidad. 


Problema B-8-14. Considere el sistema mostrado en la Fig. 8-85. Determine el va¬ 
lor de A: tal que el factor de amortiguamiento relativo f sea de 0.5. Después obtenga 
el tiempo de subida t n el tiempo pico t p , el sobrepaso máximo M p y el tiempo de asen¬ 
tamiento t s en la respuesta escalón unitario. 



Fig. 8-85. Diagrama de bloques de 
un sistema. 


Problema B-8-15. Explique la operación del sistema de control de velocidad 
mostrada en la Fig. 8-86. 


Fig. 8-86. Sistema de control 
de velocidad. 



Combustible 
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SISTEMAS DE UNIDADES 


En las páginas siguientes se revisarán primero los sistemas de unidades 
acostumbrados (el sistema de unidades cgs, el sistema de unidades mks, 
etc.) y a continuación se presentará el Sistema Internacional de unidades (SI). 

Unidades. Una cantidad física puede medirse solamente mediante la 
comparación con una cantidad semejante. Una porción bien diferenciada 
de una cantidad física se denomina unidad . (Para que sea de utilidad, la uni¬ 
dad debe ser de un tamaño práctico conveniente.) Cualquier cantidad física 
de la misma clase puede compararse con ella y su valor puede establecerse 
en términos de una relación numérica y de la unidad que se utilice. 

Unidades básicas y unidades derivadas. La unidad general de una canti¬ 
dad física se define como su dimensión. Puede desarrollarse un sistema de 
unidades escogiendo para cada dimensión básica del sistema, una unidad 
específica (por ejemplo, el metro para la longitud, el kilogramo para la masa 
y el segundo para el tiempo). A una unidad como esas se le denomina uni¬ 
dad básica. Todas aquellas unidades que no son básicas se denominan unida¬ 
des derivadas. 

Unidades sistemáticas. Las unidades sistemáticas son las unidades que 
se derivan sistemáticamente en un sistema de unidades. Pueden obtenerse 
reemplazando las unidades generales (dimensiones) por las unidades básicas 
del sistema. 
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Si se definen las dimensiones de longitud, masa y tiempo |M] y [7], 
respectivamente, entonces las cantidades físicas pueden expresarse como 
[LY[MY[T\*. Por ejemplo, la dimensión de la aceleración es [L] [7]^ y la de 
la fuerza es [L)[M\[T\-*. En el sistema mks de unidades, la unidad sistemáti¬ 
ca de la aceleración es, por lo tanto, 1 m/s 2 y la fuerza es 1 kg-m/s 2 . 

Sistemas absolutos de unidades y sistemas gravitacionales de unidades. 
Los sistemas de unidades en los cuales se toma a la masa como unidad bási¬ 
ca se denominan sistemas absolutos de unidades , en tanto que aquellos en 
los que se toma a la fuerza y no a la masa como unidad básica, se denomi¬ 
nan sistemas gravitacionales de unidades . 

El sistemas cgs de unidades. El sistemas cgs de unidades es un sistema 
absoluto de unidades y se basa en el centímetro, el gramo masa y el segundo 
como unidades básicas. Este sistema se ha usado extensamente en la ciencia. 
Entre sus desventajas se incluye el hecho de que las unidades derivadas para 
la fuerza y la energía son demasiado pequeñas para propósitos prácticos y 
que el sistema no se combina con las unidades eléctricas prácticas para for¬ 
mar un sistema de unidades completo. 

El sistemas mks de unidades. El sistema mks de unidades es un sistema 
absoluto de unidades y se basa en el metro, el kilogramo masa y el segundo 
como unidades básicas. En este sistema las unidades derivadas para la fuer¬ 
za y la energía son de tamaño conveniente en el sentido de la ingeniería, y 
todas las unidades prácticas eléctricas encajan en el sistema como unidades 
naturales para formar un sistema de unidades completo. 

El sistema métrico de unidades de ingeniería. El sistema métrico de 
unidades de ingeniería es un sistema gravitacional de unidades y se basa en 
el metro, el kilogramo fuerza y el segundo como unidades básicas. (Puesto 
que el estándar de fuerza se define como el peso de la masa estándar prototi¬ 
po del kilogramo, la unidad básica de fuerza es variable, pero este factor no 
representa una desventaja sería.) 

El sistema inglés de unidades de ingeniería. El sistema inglés de unida¬ 
des de ingeniería es un sistema gravitacional de unidades y se basa en el pie, 
la libra fuerza y el segundo como unidades básicas. Este es el único sistema 
que se ha usado durante largo tiempo en Estados Unidos. La unidad deriva¬ 
da para la masa es la lb / -s 2 /ft se denomina slug (1 slug = Ity-sVft). 

El Sistema Internacional de unidades (SI). El Sistema Internacional de 
unidades (abreviado SI) es el sistema de unidades acordado internacional¬ 
mente para expresar los valores de las cantidades físicas. (Véase la tabla A-l.) 
En este sistema se agregan cuatro unidades básicas a las tres unidades bási- 



Tabla A-I. Sistema internacional de unidades (SI) 



Unidades 

auxiliares 


Unidades 

derivadas 


Cantidad 

Unidad 

Longitud 

metro 

Masa 

kilogramo 

Tiempo 

segundo 

Corriente eléctrica 

ampcre 

Temperatura 

kelvin 

Intensidad luminosa 

candela 

Cantidad de sustancia 

mole 

Ángulo plano 

radián 

Ángulo sólido 

esterradián 

Aceleración 

metros por segun¬ 
do al cuadrado 

Actividad (de una 
fuente radiactiva 

1 por segundo 

Aceleración angular 

radianes por segun¬ 
do al cuadrado 

Velocidad angular 

radianes por 
segundo 

Área 

metro cuadrado 

Densidad 

kilogramo por 
metro cúbico 

Viscosidad dinámica 

newton segundo 
por metro cuadrado 

Capacitancia eléctrica 

farad 

Carga eléctrica 

coulomb 

Intensidad del 
campo eléctrico 

volt por metro 

Resistencia eléctrica 

ohm 


Símbolo 











m/s 2 



rad/s 2 


rad/s 


m 2 


kg/m 3 


N-s/m 2 


Dimensión 


V/m 

















m" 1 kg s -1 


m“ 2 kg“ l s 4 A 2 





m kg s~ 3 A" 1 


m 2 kg s -3 A -2 


m 2 kg s -2 K _1 



Entropía 


joule por kelvin 


































































Tabla A-l. (Continuación) 



Cantidad 

Unidad 

Símbolo 

Dimensión 


Fuerza 

newton 

N 

m kg s" 2 


Frecuencia 

hertz 

Hz 



Iluminación 

lux 

Ix 

m" 2 cd sr 


Inductancia 

henry 

H 

m 2 kg s -2 A~ 2 


Viscosidad cinemática 

metros cuadrados 
por segundo 

m 2 /s 



Luminancia 

candelas por 
metro cuadrado 

cd/m 2 



Flujo luminoso 

lumen 

lm 

cd sr 


Fuerza magnetomotriz 

ampere vuelta 

A 

A 


Intensidad del 
campo magnético 

ampere por metro 

A/m 


Unidades 

derivadas 

Flujo magnético 

weber 

Wb 

m 2 kg s“ 2 A -1 

Densidad del flujo 
magnético 

testa 

T 

kg s~ 2 A -1 

(cont.) 

Potencia 

watt 

W 

m 2 kg s -3 


Presión 

pascal (newton por 
metro cuadrado) 

Pa 

(N/m 2 ) 

m -1 kgs“ 2 


Intensidad radiante 

watt por esterradián 

W/sr 



Calor especifico 

joule por 
kilogramo kelvin 

J/kg-K 

m 2 s" 2 K" 1 


Conductividad térmica 

watt por metro 
kelvin 

W/m-K 

m kg s -3 K -1 


Velocidad 

metros por segundo 

m/s 



Volumen 

metro cúbico 

m 3 



Voltaje 

volt 

V 

m 2 kg s -3 A' 1 


Número de onda 

1 por metro 

nr 1 



Trabajo, energía, 
cantidad de calor 

joule 

j 

m 2 kg s“ 2 
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cas de costumbre (metro, kilogramo y segundo) del sistema absoluto mks de 
unidades. Las cuatro unidades básicas añadidas son el ampere como unidad 
de corriente eléctrica, el kelvin como unidad de temperatura termodinámi¬ 
ca, la candela como unidad de intensidad luminosa y el mole como unidad 
de cantidad de sustancia. Así pues, en las unidades SI el metro, el kilogramo, 
el segundo, el ampere, el kelvin, la candela y el mole constituyen las siete 
unidades básicas. Hay dos unidades auxiliares en las unidades SI (el radián, 
que es la unidad de ángulo plano y el esterradián, que es la unidad de ángulo 
sólido). La tabla A-l lista 7 unidades básicas, 2 unidades auxiliares y algu¬ 
nas de las unidades derivadas del Sistema Internacional de unidades (SI). 
[Los múltiplos y los submúltiplos de las unidades se indican mediante una 
serie de dieciséis prefijos para las diferentes potencias de 10. (Véase la pági¬ 
na 10.)] 

En las unidades del SI las siete unidades básicas se definen de la si¬ 
guiente manera. 

Metro: El metro es la longitud igual a 1 650 763.73 longitudes de onda 
de radiación en el vacío correspondiente a la transición no perturbada entre 
los niveles 2P 10 y del átomo de criptón, línea anaranjada del espectro lu¬ 
minoso del criptón. 

Kilogramo: El kilogramo es la masa de un cilindro particular (de 39 mm 
de diámetro y 39 mm de altura) de aleación de platino-iridio, denominado el 
kilogramo Prototipo Internacional, el cual se conserva en una bóveda en 
Sévres, Francia, por la Oficina Internacional de Pesas y Medidas. 

Segundo: El segundo es la duración de 9 192 631 770 periodos de la 
radiación correspondiente a la transición entre los niveles hiperfinos del es¬ 
tado fundamental del átomo de cesio 133. 

Ampere: El ampere es una corriente constante que fluye a través de 
dos conductores paralelos rectos, de longitud infinita, de sección transversal 
circular despreciable, y que mantienen una separación entre ellos de 1 metro 
en el vacio, que produce entre estos conductores una fuerza igual a 2 x 10 -7 
newton por metro de longitud. 

Kelvin: El kelvin es la fracción 1/273.16 de la temperatura termodinámica 
del punto triple del agua. (Nótese que el punto triple del agua es 0.01 °C.) 

Candela: La candela es la intensidad luminosa, en la dirección de la 
normal, de una superficie de cuerpo negro con un área de I /600 000 metros 
cuadrados, a la temperatura de solidificación del platino bajo una presión 
de 101 325 newtons por metro cuadrado. 

Mole: El mole es la cantidad de sustancia de un sistema que contiene 
tantas entidades elementales como átomos hay en 0.012 kilogramos de car¬ 
bono 12. 

Las dos unidades auxiliares del SI (el radián y el esterradián) se definen 
como sigue: 
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Radián: El radián es una unidad de medición angular plan^ igual . 
ángulo en el centro de un círculo subtendido por un arco cuya longitud "' 
igual al radio. (La dimensión del radián es cero, puesto que es la relacé s 
entre cantidades de la misma dimensión.) ^ 


Esterradián: El esterradián es una unidad de medida de ángulos só)¡^ 
dos que se expresa como el ángulo solido subtendido en el centro de la esf^' 
ra por una porción de la superficie cuya área es igual al cuadrado del radi Q 
de la esfera. (La dimensión del esterradián también es cero, puesto que ^ 
una relación entre cantidades de la misma dimensión.) 
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TABLAS DE CONVERSIÓN 


Las tablas de conversión para la masa, la longitud, el volumen, la pre¬ 
sión, la energía y la temperatura se presentan en las tablas de la B-l a la B-9. 


Tabla B-l. Tabla de conversión de masa 


g 

kg 

Ib 

oz 

grano 

slug 

1 

10-3 

2.205 x JO" 3 

3.527x10-2 

15.432 

6.852x10-3 

103 

1 

2.205 

35.27 

15.432x103 

6.852x10-2 

453.6 

0.4536 

1 

16 

7000 

3.108x10-2 

28.35 

2.835 x 10-2 

0.0625 

1 

437.5 

1.943x10-3 

6.480x10-2 

6.480x10-3 

1.429x10"* 

2.286x10-3 

1 

4.440 x 10"« 

1.459x10* 

14.59 

32.17 

514.78 

2.252x10* 

1 
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Tabla B-2. Tabla de conversión de longitud 


wm 

m 

in. 

ft 

yd 

i 

0.01 

0.3937 

0.03281 

0.01094 

100 

1 

39.37 

3.281 

1.0936 

2.54 

0.0254 

1 

0.08333 

0.02778 

30.48 

0.3048 

12 

1 

0.3333 

91.44 

0.9144 

36 

3 

1 


km 

miles 

milla 

náutica 

ft 

1 

0.6214 

0.5400 

3280.84 

1.6093 

1 

0.8690 

5280 

1.852 

1.151 

1 

6076 


Tabla B-3. Tabla de conversión de longitud (de in a mm) 


in. 

mm 

in. 

mm 

in. 

mm 

in. 

mm 

1/32 

0.794 

9/32 

7.144 

17/32 

13.494 

25/32 

19.844 

1/16 

1.587 

5/16 

7.937 

9/16 

14.287 

13/16 

20.638 

3/32 

2.381 

11/32 

8.731 

19/32 

15.081 

27/32 

21.431 

1/8 

3.175 

3/8 

9.525 

5/8 

15.875 

7/8 

22.225 

5/32 

3.969 

13/32 

10.319 

21/32 

16.669 

29/32 

23.019 

3/16 

4.762 

7/16 

11.112 

11/16 

17.462 

15/16 

23.812 

7/32 

5.556 

15/32 

11.906 

23/32 

18.256 

31/32 

24.606 

1/4 

6.350 

1/2 

12.700 

3/4 

' '- J 

19.050 

1 

25.400 
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Tabla B-4. Tabla de conversión de Area 



m 2 

ra 

ft 2 

yd 2 

1 

10‘ 4 

m 

1.0764 x lO* 2 

1.196 x 10“ 4 

10 4 

1 

1550 

10.764 

1.196 

6.452 

6.452 x IO' 4 

1 

6.944 x 10 “ 3 

7.716 x 10* 4 

929.0 

0.09290 

144 

1 

0.1111 

8361 

0.8361 

1296 

9 

I 


km 2 


1 

0.3861 

2.590 

1 


Tabla B-5. Tablas de conversión de volumen 


mm 3 

B 

in.3 

1 

IO* 3 

6.102 x IO" 3 

ÍO 2 

1 

6.102 x 10~ 2 

1.639 x 10 4 

16.39 

1 


m 3 

ft 3 

yd 3 

1 

35.315 

1.308 

2.832 x IO' 2 

1 

3.704 X 10~ 2 

0.7646 

27 

1 


Galón 

norte¬ 

americano 

litro 

barril 

1 

3.785 

2.381 x IO" 2 

0.2642 

1 

0.6290 x IO" 2 

42 

159 

1 
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Tabla B-6. Tabla de conversión de presión 
































































Tabla B-7. Tabla de conversión de energía 


J 

kg/-m 

ft-lb/ 

kWh 

kcal 

Btu 

1 

0.10197 

B 

2.778 x 10-7 

2.389 x 10 -4 

9.480X10-* 

9.807 

1 

7.233 

2.724 xlO~« 

2.343 x10-3 

9.297 x 10-3 

1.356 

0.1383 

1 

3.766x10-7 

3.239 x 10 -4 

1.285x10-3 

3.600 x 10 6 

3.671x105 

2.655 xlO 6 

1 

860 

3413 

4186 

426.9 

3087 

1.163x10-3 

1 

3.968 

1055 

107.6 

778 

2.930 xlO" 4 

B 

1 


Tabla B-8. Tabla de conversión de potencia 


kW 

kg/-m/s 

ft-lby/s 

caballo 
de fuerza 
inglés hp 

kcal/s 

Btu/s 

1 

101.97 

737.6 

1.341 

0.2389 

0.9480 

9.807 x 10-3 

1 

7.233 

1.315 x 10-2 

2.343 x 10-3 

9.297 x 10-3 

1.356 x 10-3 

0.1383 

1 

1.818 x 10-3 

3.239 x 10-* 

1.285 x 10-3 

0.7457 

76.04 

550 

1 

0.1782 

0.7069 

4.186 

426.9 

3087 

5.613 

1 

3.968 

1.055 

107.6 

778.0 

1.414 

0.2520 

1 
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Tabla B-9. Tabla de conversión de temperatura 


°c 

°F 

°C 

°F 

°C 

°F 

-50 

-58 

16 

60.8 

44 

111.2 

-40 

-40 

18 

64.4 

46 

114.8 

o 

m 

i 

-22 

20 

68.0 

48 

118.4 

-20 

-4 

22 

71.6 

50 

122.0 

-10 

14 

24 

75.2 

55 

131.0 

-5 

23 

26 

78.8 

60 

140.0 

0 

32 

28 

82.4 

65 

149.0 

2 

35.6 

30 

86.0 

70 

158.0 

4 

39.2 

32 

89.6 

75 

167.0 

6 

42.8 

34 

93.2 

80 

176.0 

8 

46.4 

36 

96.8 

85 

185.0 

10 

50.0 

38 

100.4 

90 

194.0 

12 

53.6 

40 

104.0 

95 

203.0 

14 

57.2 

42 

107.6 

100 

212.0 


Para convertir grados Fahrenheit en Celsius, reste 32 y multiplique por 5/9. 

=!<*-32) 

Para convertir grados Celsius a Fahrenheit, multiplique por 9/5 y sume 32. 

t F « y l c + 32 

La temperatura del cero absoluto ocurre en -273.5° en escala Celsius y en -459.67° en la es¬ 
cala Fahrenheit. Las temperaturas absolutas en las dos escalas son t c + 273.15 y t F + 459.67. 
Nótese que en la mayoría de los cálculos las constantes utilizadas son 273 y 460. Nótese tam¬ 
bién que 

^ grados Celsius = (r¿- + 273.15) kelvin 
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APÉNDICE 



ECUACIONES DE MOVIMIENTO 
DE LAGRANGE 


Los modelos matemáticos de los sistemas físicos (mecánicos, eléctricos, 
etc.) pueden derivarse de consideraciones de energía sin aplicarles las leyes 
de Newton o de Kirchhoff. En la Sec. 2-5 presentamos un método simple 
para derivar las ecuaciones de movimiento de sistemas mecánicos, del cono¬ 
cimiento de las energías potencial y cinética del sistema. En este apéndice se 
presenta un método de energía más versátil, debido a Lagrange, para deri¬ 
var modelos matemáticos. 

Al derivar las ecuaciones de movimiento para un sistema mecánico 
complicado, conviene hacerlo aplicando dos métodos diferentes (uno basa¬ 
do en la segunda ley de Newton y el otro en consideraciones de energía) para 
asegurarse de que sean correctos. En este aspecto, el método de Lagrange es 
un recurso adecuado para derivar las ecuaciones del sistema. 

Para derivar las ecuaciones de movimiento de Lagrange, es necesario 
definir las coordenadas generalizadas y el Lagrangiano, para establecer el 
principio de Hamilton. 

Coordenadas generalizadas. Las coordenadas generalizadas de un sis¬ 
tema son un conjunto de coordenadas independientes que se necesita para 
describir completamente el movimiento del sistema. El número de coorde¬ 
nadas generalizadas necesario para describir el movimiento del sistema es 
igual al número de grados de libertad. 

Si un sistema requiere n coordenadas generalizadas q u ft,. . . y q n ne- 
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cesitamos considerar n coordenadas generalizadas como coordenadas de un 
sistema coordenado /i-dimensional en un espacio /z-dimensional. Entonces, 
en cualquier instante el sistema se caracteriza mediante un punto en este es¬ 
pacio ^-dimensional. Al trascurrir el tiempo, el punto del sistema en el espa¬ 
cio «-dimensional se mueve y describe una curva en el espacio. (La curva 
representa el movimiento del punto del sistema.) 

Lagrangiano. El Lagrangiano L de un sistema se define por 

L = T — U (C-l) 

donde T es la energía cinética y U es la energía potencial del sistema. El 
Lagrangiano L en forma general es una función de q ¡f q¡ (i = 1, 2, . . ., n) y 
del tiempo /, o bien 


L = L(q ty Ai t) 

Principio de Hamilton. El principio de Hamilton establece que el mo¬ 
vimiento del punto del sistema en el espacio «-dimensional de / = t x a t = t 2 
es tal que la integral 

I = P L(q n q l% t)dt (i = 1 , 2 ,..., /i) (C-2) 

•^1 

es un extremo (máximo o mínimo) de la trayectoria del movimiento. 

Ecuaciones de movimiento de Lagrange para sistemas conservativos. Si 
no se disipa energía en un sistema, se le llama sistema conservativo. Un sis¬ 
tema mecánico conservativo es aquel en el cual la energía aparece solamente 
como energía cinética y energía potencial. 

Considérese el caso donde el Lagrangiano L es función de una coorde¬ 
nada generalizada ?, de su derivada con respecto al tiempo q y del tiempo f, 
o sea que L - L(q , q, t ). Entonces la Ec. (C-2) queda 

/= (* L(q, q, t) dt (C-3) 

Sea q la función para la cual / es un extremo. Supóngase que bq es una función 
arbitraria que es continua en 4 s t ^ 4 , que tiene una derivada continua bq 
en íj s t s t 2 y desaparece en t = t x y / = f 2 , o que bq{t x ) = bqit 2 ) = 0. 
Dénse pequeñas variaciones en q y q y evalúese la diferencia AI entre dos 
integrales de Lagrange; esto es, 

A/ = f ' L(q + óq, 4 + Sq, t) dt - P L(q, 4 , t) dt 

¿ti Jfi 

= í [L(í + Sq t q 4- Sq, 0 - L(q, q, /)] dt 

Jii 

Al expandir el integrando del segundo miembro de la última ecuación en se- 



598 


Ecuaciones de Movimiento de Laoranoe 


Cap. 8 


ríes de Taylor alrededor del punto ( q , q ), se obtiene 


Ll = 




dt -\- • • • 


El primer término del segundo miembro en la ecuación se denomina la pri¬ 
mera variación de I. 

Por la teoria de variaciones se sabe que la condición necesaria para que 
I sea un extremo es que la primera variación de / o 81 sea cero. 


+%<*)«-[%*** 

Pueto que esta última ecuación puede escribirse 

i % Sqd,+ %*“[,-L »© sqd,=o 

se tiene 

Nótese que 6 q(t t ) = dq(t 2 ) = 0, los primeros dos términos en esta última 
ecuación son iguales a cero y por lo tanto, se obtiene 



Esta última ecuación puede conservar su validez para cualquier bq que satis¬ 
faga la condición de ser continua y desaparezca en t = t x y t - t 2 . Por lo 
tanto, de acuerdo con la teoria de variaciones, el integrando debe ser idénti¬ 
camente cero o bien 


l(S)-5f = ° < 04) 

La ecuación (C-4) se conoce como ecuación de Euler-Lagrange. Como se 
verá posteriormente, la Ec. (C^4) se reduce a la ecuación de movimiento del 
sistema que pudiera obtenerse al usar la segunda ley de Newton (o las leyes 
de Kirchhoff, etc.). Por consiguiente, también se le conoce como ecuación de 
movimiento de Lagrange para el sistema conservativo. 

Si el Lagrangiano L es función de n coordenadas generalizadas, n velo¬ 
cidades generalizadas y el tiempo t f entonces 

= L(^j, •••»?»» 9u íu •••>?»> 0 
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y las ecuaciones correspondientes de Euler-Lagrange son 

'¡¡¡(df) ~ = 0 = 1,2 . n) (C ' 5) 

La n ecuaciones dadas por la Ec. (C-5) son las ecuaciones de Lagrange del 
movimiento para el sistema conservativo. 


Ejemplo C-l. Péndulo simple. Considérese el péndulo simple que se muestra en la 
Fig. C-l. Este es un sistema de un grado de libertad y el ángulo 9 es la única coorde¬ 
nada generalizada. 


Fig. C-l. Péndulo simple. 



La energía cinética del sistema es 

T = im(lÓp 

Suponiendo que la posición de la masa cuando 9 = 0 es el eje de referencia, la 
energía potencial U se puede escribir 

U — mgl(\ — eos 8) 

El Lagrangiano L es 

L = T — U = {m(léy - mgl{\ - eos 8) 

Por lo tanto, la ecuación de Lagrange 

d_(dL\ dL _ n 

se vuelve 

^(ml l d) 4- mglsenO = 0 

o bien 

é + y sen 9 = 0 

la cual es la ecuación de movimiento para el sistema. 


Ejemplo C-2. Péndulo con resorte. Considérese el péndulo con reserve que se 
muestra en la Fig. C-2 y supóngase que la fuerza del resorte es cero cuando el péndu- 
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lo está vertical o sea que 6 - 0. Este también es un sistema de un grado de libertd y el 
ángulo 6 es ia única coordenada generalizada. 

La energía cinética del sistema es 

T = 



m 9 Flg. C-2. Péndulo con resorte. 

y la energía potencial del sistema es 

U — mgl{ 1 — cos0) -f £¿(asen0) 2 

El Lagrangiano L es 

L — T — U = ^m{lé) 2 — mgl(\ — eos 0) — ^ka 2 sen 2 0 
Por lo tanto, la ecuación de Lagrange 

d (dL\ dL n 

*{W-M =0 

viene a ser 

ml 2 é ) + mgl sen 0 + ka 2 sen 0 eos 6 = 0 

o bien 

Ú + 4- sen $ + se n 0 eos 0=0 

Esta es la ecuación de movimiento para el sistema. Para valores pequeños de 0, la úl¬ 
tima ecuación puede simplificarse como 

* + (*+&)'-• 

(Consúltese el Problema A-7-4, el cual da la forma de derivar esta ecuación usando 
la segunda ley de Newton.) 

Ejemplo C-3. Péndulo doble. Considérese el péndulo doble que se muestra en la 
Fig. C-3. Este es un sistema de dos grados de libertad. Los ángulos 0, y 0* son las coor¬ 
denadas generalizadas del sistema, 

La energía cinética del sistema es 

T = ^m t v 2 + ±m 2 vl 
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donde Uj y v¡ son las velocidades absolutas de la masas m x y m 2 , respectivamente. 
Nótese que 

vi = l x 6i 



La velocidad absoluta v 2 no se ve obvia en el diagrama y por lo tanto, será derivada de 
lo que sigue. Puesto que es más fácil obtener la velocidad absoluta v 2 en el sistema 
de coordenadas rectangulares x-y, escribiremos primero las coordenadas x y y de la 
masa n% y después diferenciaremos para obtener x y y. 


x — /, sen4- 4 sen 0 2 
y = 4 eos 0 1 + 4 eos 0 2 

Las velocidades xy y son 

x = 4 eos 0,d i 4 - 4 eos 0 2 d 2 . 
y = —4 sen 0^1 — 4 sen0 2 í 2 

Nótese que 


vi = i 2 + .F 2 

se obtiene 

t>I = (4 eos 0i^i 4 - 4 eos 0 2 d 2 ) 2 + (—4 sen 0i^i —/ 2 sen0 2 d 2 ) 2 

= tfíf + l\Úl + 244 M 2 eos (0 2 - 0,) 

Por lo tanto, la energia cinética T es 

T = + iw 2 [/?d? + /idi + 2/,4M 2 eos (0 t - 0 2 )] 

La energia potencial U del sistema es 

U = OTig/iO - cos0i) + /n 2 g[/,(l — cos0j) 4- 40 - cos0 2 )] 

donde la energia potencial del sistema cuando = 0 y 0 2 = 0 se toma como cero. El 
Lagrangiano L del sistema es 

L — T — U — i + {mS'M + l\ 6 l + ZIJ 26 A eos (0, - 9,)] 

~ *n\gh(\ — eos 0,) — m 2 g[/j(l — eos 0i) 4 - 4(1 — eos 0 2 )] 
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Las ecuaciones de Lagrange para este sistema son 

d f dL\ _ dL^ _ n 

dl \dé,) 

d ( dL \ _ 0L __ 

d< KáúJ <W 2 

Nótese que 

^ = (m x + m 2 )l]Ó x -f m 2 i x l 2 Ó 2 cos( 0 2 - 0 i) 

Óí* • . 

= m 2 l\l 2 V\v 2 sen(0 2 - 0,) - (m x 4- /M 2 )g/i sen 0i 
ÉL = m 2 l\é 2 + m 1 l l l 2 Ú l eos (d 2 - 9 X ) 

= -m ¿ l x l 2 éié 2 sen(0 2 - 0|) - m 2 gl 2 sen9 2 

Las ecuaciones de Lagrange serán 

(m x 4 - m 2 )l x 9 x + m 2 ¡ 2 [$2 cos(0 2 - 6 X ) - 0|sen(0 2 - 0,)] 

4 - (m x + m 2 )g sen0, = 0 
h&i 4 - lA@i eos ( 0 2 — |0) 4 - 0? sen(0 2 — 00] 4 - ^sen0 2 =0 

o bien 

-i- ( m ,^? m " 2 ) ( 77)^2 eos ( 0 2 - 0 ,) - 0 £ sen( 0 2 - 0 ,)] 4 - ^-sen 0 , -0 

0 2 4 - cos (02 — 0i) t 0? sen( 0 2 - 0 j)] 4 - sen 0 2 = 0 

Las dos últimas ecuaciones son las ecuaciones de movimiento del sistema de doble 
péndulo. 


Ejemplo C-4 Péndulo móvil. Considérese el péndulo móvil que se muestra en la 
Fig. C-4. Este es un sistema con dos grados de libertad. Las coordenadas generaliza¬ 
das son x y 0. 

La energía cinética del sistema es 

T = £ Mv\ 4 - \mv 2 

donde u 2 = x y v 2 es la velocidad absoluta de la masa m. En forma similar al caso del 
sistema de doble péndulo, el cuadrado de la velocidad v 2 de la masa m puede obte¬ 
nerse mediante 

vi = (x 4 / cos 00) 2 4- (/ sen00) 2 

= ¿2 +l l¿2 + 2xl COS 9Ó 
Por lo tanto, la energía cinética es 

T=\Mx 2 4- {m(x 2 4- l 2 Ó 2 4- 2*/cos 00) 

La energía potencial del sistema es 

U = mgl( 1 — cos 0) 4- \kx 2 
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Fig. G4. Péndulo móvil 

donde la energía potencial cuando * = 0 y 0 = 0 se toma como cero. 

El Lagrangiano L es 

L — T — U 

— \Mx 2 + $m(x 2 + 1 2 Ó 2 + 2*/eos $6) — mgl{\ — eos 6) — \kx 2 
Por lo tanto, las ecuaciones de Lagrange 

dt\dx) dx~ U 
d_(dL\ dL n 

dt \eS) de ~ 

se hacen 


o bien 


^ (Mx -f mx + mi eos OÓ) + kx = 0 
J^(m/ 2 é + mxl eos B) + mxlsenOÓ + mgl sen# = 0 


* + 


m 


M + m 


Icos 69 — 


m l sen Oé 2 + T rr4 — X = 0 


M + m 


M + m 


1 


4- eos 0 + -y sen 0 = 0 
Las dos últimas ecuaciones son las ecuaciones de movimiento para el sistema. 


Función de disipación de Rayleigh. En los sistemas no conservativos 
(sistemas amortiguados) la energía se disipa, Rayleigh desarrolló una fun¬ 
ción de disipación D de la que puede derivarse la fuerza del amortiguamien¬ 
to. Suponiendo que el sistema involucra r amortiguadores viscosos, la fun¬ 
ción de disipación de Rayleigh se define mediante 


D = l(6,áj + bjl + • • • + b,Í)) 
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donde b, es el coeficiente del i-ésimo amortiguador viscoso y 5, es la diferen¬ 
cia de velocidad a través del Pésimo amortiguador viscoso. (Así pues, 6, 
puede expresarse como función de las velocidades generalizadas q t .) 

Mediante el uso de la función de disipación de Rayleigh, las ecuaciones 
de Lagrange para los sistemas no conservativos se convierten en 


A(*F\-*/k + dp_ o 

dt \95/ 5?, 


(/= 1 , 2 , 



(C-6) 


Ejemplo C-5. Sistema masa-resorte-amortiguador. En el sistema masa-resorte- 
amortiguador que se muestra en la Fig. C-5, la única coordenada generalizada es el 
desplazamiento x, el cual se mide a partir de su posición de equilibrio; 


Flg. C-S. Sistema masa-resorte-amor¬ 
tiguador. 



La energía cinética T del sistema es 

T = \mxi 

La energía potencial U es 

U = {kxi 

donde la energía potencial en la posición de equilibrio se toma como cero. (Nótese 
que aunque la energía potencial instantánea es la potencial instantánea del peso de la 
masa más la energía elástica instantánea almacenada en el resorte, el incremento en 
la energía potencial total del sistema se debe al incremento en la energía del resorte a 
causa de su deformación con respecto a la posición de equilibrio. Véase la Sec. 2-5). 
El Lagrangiano L del sistema es 


L = T - U = - ¿Jmc* 


La función D de disipación de Rayleigh es 

D = \b& 

Asi es que al sustituir en la ecuación de Lagrange para sistemas no conservativos 

d _ SL , dD _ ñ 
dt\dx) dx dx 

se obtiene 


mí -F bx + kx = 0 


la cual es la ecuación de movimiento para el sistema. 
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Ejemplo C-6 . Sistemas RLC. En el sistema RLC que se muestra en la Fig. C-6 el ca¬ 
pacitor C está cargado inicialmente con q 0 y el interruptor S se cierra en el tiempo 
/ = 0. Para este sistema, la carga q es la única coordenada generalizada. 

La energia cinética T del sistema es 

T = jLi 2 = {Lp 

La energia potencial U es 


L 

- 

o 

s \ 


R 

AAAAr 



C 


Fig. C-6. Sistema RLC. 


La función D de disipación de Rayleigh para el sistema es 

D = i Rq* 

El Lagrangiano L del sistema es 

Al sustituir L y D en la ecuación de Lagrange para sistemas no conservativos 

d (dL\ dL , dD A 

se tiene 

Lq -f -^q + Rq = 0 

o bien 

r d z q t i 1 _ a 

L dt 2 + R dt + C q 

donde las condiciones iniciales son ^(0) = q 0 y q(0) = 0. 


Ecuaciones de Lagrange para sistemas con fuerzas de entrada. Si el sis¬ 
tema se somete a una fuerza de entrada (fuerza generalizada), entonces las 
ecuaciones de Lagrange se hacen 


d (dL\ dL dD _ n 

TtW,)~N. + W,~ Q ' 


(i = 1,2 ,..., n ) 


(C-7) 


donde Q t es la fuerza de entrada correspondiente a la t-ésima coordenada 
generalizada. 
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Ejemplo C-7. Absorción de vibración dinámica. El sistema vibratorio mecánico 
con absorción de vibración dinámica que se muestra en la Fig. C-7, donde p{t) es la 
fuerza de entrada, es un sistema con dos grados de libertad. Las coordenadas genera¬ 
lizadas son los desplazamientos x y y, los que se miden desde sus posiciones de equili¬ 
brio respectivos cuando está ausente la fuerza de entrada p(t). 

La energía cinética T del sistema es 


T = {Mx 2 + {m a y 2 
La energía potencial U del sistema es 

U = {kx 2 + {k„(y — x ) 2 



Fig. C-7. Sistemas mecánico vibratorio 
con absorción de vibración dinámica. 


donde la energía potencial cuando x = 0y.y = 0se toma como cero. La función D 
de disipación de Rayleigh es 

D = {bx 2 

La fuerza generalizada correspondiente a la coordenada x es/HO- 
El Lagrangiano L del sistema es 


L — T — U — {Mx 2 + {m a y 2 - {kx 2 - {k a (y 

Las ecuaciones de Lagrange 

±(dL\ _ dL dD _ n _ ,, 
dt\di) dx + $i~ Q, ~ p ^ ) 


— x) 2 


quedan como 


A(iL\- ¿i + *2-o -o 

dt\dy) dy + dy- Ql ~ 0 


+ kx — k a (y - x) + bx = p(t) 


m e y ) + k a (y — x) = 0 
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o bien 


Mx + bx + kx + k a ( x — y) = p(t ) 
m a y + k a {y - x) = 0 


Las dos últimas ecuaciones son las ecuaciones de movimiento del sistema. 


Conclusiones. Como se vio en los ejemplos precedentes, una vez que se 
han derivado las expresiones de energía del sistema, el método de Lagrange 
dará tantas ecuaciones como grados de libertad tenga el sistema. Esas 
ecuaciones son las ecuaciones de movimiento para el sistema y describen 
completamente la dinámica del sistema. 

En sistemas complicados, con objeto de asegurarse del correcto plantea¬ 
miento de las ecuaciones de movimiento, es preferible obtener esas ecuacio¬ 
nes en forma independiente mediante la utilización de (a) el método de 
Lagrange y (b) la segunda ley de Newton (o las leyes de Kirchhoff, etc.). Los 
dos enfoques deben conducir al mismo resultado. 
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en unidades BES, 305 
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Gases, propiedades termodinámicas de los, 
253-257 
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Impedancia fluidica, 277 
Inductancia, 109-110, 132, 194, 199 
Inductores, 126, 131-132 
energia almacenada en los, 131-132 
Inercia, 20, 194, 199 
Inertancia, 194, 199-200, 273-274 
del flujo del aire, 274 
del flujo de un liquido, 199-200 
Ingeniería, especificaciones de, 6 
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masa. 12 
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nodos), 114, 119 

Kirchhoff, ley de voltajes de (ley de 
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576-586 
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Laplace, integral de, 326 
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de la función impulso, 334 
de la función pulso, 330 
de la función rampa, 328 
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de la función trasladada, 329 
de la onda cuadrada, 355 
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identidades básicas, 286-288 
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Malla abierta, control de, 496 

Malla abierta, función de transferencia de, 
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Malla abierta, sistema de control de, 496 
Malla cerrada, función de transferencia de, 

500 

Manómetro en forma de U, 98 
Masa, 12, 590 

tabla de conversión para, 590 
Masa-capacitancia, analogía, 136 
Masa densidad de, 181 
Masa-inductancia, analogía, 135 
Masa, principio de conservación de la, 
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Masa-resorte-polea, 77, 90-91 
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384 

Momento de inercia, 14-17, 30-31 
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tabla de, 15 

Momento de una fuerza, 13 
Momento, ley de conservación del, 383-385 
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división de, 324 
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sustracción de los, 323 


O 

Ogata, K., 210, 349, 556 
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de placa delgada, 196 
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0R EXCLUSIVA, 285 
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en movimiento, 484, 602, 603 
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sistemas de control del, 551-556 
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Péndulo simple, 75, 599 
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Perno, 170 
Perturbación, 494 
Peso, 12 

Peso específico, 182 
Pistón axial, bomba de, 169-170 
Pistón radial, bomba de, 169-170 
Pistones axiales, motores de, 169-174 
Pistones radiales, motores de, 169-174 
Planta, 494 
Poise, 183 
Polipasto, 63-64, 65 
Polipasto, 63-65, 94, 103 
de cadena, 63-65 
de cuatro poleas, 63-64 
de dos poleas, 63-64, 94 
de seis poleas, 300-301 
neumático de tres poleas, 245-246 
Polo doble, 326 
Polo múltiple, 325, 403 
Polo simple, 325 
Polos, 325 

Posición, control de, 551 
Potencia, 50, 55, 231 
consumida, 151-152, 163 
disipada por resistores, 132, 163 
factor de, 109 
instantánea, 130 
promedio, 55 

tabla de conversión para la, 594 
transformadores de, 61 
unidades de, 55 
Potencial, 196 
energia, 52-53, 88, 90, 91 
Potenciómetro, 433 
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Prefiltro tipo proporcional-derivativo, 550 
Presión, 165 
absoluta, 165 
barométrica, 165 
excesiva, 178 
pulsaciones de, 240 
tabla de conversión para, 593 
unidades de la, 164-165 
válvula de control para la, 246-249 
Presión atmosférica estándar, 182 
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Presión de agrietamiento, 261-262 
Presión estándar, 253 
Primera ley de la termodinámica, 256 
Primera ley de Newton, 18 
Primera variación, 598 
Principio de conservación de la masa, 
188-189 

Principio de d'Alambert, 48-50 
Principio de Hamilton, 597 
Principio de superposición, 2 
Proceso irreversible, 257 
Proceso reversible, 256 
Preny, freno de, 88 

Propiedades termodinámicas de los gases. 


253-258 
Prototipo, 6 

Puente de Wheatstone, 124-125, 151, 161-162 
Punto de bifurcación, 499 
Punto de suma, 498 
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Radián, 586, 588 
Radio de giro, 16 
Rapidez, 18 

Rapidez critica, 464-465 
Rayleigh, función de disipación, 603-606 
Razón de flujo de la filtración, 228 
Razón de flujo de la masa, 261-264 
ecuaciones para el aire, 265-268 
Razón máxima de flujo de masa, 262-263 
Realimentación fisiológica, 495 
Red, 119 

Regulador (gobernador), 574-576 
Relevador: 

de acción de reversa, 514 
neumático, 514-515 
neumático, con descarga atmosférica, 
514-515 

din descarga atmosférica, 514-515 
Relevador de acción reveresa, 514 
Relevador neumático, 514-515 
del tipo de descarga atmosférica, 514-515 
del tipo sin descarga atmósferica, 514-515 
Relevador neumático con descarga a la 
atmósfera, 514-515 
Residuo, 344 

Resistencia, 107, 130, 195-198, 266-271 
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flujo laminar, 197 
flujo liquido, 197 
flujo turbulento, 198 
promedio, 217-219, 305 
Resistencia mecánica, 23 
Resistencia térmica, 366-367 
Resistores: 

en serie y paralelo, 110-113 
potencia disipada en los, 132-133, 163 
Resorte, 20 
ideal, 22 

Resorte constante del, 21 
equivalente de la, 73-75, 97 
torsional, 21 

Resorte, constante equivalente del, 73-75, 
76.97 

Resorte lineal, 21 
Resorte no lineal, 21 
Respiradero, 277 
Respuesta al escalón: 
de un sistema de segundo orden, 379-382 
de un sistema eléctrico, 379-381 
sistema mecánico, 381-382 
sistema de primer orden, 367-369 
Respuesta a la frecuencia, 398-409 
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Respuesta ai impulso, 383, 385-38 
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Respuesta forzada, 24, 364 
Respuesta libre, 24, 364 
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de un sistbrfta de primer orden, 369 
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Respuesta rampa unitaria, 569-570 
Respuesta transitoria, 364 
especificaciones, 535-545 
Reswick, J- B., 68, 137 
Reynolds, número de, 185-186 
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Rotació desbalanceada, 411 
vibración debida a la, 411-413 
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Segunda ley de Newton, 19 
Seflal de error del actuador, 495 
Señales de prueba, 363 
Series de Taylor, 205-206, 222-224, 598 
Servo sistema hidráulico, 206-210, 224, 
226-229, 579-580 
Servomecanismo, 538-539 
Servomotor hidráulico, 523-524 
Servoválvula de dos etapas, 177 
Shearer, J. L., 69 
SI, 585-589 
Siemens, 108 

Simulación por computadora analógica, 447 
Síntesis, 5 

Sismógrafo, 419-420 
Sistema, 1 
análisis de un, 5 
dinámico, 1 
diseño de un, 5 
estático, 1 

Sistema absoluto de unidades, 9, 585 
Sistema criticamente amortiguado, 32, 376 
respuesta de un, 376 
Sistema de control de elevación de un 
un avión, 578 

Sistema de control de malla abierta, 496 
Sistema de control de malla cerrada, 495-496 
Sistema de control de nivel de liquido, 
510-511, 528-532 

Sistema de control de velocidad, 583 
Sistema de control fluidico, 276 
Sistema de control realimentario, 495 
Sistema de masa colgante, 100, 103 
Sistema de n grados de libertad, 41 
Sistema de nivel de líquido, 195, 197, 
201-205, 215-222, 231-233 
Sistema de orden n, 390 
Sistemas de presión neumática, 267-268, 
274-275, 305-306, 316-317, 558-559 
Sistema de primer orden, 25 


análisis de respuesta transitoria de un. 
365-371 

control proporcional de una, 528-531 
respuesta a la rampa de un, 369 
respuesta de escalón de un, 367-369 
Sistema de segundo orden, 27, 371-389 
análisis de la respuesta transitoria de un, 
371-389 

respuesta al escalón de un, 379-382 
Sistemas de suspensión del automóvil, 417 
Sistema de trazo hidráulico, 580 
Sistema de unidades, 8-9, 584-589 
absoluto, 585 
cgs, 585 

gravitacional, 585 
inglés, 9 

inglés de ingeniería, 585 
internacional, 585-589 
métrico de ingeniería, 585 
mks, 585 

Sistema dinámico, 1 
Sistema estático, 1 

Sistema gravitacional de unidades, 9, 585 
Sistema híbrido, 252 
Sistema inglés de unidades, 9 
Sistema inglés de unidades de ingeniería, 9, 
585-589 

Sistema masa-resorte amortiguador, 31-35, 
371-379, 391, 582-583. 604 
Sistema masa-resorte-polea, 77, 90-91 
Sistema LRC, 380-381, 437-438, 605 
Sistema mecánico rotatorio, 455 
Sistema métrico de unidades de ingeniería, 

9, 585 

Sistema no conservativo, 603-605 
Sistema no lineal, 3, 205-210 
Sistema pasivo, 57 
Sistema resorte-polea, 76 
Sistema rotacional, 25-26 
Sistema sobreamortiguado, 32 
vibración libre del, 375-376 
Sistema subamortiguado, 32 
vibración libre del, 374-375 
Sistema térmico, 365-369, 487 
elaboración de un modelo matemático de, 
un. 365-367 

Sistema termómetro, 365-369, 581 
Sistemas análogos, 133-136, 397-398 
Sistemas con dos grados de libertad, 38-40, 
473-476, 600-603, 606 
Sistemas conservativos, 57-60, 597-603 
ecuaciones de movimiento de Lagrange 
para, 597-603 

Sistemas de control de posición, 538-539, 
544-550, 583 

con realimentación de la velocidad, 
544-546 

Sistemas de unidades, 8-9, 584-589 
Sistemas hidráulicos, 165-181 
ventajas y desventajas de los, 178-179 
Sistemas lineales, 2 

Sistemas neumáticos, 235-238, 252-253, 
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269-274, 299-300, 314-315 
comparación entre los sistemas hidráulicos 
y los, 237 

desventajas de los, 253 
sistema eléctrico análogo para, 275 
ventajas de los, 252 
Slug, (2 

Smith, R. J.. 137 
Sobrepaso: 
máximo, 536-537 
máximo porcentual, 537, 543 
Solución homogénea, 364 
Solución particular, 364 
Sonido, 303 
Stoke, 303 
Streeter, V. L., 210 
Sumadores, 429-430 
Superposición, principio de, 2 

T 

Tabla de conversión, 11, 590-595 
para áreas, 592 
para energia, 594 
para longitud, 591 
para masa, 590 
para potencias, 594 
para presión, 593 
para temperatura, 595 
para volumen, 592 
Tabla de verdad, 287 
Tacómetro de cd, 544 
Tacómetro de realimentación, 545 
Taft, C. K., 68, 137 
Tanque de oscilación, 180, 230-231 
Taylor, series de, 205-206, 222-224, 598 
Técnica de linealización, 205-206 
Temperatura estándar, 253 
Temperatura, tabla de conversión para, 595 
Teorema de Euler, 321 
Teorema de diferenciación, 336-338 
Teorema de integración, 341-343 
Teorema del valor final, 338-339, 353 
Teorema del valor inicial, 340, 357, 387 
Tercera ley de Newton, 19 
Termodinámica, primera ley de la, 256 
Thomas, G. M., 210 
Tiempo, constante de, 26, 203, 217, 383 
Tiempo de asentamientoa, 365, 536-537, 542 
Tiempo de retorno o de atraso, 536 
Tiempo de subida o levantamiento, 536, 
540-541 

Tiempo del pico, 536-537, 541 
Tiempo derivativo, 512 
Tiempo, factor de escalamiento en, 436-439, 
475 

Tiempo integral, 512 
Torca (par), 13 
Trabajo, 50 
realizado, 50, 86, 131 
unidades, 51 


Trabajo mecánico, 256 
Trabajo, control de, 496 
Transductor eléctrico-neumático, 577 
Transductor fluidico, 277 
Transformación de Laplace, 326-342 
inversa, 326, 342-347 
Transformadores: 
de energia, 61 
de movimiento, 61 
de potencia, 61 
Transmisibilidad, 413-418 
de la fuerza de excitacióp, 414-417, 489 
del movimiento, 490 
del movimiento de excitación, 417-419 
Tubo capilar, 217-218 


U 

Unidad básica, 584 

Unidad de potencia hidráulica, 212, 231 
Unidad térmica inglesa, 254 
Unidades, 8-9, 584-589 
sistema absoluto de, 585 
sistema cgs de, 585 
sistema gravitacional de, 585 
sistema inglés de, 9 
sistema inglés de ingeniería de, 585 
sistema internacional de, 585-589 
sistema métrico de ingeniería de, 585 
sistema mks, 585 
Unidades BES, 285 

Unidades de potencia hidráulica, 167-178, 
212, 231 

Unidades derivadas, 584 
Unidades SI, 9-10, 584-589 
abreviaciones de las, 10 
prefijos abreviados de las, 10 
prefijos de las, 10 
Unidades sistemáticas, 584 


V 

Valor final, teorema del, 338-339, 353 
Valor inicial, teorema del, 340, 357, 387 
Valor lógico negativo, 285 
Válvula de alivio, 177-178 
actuada por piloto, 248 
de acción directa, 247-248 
Válvula de carretes deslizantes, 175, 

224-227, 249, 
con traslape, 213-214 
de cuatro vías, 175, 206-210 
de tres vias, 176 

modelo matemático lineal de la, 226 ' 
sin traslape, 213-214 
Válvula de control direccional, 249 
Válvula de piloto de alivio, 248 
Válvula de piloto neumático de tres puertas, 
251 
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Válvula de piloto reductora de presión, 
246-247 ___ 

Válvula de vaivén, 252 
Válvula reductora de presión, 246-247 
actuada por piloto, 246-247 
de acciórvdirecta sin alivio. 246-248 
Válvula de seguridad, 302 
Válvula magnética de acción directa de dos 
puertas (lumbreras), 249-250 
Válvula magnética de acción directa de tres 
puertas de dos posiciones, 249-250 
Válvula neumática de diafragma, 560 
Válvula neumática piloto de tres puertas, 
250, 251 

Válvula reductora de presión de acción 
directa, sin alivio, 246, 247 


Válvulas: 
de aleta, 176-177 
de alivio, 177-178 
de corredera, 175, 249 
de movimiento vertical, 177, 248 
de retención, 177 
de tobera (aleta), 176 
de tubo de inyección, 177 
hidráulicos de control, 175-177 
sin traslape, 176 
traslapada, 176 
Válvulas, coeficientes de, 209 
Válvulas de interfaz, 251-252 
Variable compleja, 325 
Velocidad, 18 
coeficiente de, 193, 196 
perfil de la, 186 
realimentación de, 545-546 
Velocidad angular, 18 
absoluta, 18 
relativa, 18 

Velocidad critica de un gas, 262-263 

Velocidad del sonido, 263, 303-304, 315 

Vena contracta, 193, 259 

Ventaja mecánica, 62-63, 65 

Ventiladores, 239 

Venturi, medidor de, 214-215, 231 

Vibración^ 


aislador de la, 413-414 

aislamiento de la, 409-426 

debida a una rotación desbalanceada, 


411-413 

Vibración libre, 26, 29, 371-382 
de un sistema masa-resorte, 371, 373 
de un sistema masa-resorte amortiguador, 
373, 379 

Viscosidad, 183-184 
cinemática, 183-184, 211 
dinámica, 183-184, 211 
Viscosidad absoluta, 183 
coeficiente de, 183 
Viscosidad cinemática, 183-184, 211 
del agua, 185 

unidades BES de la, 183-184, 211 
unidades cgs de la, 183-184 
unidades de, 183-184 
unidades SI de la, 183-184, 211 
Viscosidad dinámica, 183 
coeficiente de, 184 
del aceite, 211 
del agua, 185 
unidades BES de, 183, 211 
unidades de, 183-184 
unidades SI de la, 183-184, 211 
Volt, 105 
Voltaje, 105 
fuente, 106 
generador, 106 

Voltímetro (vóltmetro) de cd de bobina 
móvil de d’Arsonval, 147 
Volumen, control de, 188 
Volumen especifico, 181 
del aire, 255 

Volumen, tabla de conversión para, 592 
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Walker, J. H., 299 
Watt, 129-130 
Watt-segundo, 133 

Wheatstone, puente de, 124-125, 151, 161 
Wylie, E. B., 210 
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Yugo escocés, 61-62 



